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PREFÁCIO 





Este livro tem por objetivo oferecer ao aluno uma apresentação clara e completa tanto da teoria como da 
aplicação dos princípios fundamentais da resistência dos materiais. A compreensão do assunto baseia-se na 
explanação do comportamento físico dos materiais sob carga e na modelagem desse comportamento para desen- 
volver a teoria. A ênfase é dada à importância de satisfazer as condições de equilíbrio, compatibilidade da defor- 
mação e comportamento do material. 





Principais características 


° Resumos. As seções “Procedimento de análise” e “Pontos importantes” orientam a solução de pro- 
blemas e fornecem um resumo dos conceitos. 


e Fotografias. Fotografias são apresentadas ao longo do livro para demonstrar como os princípios de 
resistência dos materiais se aplicam a situações do mundo real. Em algumas seções, elas mostram como os 
materiais se deformam ou falham sob carga, a fim de proporcionar uma compreensão conceitual dos termos e 
princípios aplicados. 


* Problemas. Os problemas equilibram aplicações fáceis, médias e difíceis, e alguns requerem que a 
solução seja obtida no computador. Foram tomados cuidados especiais na apresentação e na solução dos 
problemas e todos os conjuntos de problemas foram revisados e suas soluções foram verificadas e reverificadas 
para assegurar a clareza e a precisão numérica. 


SS e 


Conteúdo 


Os assuntos foram estruturados em 14 capítulos. O Capítulo 1 começa com a revisão de conceitos impor- 
tantes da estática, seguida pela definição formal de tensão normal e tensão de cisalhamento e pela discussão de 
tensão normal em elementos com carga axial e tensão de cisalhamento média causada por cisalhamento direto. 
No Capítulo 2 são definidas deformação normal e deformação por cisalhamento e no Capítulo 3 são discutidas 
algumas propriedades mecânicas dos materiais. Nos capítulos 4, 5 e 6,são abordados, respectivamente, carga axial, 
torção e flexão. Em cada um desses capítulos são considerados os comportamentos linear-elástico e elastoplásti- 
co do material. São incluídos também tópicos relacionados a concentrações de tensão e tensão residual. No 
Capítulo 7, é discutido o cisalhamento transversal, bem como tubos de parede fina, fluxo de cisalhamento e cen- 
tro de cisalhamento. O Capítulo 8 oferece a revisão parcial do material desenvolvido nos capítulos anteriores, na 
qual é discutido o estado de tensão resultante de carregamentos múltiplos. No Capítulo 9 são apresentados os 
conceitos de transformação de estados de tensão multiaxial. De modo similar, o Capítulo 10 discute os métodos 
de transformação da deformação, incluindo a aplicação de várias teorias de defeitos. O Capítulo 11, que aborda 
aplicações de projeto de vigas e eixos, funciona como resumo adicional e revisão do material anterior. No 
Capítulo 12 são abordados vários métodos para cálculo de deflexão de vigas e eixos e há também uma discussão 
para determinar as reações nesses membros se forem estaticamente indeterminadas. O Capítulo 13 fornece a dis- 
cussão da flambagem de colunas e, por fim, no Capítulo 14 são considerados o problema de impacto e a aplicação 
de vários métodos de energia para calcular deflexões. 

As seções do livro que contêm material mais avançado são indicadas por um asterisco (+), para que possam 
ser incluídas no curso se houver tempo. Além disso, esse material oferece uma referência adequada para princí- 
pios básicos quando é abordado em outros cursos e pode ser usado como base para projetos especiais. 
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Método Alternativo de Abordagem. Alguns professores preferem abordar tensão e deformação pri- 
meiro, antes de discutir aplicações específicas de carga axial, torção, flexão e cisalhamento. Um método possível 
para essa abordagem é primeiro discutir a tensão e sua transformação, capítulos 1 e 9, seguidos por deformação 
e sua transformação, Capítulo 2 e primeira parte do Capítulo 10. A discussão e os exemplos nesse último capítu- 
lo foram montados para possibilitar isso. Os conjuntos de problemas também foram subdivididos para que esse 
material possa ser abordado sem o conhecimento prévio dos capítulos envolvidos. Os capítulos 3 a 8 podem então 
ser abordados na segliência. 
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Características Especiais 


Organização e Abordagem. A fim de ajudar tanto o professor como o aluno, os conteúdos de cada capí- 
tulo estão organizados em seções bem definidas. Grupos de seções selecionadas contêm a explicação de tópicos 
específicos, seguida por problemas na forma de exemplos ilustrativos e um conjunto de problemas para resolver 
em casa. Os tópicos de cada seção estão localizados em subgrupos identificados por títulos em negrito. O propósi- 
to dessa notação é apresentar um método estruturado para introduzir cada definição ou conceito novo e tornar 
o livro conveniente para referência e revisão posteriores. Além disso, os termos importantes do capítulo foram 
destacados em negrito para oferecer meios convenientes para revisão. 


Conteúdo do Capítulo. Cada capítulo inicia-se com uma fotografia que ilustra uma aplicação ampla do 
material nele contido. Em seguida, são fornecidos os “Objetivos do capítulo” para dar uma visão geral do mate- 
rial que será abordado. 


Procedimentos de Análise. Encontrado em várias seções do livro, esse recurso oferece ao estudante um 
método lógico e ordenado para aplicar a teoria. Os problemas contidos nos exemplos são então resolvidos usan- 
do-se as diretrizes do método, a fim de esclarecer a aplicação numérica. Deve-se compreender, no entanto, que 
uma vez dominados os princípios relevantes e tendo adquirido confiança e julgamento suficientes, o estudante 
pode então desenvolver seus próprios procedimentos para resolver problemas. 


Compreensão Conceitual. Com base em fotografias inseridas ao longo do livro, são fornecidos exemplos 
da teoria a fim de ilustrar algumas das características conceituais mais importantes e mostrar o significado físico 
de muitos dos termos usados nas equações. 


Problemas em Forma de Exemplo. Todos os problemas em forma de exemplo são concisos e fáceis de 
compreender. Novos exemplos foram adicionados ao longo do livro e alguns da edição anterior foram reduzidos. 


Problemas para Resolver em Casa. Numerosos problemas do livro descrevem situações reais encon- 
tradas na prática da engenharia. Espera-se que tal realismo tanto estimule o interesse do estudante pelo assunto 
como forneça os meios para desenvolver a habilidade para transformar a descrição física de um problema em um 
modelo ou representação simbólica a que se possa aplicar os princípios. 

Ao longo do livro há um equilíbrio dos problemas que usam o SI e o sistema britânico (FPS — pés-libras- 
segundo), para que os estudantes tenham oportunidade de testar suas habilidades nos dois sistemas. Além disso, 
em qualquer conjunto, tentou-se ordenar os problemas por ordem de dificuldade crescente. As respostas para os 
problemas, exceto os que são múltiplos de 4, estão relacionadas no fim do livro. Para chamar a atenção do usuário 
para um problema sem resposta, foi colocado um asterisco (*) antes do número do problema. As respostas con- 
têm três algarismos significativos, mesmo que os dados conhecidos das propriedades do material sejam forneci- 
dos com menor precisão. Apesar de parecer uma prática não recomendável, foi adotada para dar ao estudante 
melhor oportunidade de confirmar sua solução. A precisão de todos os problemas e suas soluções foram verifi- 
cadas independentemente. Um quadrado preto (símbolo) é usado para identificar os problemas que requerem 
utilização de análise numérica ou computador. 


Apêndices. Os apêndices do livro oferecem uma fonte de revisão e uma relação tabular de dados. O Apêndice 
A fornece informações sobre centróide e momento de inércia da área. Os apêndices B e C tabulam dados para 
perfis estruturais, deflexão e inclinação para vários tipos de vigas e eixos. O Apêndice D, intitulado “Revisão dos 
Fundamentos da Engenharia”, contém problemas típicos, com soluções parciais. 


Verificação da Precisão. Nesta edição houve verificação e revisão rigorosas das páginas. Além da revisão 
do autor de todas as figuras e páginas, Karim Nohra, da University of South Florida, e Scott Hendricks, do 
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Virginia Polytechnic Institute, reverificaram as provas das páginas duas vezes e juntos revisaram integralmente o 
Manual de Soluções. 


Material de apoio. No site do livro estão disponíveis recursos adicionais para professores e estudantes, 
como as figuras do livro em forma de apresentação e o Manual de Soluções em inglês. 
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OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Neste capítulo revisaremos alguns princípios impor- 
tantes da estática e mostraremos como eles são usados 
para determinar os esforços internos resultantes em um 
corpo. Serão introduzidos ainda os conceitos de tensão 
normal e tensão de cisalhamento e discutiremos apli- 
cações específicas da análise e do projeto de elementos 
submetidos a carga axial ou a cisalhamento. 


1.1 INTRODUÇÃO 


A resistência dos materiais é um ramo da mecânica 
que estuda as relações entre cargas externas aplicadas a 
um corpo deformável e a intensidade das forças internas 
que atuam dentro do corpo. Esse assunto abrange tam- 
bém o cálculo da deformação do corpo e o estudo da sua 
estabilidade, quando ele está submetido a forças externas. 
No projeto de qualquer estrutura ou máquina é 
necessário primeiro usar os princípios da estática para 
determinar as forças que atuam tanto sobre como no 
interior de seus vários membros. As dimensões dos 
elementos, sua deflexão e sua estabilidade dependem 
não só das cargas internas como também do tipo de 
material do qual esses elementos são feitos. Assim, a | 
determinação precisa e a compreensão do com- Os parafusos usados no acoplamento desta estrutura metálica estão 
portamento do material são de vital importância para o submetidos a tensão. Neste capítulo discutiremos como os enge- 
desenvolvimento das equações usadas na resistência nheiros projetam tais acoplamentos e suas amarrações. 
dos materiais. Observe que muitas fórmulas e procedi- 
mentos de projeto, definidos nas normas da engenharia e usados na prática, 
baseiam-se nos fundamentos da resistência dos materiais e, por essa razão, 
compreender os princípios dessa matéria é muito importante. 





Evolução Histórica. A origem da resistência dos materiais remonta ao início 
do século XVII, época em que Galileu realizou experiências para estudar os 
efeitos de cargas em hastes e vigas feitas de vários materiais. Entretanto, para a 
compreensão adequada, foi necessário estabelecer descrições experimentais pre- 
cisas das propriedades mecânicas de um material. Os métodos para tais descrições 
foram consideravelmente melhorados no início do século XVIII. Naquela época, 
estudos sobre o assunto, tanto experimentais como teóricos, foram realizados, 
principalmente na França, por notáveis como Saint-Venant, Poisson, Lamé e 
Navier. Como seus estudos baseavam-se em aplicações da mecânica a corpos ma- 
teriais, eles denominaram esses estudos “resistência dos materiais”. Atualmente, 
no entanto, referimo-nos a eles como ‘mecânica de corpos deformáveis” ou sim- 
plesmente ‘mecânica dos materiais”. 
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Idealização de 
força concentrada 








Força de 
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carpa linear distribuída 


Figura 1.1 





Muitos elementos de máquina são 
acoplados por pino a fim de permitir 
rotação livre nos seus acoplamentos. 
Esses apoios exercem uma força sobre 
o elemento, mas não criam momento. 


Com o passar do tempo, depois que muitos dos problemas fundamentais 
da resistência dos materiais foram resolvidos, tornou-se necessário usar técnicas 
de matemática avançada e de computador para resolver problemas mais 
complexos. Como resultado, essa matéria ampliou-se para outras disciplinas de 
mecânica avançada, tais como a teoria da elasticidade e a teoria da plasticidade. 
A pesquisa nesses campos está em andamento não só para satisfazer a demanda 
pela resolução de problemas avançados de engenharia, como também para jus- 
tificar o uso mais amplo e as limitações em que a teoria fundamental da 
resistência dos materiais é baseada. 


1.2 EQUILÍBRIO DE UM CORPO DEFORMÁVEL 


Como a estática desempenha um papel relevante tanto no desenvolvimento 
como na aplicação da resistência dos materiais, é muito importante ter uma boa 
compreensão de seus fundamentos. Por essa razão, revisaremos alguns dos 
principais fundamentos da estática que serão usados ao longo de todo o texto. 


Forças Externas. Um corpo pode ser submetido a diversos tipos de cargas 
externas; entretanto, qualquer uma delas pode ser classificada como força de 
superfície ou como força de corpo (Figura 1.1). 


Forças de Superfície. Como o nome indica, as forças de superfície são causadas 
pelo contato direto de um corpo com a superfície de outro. Em todos os casos 
essas forças são distribuídas pela área de contato entre os corpos. Se essa área 
for pequena em comparação com o total da área da superfície do corpo, então 
a força de superfície pode ser imaginada como uma única força concentrada, 
aplicada em um ponto do corpo. Por exemplo, a força do solo sobre as rodas 
de uma bicicleta pode ser considerada uma força concentrada quando se estuda 
a carga na bicicleta. Se a carga na superfície for aplicada ao longo de uma área 
estreita, a carga pode ser imaginada como uma carga linear distribuída, w(s). 
Aqui a carga é medida como tendo uma intensidade de força /comprimento ao 
longo da área e é representada graficamente por uma série de setas ao longo 
da reta s. A força resultante de w(s), Fr, equivale à área sob a curva de 
distribuição da carga, e sua resultante atua no centróide C ou centro geo- 
métrico dessa área. A carga ao longo do comprimento de uma viga é um 
exemplo típico em que essa idealização é frequentemente aplicada. 


Força de Corpo. Desenvolve-se uma força de corpo quando um corpo exerce 
uma força sobre outro sem contato físico direto entre eles. Os exemplos incluem 
os efeitos causados pela gravidade da Terra ou seu campo eletromagnético. 
Apesar de as forças de corpo afetarem cada uma das partículas que compõem 
tal corpo, essas forças são representadas normalmente por uma única força 
concentrada que atua sobre o corpo. No caso da gravidade, essa força é chamada 
peso do corpo e atua no centro de gravidade desse corpo. 


Reações do Apoio. As forças de superfície que se desenvolvem nos apoios 
ou pontos de contato entre corpos são chamadas reações. Nos problemas bi- 
dimensionais, ou seja, corpos submetidos a sistemas de forças coplanares, os 
apoios mais encontrados são os mostrados na Tabela 1.1, Observe cuidado- 
samente o símbolo usado para representar cada apoio e o tipo de reação que 
ele exerce sobre o elemento em contato com ele. Em geral, pode-se determinar 
o tipo de reação do apoio imaginando o elemento a cle acoplado como sendo 
transladado ou girado em uma direção em particular. Se o apoio impede a 
translação em dada direção, então deve ser desenvolvida uma força naquela 
direção. Da mesma forma, se a rotação for impedida, deve ser aplicado um 
conjugado sobre o elemento. Por exemplo, um apoio de rolete somente impede 
a translação na direção do contato, perpendicular ou normal à superfície. 


Cap.1 TENSÃO 3 


Tipo de acoplamento Tipo de acoplamento 








== 


Uma incógnita: F Pino externo Duas incógnitas: Fp, F; 


F, 
[ES a ER K, | 
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Uma incógnita: F Pino interno Duas incógnitas: Fy, Fy 


M F, 
fal i md 
F, o” 


Uma incógnita: F Engaste Três incógnitas: Fy, Fy, M 





Tabela 2.1 


Portanto, o rolete exerce uma força normal F sobre o elemento no ponto de 
contato. Como o elemento pode girar livremente em torno do rolete, não pode 
ser desenvolvido no elemento um conjugado. 


Equações de Equilíbrio. O equilíbrio de um corpo requer tanto o equilíbrio 
de forças, para evitar que o corpo sofra translação ou tenha movimento 
acelerado ao longo de uma trajetória retilínea ou curvilínea, como o equilíbrio 
de momentos, para evitar a rotação do corpo. Essas condições podem ser 
expressas matematicamente por duas equações vetoriais. 


| = | (1.1) 


Nesse caso, LF representa a soma de todas as forças que atuam sobre o 
corpo, e LM, é a soma dos momentos de todas as forças em relação a um 
ponto qualquer O tanto sobre o corpo como fora dele. Se for estabelecido um 
sistema de coordenadas x, y, z com origem no ponto O, os vetores força e 
momento podem ser decompostos em componentes ao longo dos eixos de 
coordenadas, e as duas equações anteriores podem ser escritas em forma 
escalar, como seis equações, que são as seguintes: 


| EF, = A  2E=0 | (12) 
IM, = 3M,=0 SM,- l 


Na prática da engenharia, em geral, a carga sobre um corpo pode ser 
representada como um sistema coplanar de forças. Se esse for o caso e as forças 
se localizarem no plano x-y, então as condições do equilíbrio do corpo podem 
ser especificadas por apenas três equações escalares de equilíbrio. Ou seja: 


IF, =0 
| Sr =O | (1.3) 
| EMo=0 | 
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Nesse caso, se o ponto O for a origem das coordenadas, então os momentos 
serão sempre direcionados ao longo do eixo de z, que é perpendicular ao plano 
que contém as forças. 

A aplicação, com sucesso, das equações de equilíbrio requer a especificação 
completa de todas as forças conhecidas e desconhecidas que atuam sobre o 
corpo. A melhor maneira de considerar essas forças é desenhar o diagrama 
de corpo livre. Obviamente, se o diagrama de corpo livre for desenhado correta- 
mente, os efeitos de todas as forças e conjugados aplicados serão considerados 
quando as equações de equilíbrio forem escritas. 


seção 





Momento 
de torção T 





og À PN 
e AN Força 


normal 


Força de 
cisalhamento 


l 
Momento 
fletor 


(d) 


Figura 1.2 


Carga interna resultante. Uma das aplicações mais importantes da estática 
na análise dos problemas de resistência dos materiais é ser capaz de determinar 
a força resultante e o momento em que atuam no interior do corpo, necessários 
para manter o corpo unido quando submetido a cargas externas. Por exemplo, 
consideremos o corpo mostrado na Figura 1.24, mantido em equilíbrio por 
quatro forças externas." A fim de determinar as cargas internas que atuam em 
uma região específica no interior do corpo, é necessário usar o método das 
seções. Esse método requer que seja feita uma seção ou ‘corte’ através da região 
em que as cargas internas devem ser determinadas. As duas partes do corpo 
são então separadas, e o diagrama de corpo livre de uma das partes é desenhado 
(Figura 1.2b). Nele, pode-se verificar que realmente há uma distribuição de 
força interna atuando na área “exposta” da seção. Essas forças representam os 
efeitos do matcrial da parte superior do corpo atuando sobre o material 
adjacente da parte inferior. 


1 O peso do corpo não é mostrado, visto que é muito reduzido e, portanto, desprezível em com- 
paração com as outras forças. 


Apesar de a distribuição exata da carga interna ser desconhecida, podemos 
usar as equações de equilíbrio para relacionar as forças externas sobre o corpo 
à força resultante Fr e ao momento Ma, em qualquer ponto específico O da 
área secionada (Figura 1.2c). Observe que Fg atua no ponto O, apesar de seu 
valor calculado ser independente da localização desse ponto. Por outro lado, 
Mro depende dessa localização, uma vez que os braços do momento devem 
prolongar-se de O para a reta de ação de cada força externa no diagrama de 
corpo livre. Veremos mais adiante que o ponto O é mais comumente escolhido 
como centróide da área secionada; assim, escolheremos sempre essa localização 
para O, a menos que se informe o contrário. Além disso, se o elemento for 
comprido e estreito, como no caso de uma haste ou viga, a seção considerada 
é geralmente perpendicular ao eixo longitudinal do elemento. Essa seção é 
denominada seção transversal. 


Três Dimensões. Mais adiante mostraremos como relacionar as cargas resul- 
tantes Fr e Mp o com a distribuição de forças na área secionada e desenvolver 
então equações para serem usadas na análise e no projeto. Para tal, entretanto, 
devem ser considerados os componentes de Fr e My o que atuam tanto normal 
ou perpendicularmente à área secionada como no plano da área (Figura 124). 
São definidos quatro tipos diferentes de cargas resultantes, como segue: 


Força Normal, N. Essa força atua perpendicularmente à área. É criada sempre 
que as forças externas tendem a empurrar ou puxar as duas partes do corpo. 


Força de Cisalhamento, V. A força de cisalhamento localiza-se no plano da 
área c é criada quando as cargas externas tendem a provocar o deslizamento 
das duas partes do corpo, uma sobre a outra. 


Momenio de Torção ou Torque, T. Esse efeito é criado quando as cargas 
externas tendem a torcer uma parte do corpo em relação à outra. 


Momento Fletor, M. O momento fletor é provocado pelas cargas externas 
que tendem a fletir o corpo em relação ao eixo localizado no plano da área. 


Observe que a representação gráfica do momento ou torque é mostrada 
em três dimensões como um vetor associado a uma rotação. Pela regra da mão 
direita, o polegar indica o sentido da flecha do vetor e os outros dedos indicam 
a tendência da rotação (torção ou flexão). Em um sistema de coordenadas X 
y, z cada umas das cargas apresentadas é determinada diretamente pelas seis 
equações de equilíbrio aplicadas a qualquer segmento do corpo. 


Cargas Coplanares. Se o corpo estiver submetido a um sistema de forças 
coplanares (Figura 1.3a), então existirão na seção apenas os componentes de 
força normal, de cisalhamento e momento fletor (Figura 1.3b). Se usarmos os 
eixos de coordenadas x, y, z, com origem definida no ponto O, como mostrado 
no segmento da esquerda, então uma solução direta para N é obtida aplicando- 
se È F, = 0, e V é obtida diretamente de X F, = 0. Finalmente, o momento 
fletor Mo é determinado diretamente pela soma dos momentos em torno do 
ponto O (eixo do z), E Mg = 0, a fim de eliminar os momentos provocados 
pelas incógnitas N e V. 


F. seção F, 


F, 


(a) F; 
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A fim de projetar os elementos da estru- 
tura do prédio, antes é necessário deter- 
minar as cargas internas de diversos 
pontos ao longo de seu comprimento. 


Força de 
cisalhamento 


Mo Momento 
fletor 
em 
N 
Força 
normal 


(b) 
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Pontos IMPORTANTES 


Resistência dos materiais é o estudo da relação entre as cargas externas que atuam em um corpo e a intensidade 
das cargas internas no interior desse corpo. 


As forças externas podem ser aplicadas a um corpo como cargas de superfície distribuídas ou concentradas ou 
como forças de corpo que atuam em todo o volume do corpo. 


Cargas lineares distribuídas produzem uma força resultante com grandeza igual à área sob o diagrama de carga 
e com localização que passa pelo centróide dessa área. 


Um apoio produz uma força em uma direção particular sobre seu elemento acoplado, se ele impedir a 
translação do elemento naquela direção, e produz momento binário no elemento se impedir a rotação. 


As equações de equilíbrio £ F = 0 e ZM = 0 devem ser satisfeitas a fim de impedir que o corpo se translade 
com movimento acelerado e que tenha rotação. 


Quando se aplicam as equações de equilíbrio, é importante primeiro desenhar o diagrama de corpo livre do 
corpo a fim de considerar todos os termos das equações. 


O método das seções é usado para determinar as cargas internas resultantes que atuam sobre a superfície do 
corpo secionado. Em geral, essas resultantes consistem em uma força normal, uma força de cisalhamento, um 
momento de torção e um momento fletor. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


O método das seções é usado para determinar a resultante das cargas internas em um ponto localizado na seção 
de um corpo. A aplicação do método das seções requer os seguintes passos para obter tais resultantes. 


Reações dos Apoios 


Decidir primeiro qual segmento do corpo será considerado. Se esse segmento tiver um apoio ou elemento de 
ligação com outro corpo (tipo rótula), então antes de secionar o corpo será necessário determinar as reações 
que atuam sobre o segmento escolhido. Desenhar o diagrama de corpo livre de todo o corpo e aplicar então as 
equações de equilíbrio requeridas para obter as reações que agem no segmento escolhido. 


Diagrama de Corpo Livre 


Manter todas as cargas externas distribuídas, momentos binários, torques e forças que atuam sobre o corpo em 
suas localizações exatas; traçar então uma seção imaginária através do corpo no ponto em que a resultante das 
cargas internas será determinada. 


Se o corpo representa o elemento de uma estrutura ou dispositivo mecânico, a seção é, em geral, perpendicular 
ao eixo longitudinal do elemento, 


Desenhar o diagrama de corpo livre de um dos segmentos “cortados”, indicando as resultantes desconhecidas 
N, V, M e T na seção. Essas resultantes normalmente são colocadas no ponto que representa o centro geo- 
métrico ou centróide da área secionada. 


Se o elemento está submetido a um sistema de forças coplanares, somente N, V e M atuam sobre o centróide. 


Definir os eixos de coordenadas x, y, z com origem no centróide e mostrar os componentes da resultante 
que atuam ao longo dos eixos. 


Equações de Equilíbrio 


Os momentos em torno de cada eixo de coordenadas, na seção em que as resultantes atuam, devem ser soma- 
dos; assim, é possível eliminar as forças desconhecidas N e V, permitindo uma solução direta de M (e T). 


Se a solução das equações de equilíbrio resulta em valor negativo para uma resultante, o sentido de direção da 
resultante adotado no diagrama de corpo livre é oposto ao sentido mostrado no caso real. 
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Os exemplos a seguir ilustram esse procedimento numericamente, além de 
revisar alguns princípios importantes da estática. 


EXEMPLO 1.1 


Determinar a resultante das cargas internas que atuam na seção transversal 
em C da viga mostrada na Figura 1.49. 





270 N/m 














(a) 
Figura 1.4 


SOLUÇÃO 


Reações dos Apoios. O problema pode ser resolvido de maneira mais direta, 
considerando-se o segmento CB da viga, uma vez que não é necessário calcular 


as reações do apoio 4. 540N 
Diagrama de Corpo Livre, Traçando uma seção imaginária perpendicular HPS 
ao eixo longitudinal da viga, obtém-se o diagrama de corpo livre do segmento Mo biii 
CB mostrado na Figura 1.4b. É importante manter a carga distribuída Ne E 8 
exatamente onde se encontra no segmento, mesmo após o secionamento ser E E 

é A E sior Velcsin =l —4m sa 
feito. Só então essa carga deve ser substituída por sua força concentrada 
equivalente. Observe que a intensidade da carga distribuída em C é determi- 
nada por proporção, isto é, a partir da Figura 1.44, w/6 m = (270 N/m)/9 m, (b) 


w = 180 N/m. A intensidade da resultante da carga distribuída é igual à área 
sob a curva de carregamento (triângulo) e atua sobre o centróide dessa 
área. Assim, F = 5(180 N/m)(6m) = 540 N, que atua a 1/3(6m) = 2m de C 
como mostrado na Figura 1.4b. 


Equações de Equilíbrio. Aplicando as equações de equilíbrio, temos: 


EF, =0; -Nc =0 sy ON 

Nc=0 Resposta on [L Fk ~ 180 N/m 

1.215N | | Mc 

+1 EF, =0; Ve-540N=0 [= ==>». 

= 3.645 Nm V = s 

KAT DN Resposta kkt 1,5m- Vc 
3 Me = 0; -Mc — 540 N(2 m) = 0 "0,5m 
Mc = —1.080 N -m (c) 


Resposta 


O sinal negativo indica que Mç atua em sentido oposto àquele mostrado 
no diagrama de corpo livre (que foi adotado). Tente resolver o problema usando 
o segmento AC, determinando primeiro as reações do apoio A, as quais são 
dadas na Figura 1.4c. 


TT 


Determinar a resultante das cargas internas que atuam na seção transversal 
em C do eixo de máquina mostrado na Figura 1.54. O eixo é apoiado por 
rolamentos em 4 e B, que exercem apenas forças verticais sobre ele. 


8 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 





200 mm | 


800 N/m 


22N (800 N/m)(0,150 m) = 120 N 


225 N 


r 
i 
$ 
i 








50 mm 


(a) 


18,75 N 


4 Mc 
0.025 m | Ve 
S je 
0250m —— 


(c) 





00 mm 7 "100 mm 


0,275 m 








0,125 m |0,100m 


50 mm A B 
(b) 


y 


Figura 1.5 


SOLUÇÃO 
Resolveremos o problema usando o segmento AC do eixo. 


Reações dos Apoios. A Figura 1.5b mostra o diagrama de corpo livre do 
eixo todo. Como devemos considerar só o segmento AC, apenas a reação em 
A precisa ser calculada. Por quê? 


(My = 0; -A,(0,400 m) +120 N(0,125 m) — 225 N(0,100m) = 0 
A,= 1875N 


y 
O sinal negativo de 4, indica que A, atua no sentido contrário ao adotado 


no diagrama de corpo livre. 


Diagrama de Corpo Livre. Traçando-se uma seção imaginária perpen- 
dicular à linha de centro do cixo que passa por C, obtém-se o diagrama de 
corpo livre do segmento AC mostrado na Figura 1.5c. 


Equações de Equilíbrio 


Es p= Nç=0 Resposta 
+12Z5F,=0; —189795N —- 40N — Vc=0 
Ve = —588N Resposta 
(H E Me = 0; Me+40 N(0,025 m)+18,75 N(0,250 m) = 0 
Mo ESSE NR Resposta 


O que indicam os sinais negativos de Vce M c? Como exercício, calcular 
a reação em B e tentar obter os mesmos resultados apresentados para O 
segmento CBD do eixo. 


SS 


O guindaste da Figura 1.64 consiste na viga AB, das roldanas acopladas, 
do cabo e do motor. Determinar a resultante das cargas internas que atuam na 
seção transversal em C se o motor levanta a carga W de 500 Ib com velocidade 
constante. Desprezar o peso das roldanas e da viga. 
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0,5 pé 
pe dy = 500 Ib 
€ T> 
f Mc 
Ve 


€ 
ds Es 





(b) 


(a) 


Figura 1.6 
SOLUÇÃO 


A maneira mais direta de resolver o problema é secionar o cabo e a viga 
em C e considerar então todo o segmento esquerdo. 


Diagrama de Corpo Livre. Ver a Figura 1.6b. 
Equações de Equilíbrio 


5SsF=0; 500 lb + Nc=0  Nc=-500]b Resposta 
+Z5,=0; -5001b — Ve=0  Ve= —500 Ib Resposta 
(FE Me = 0; 500 1b(4,5 pés) — 500 1b(0,5 pé) + Mc = 0 

Me = —2.000 Ib - pés Resposta 


Como exercício, tentar obter esses mesmos resultados considerando 
apenas o segmento AC da viga, ou seja, retirar da viga a roldana A e mostrar 
os componentes da força de 500 Ib da roldana que atuam sobre o segmento 
AC da viga. Esse problema também pode ser solucionado determinando-se 
primeiro as reações em B (B, = 0, B, = 1.000 lb, Mp = 7.000 1b - pés) e 
considerando-se então o segmento CB. 





EXEMPLO 1.4 


Determinar a resultante das cargas internas que atuam na seção transversal 
em G da viga de madeira mostrada na Figura 1.74. Supor que as articulações 
A, B, C, D e E sejam acopladas por pinos. 








Fpc = 6.200 1b 
1.500 lb 
3 pés 


E E ; aLa = 6.200 Ib 


] 7 De 

i dd |. =2.400 Ib 
1 

| 











6 pés É(6 pés) = pés 
À (6 pés)(300 Ib/pé) = 900 Ib 
(a) b) 








Figura 1.7 
SOLUÇÃO 


Reações dos Apoios. Consideraremos para a análise o segmento AG. O 
diagrama de corpo livre para toda a estrutura é mostrado na Figura 1.7b. 
Confirmar as reações calculadas em E e C. Observar, em particular, que BC é 
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um elemento de duas forças, visto que apenas duas forças (horizontais) atuam 


is conti sobre ele. Por essa razão, a reação em C deve ser horizontal, como mostrado. 
544 q i Como BA e BD também são elementos de duas forças, o diagrama de 
Pi corpo livre da articulação B é o mostrado na Figura 1.7c. Confirmar as 
: intensidades calculadas das forças F pa e Fpp. 
Figa= 7.750 1b Fine 46501 
Diagrama de Corpo Livre. Usando o resultado de Fg4, a seção esquerda 
(e) AG da viga é mostrada na Figura 1.7d. 
Equações de Equilíbrio. 
1.500 Ib 7.750 lb SF =0; 7.750 lb) + NG =0 No = —6.200 lb Resposta 
cs à +1ZF,=0; —1.5001b + 7.750 IbÞĜ) -Vc = 0 
AS ae Ve = 3.150 lb Resposta 
a5 pés — Mg ” r 
int A ES Me = 0; Mo — (7.750 pés)Ġ)(2 pés) + 1.500 Ib(2 pés) = 0 
A Mg = 6.300 lb: pés Resposta 
Figura 1,7 Calcular, como exercício, os mesmos resultados usando o segmento GE. 





Determinar a resultante das cargas internas que atuam na seção transversal 
em B do tubo mostrado na Figura 1.84. O tubo tem massa de 2 kg/m e está 
submetido a uma força de 50 N e um conjugado de 70 N - m em sua extremidade 
A. O tubo está fixado à parede em €. 


SOLUÇÃO 
O problema pode ser resolvido considerando-se o segmento AB que não 
envolve as reações do apoio C. 


Diagrama de Corpo Livre. Os eixos x, y, z são definidos em B, e o diagrama 
de corpo livre do segmento AB é mostrado na Figura 1.8h. Suponha que a força 
resultante e os componentes do momento na seção atuem nas direções positivas 
das coordenadas e passem pelo centróide da seção transversal da área em B. 
O peso de cada segmento do tubo é calculado como segue: 

Wep = (2 kg/m)(0,5 m)(9,81 N/kg) = 9,81 N 

Wap = (2 kg/m)(1,25 m)(9,81 N/kg) = 24,525 N 


Essas forças atuam sobre o centro de gravidade de cada segmento. 





Eng ASIN ` 


A + tia , Equações de Equilíbrio. Aplicando as seis equações escalares de equilíbrio? 
Pa temos: 
S AE 645 m SF, =0:; (Fg) =0 Resposta 
70 Nem A ZF, =0; (Fp) = 0 Resposta 
Figura 1.8 SF, =0; (Fp): — 9,81N -— 24,525 N — 50N = 0 


(Fa). = 84,3 N Resposta 
S(Mp), = 0; (My), + 70 Nem — 50 N(0,5 m) — 24,525 N(0,5 m) 
— 9,81 N(0,25 m) = 0 
(MB). = —30,3N-m Resposta 


2 A intensidade do momento em torno de um eixo é igual à intensidade da força multiplicada pela 
distância perpendicular do eixo à linha de ação da força. A direção do momento é determinada 
usando-se a regra da mão direita, com momentos positivos (polegar) direcionados ao longo dos 
eixos de coordenadas positivos. 
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X(Ms), = 0; (Ms), + 24,525 N(0,625 m) + 50 N(1,25 m) = 0 


(Ms), = —77,8N -m 


ZM): == 0; (Mp): =0 


Resposta 


Resposta 


O que indicam os sinais negativos de (Mg), e (M5),? Observe que a 
força normal é Ng = (Fr), = 0, enquanto a força de cisalhamento é Va = 
V(o? + (84,37 = 84,3 N. Além disso, o momento de torção é Tg = (Mp), = 
718N `: m, e o momento fletor é Mg = V(30,3? + (02 = 30,3 N © m. 





E PROBLEMAS 


1.1. Determinar o torque da resultante interna que atua nas 
seções transversais nos pontos Be C. 





Problema 1.1 


1.2. Uma força de 80 N é suportada pelo suporte como 
mostrado. Determinar a resultante das cargas internas que 
atuam na seção que passa pelo ponto 4. 





Problema 1.2 


13. A viga AB está presa na parede e tem peso uniforme 
de 80 Ib/pé. Se o carrinho suporta uma carga de 1.500 lb, 
determinar a resultante das cargas internas que atuam nas 
seções transversais dos pontos C e D. 











1.500 Ib 


Problema 1.3 


*1.4. Determinar o torque da resultante interna que atua 
nas seções transversais dos pontos C e D do eixo. O eixo está 
fixado em B. 





Problems 1.4 


1.5. A viga suporta a carga distribuída mostrada, Deter- 
minar a carga interna resultante na seção transversal que 
passa pelo ponto C. Suponha que as reações nos apoios 4 e 
B sejam verticais. 


1.6. A viga suporta a carga distribuída mostrada. Determi- 
nar a carga interna resultante nas seções transversais que 
passam pelos pontos D e E. Assumir que as reações nos 
apoios 4 e B sejam verticais. 


400 Ib/j 
300 Ib Rip p 
















| b € é | k 


| 
8 pés —- x m 
i is pés 4,5 pés 


H 





6ps GPa 
Problemas 1.5/1.6 


1.7. Determinar a carga interna resultante na seção trans- 
versal que passa pelo ponto D no elemento AB. 


*1.8. Determinar a carga interna resultante nas seções 
transversais que passam pelos pontos E e F do conjunto. 





9,5m 0,5m 0,5m 
Problemas 1.7/1.8 
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1.9. A lança DF do guindaste giratório e a coluna DE têm 





peso uniforme de 50 Ib/pé. Se o guindaste e a carga pesam 20N E ai 
300 lb, determinar a carga interna resultante nas seções E 120 tim TAA 
transversais que passam pelos pontos 4, B e C do guindaste. 15 mm 








20 N 


—— Je 
80 mm “30º 


Problemas 1.12/1.13 


1.14. A carga de 800 lb é levantada com velocidade 
constante por meio do motor M, que tem peso de 90 Ib. 
Determinar a carga interna resultante que atua na seção 
Problema 1.9 transversal que passa pelo ponto B da viga. A viga tem peso 
de 40 Ib/pé e está presa à parede em A. 








1.10. Determinar a carga interna resultante que atua na 
seção transversal no ponto C. A unidade de refrigeração tem 1,15. Determinar a resultante das cargas internas que atuam 
peso total de 52 kip e centro de gravidade no ponto G. nas seções transversais que passam pelos pontos Ce D da 


F viga do Problema 1.14. 









| 4 pés —= 


-=—3 pés 





Proidema Lil 


Jp É 
1.11. Determinar a carga interna resultante que atua na prabea AS 


seção transversal no ponto B. *1.16. Determinar a força normal, a força de cisalhamento e 
o momento na seção que passa pelo ponto C. Usar P = 8 kN, 
60 Ibfpé 


J 











Problema Lil 


Problema 1.16 
1.12. Determinar a carga interna resultante na seção 
transversal que passa pelo ponto C do alicate. Há um pino 
em A, c as garras em B são lisas. 


1.17. O cabo arrebenta quando submetido a uma força de 
2 kN. Determinar a maior carga vertical P que a estrutura 
suporta e calcular a força normal interna, a força de cisalha- 
1.13. Determinar a carga interna resultante na seção mento e o momento na seção transversal que passa pelo 
transversal que passa pelo ponto D do alicate. ponto € para aquela carga. 





0,75 m—h 





0,75m 


Problema 1.17 


118. O gancho é usado para apoiar o cabo do andaime na 
lateral de um prédio. Supondo que ele consista em uma haste 
lisa que está em contato com o parapeito de uma parede nos 
pontos 4, B e C, determinar a força normal, a força de cisa- 
lhamento e o momento nas seções transversais que passam 
pelos pontos D e E. 


D 0,2m RR 0,2m + o 





: 


0,2m 







Problema 1,18 


1.19. A mesinha Tusada em um avião é apoiada em cada lado 
por um braço. A mesinha é acoplada ao braço em A por um 
pino e em B há um pino liso. (O pino move-se em um rasgo 
nos braços para permitir dobrar a mesinha na frente do 
passageiro quando não estiver em uso.) Determinar a resultante 
das cargas internas que atuam na seção transversal que passa 
pelo ponto € do braço quando este suporta as cargas mostradas. 


I2N 


15 mm | Fá mm 
B A 








500 mm 


Problema 1.19 


*1.20. A prensa manual de metal está submetida a uma 
força de 120 N na extremidade do cabo. Determinar a 


Cap.1 TENSÃO 13 


intensidade da força de reação no pino A e no elo BC. 
Determinar também a resultante das cargas internas que 
atuam na seção transversal que passa pelo ponto D do cabo. 


1.21. Resolver o Problema 1.20 para a seção transversal no 
ponto E do cabo e na seção transversal do elo BC. 


120 N 










-a 
300 mm 
ad 





Problemas 1.20/1.21 


1.22. Determinar a resultante das cargas internas nas seções 
transversais que passam pelos pontos D e E. O ponto E 
localiza-se à direita da carga de 3 kip. 


3 kip 
1,5 kip/pé 












Problema 1.22 


1.23. Determinar a resultante das cargas internas que 
atuam sobre a seção a-a que passa pelo centróide C da viga. 





900 Ib/pé 


Problema 1.23 


*1.24. A estrutura do poste de energia suporta três linhas, 
cada uma exercendo uma força de 800 Ib nas escoras. 
Supondo que as escoras estejam acopladas com pinos em 4, 
B e C, determinar a resultante das cargas internas nas seções 
transversais que passam pelos pontos D, E e F. 
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e pés--—4 pés + 
I _ BP à 











Problema 1.24 


1.25. Determinar a resultante das cargas internas que 
atuam sobre a seção b-b que passa pelo centróide C da viga. 





900 Ib/pé 


Problema 1.25 


1.26. O eixo é apoiado em suas extremidades por dois 
mancais em 4 e B e está sujeito às forças aplicadas nas 
roldanas presas ao eixo. Determinar a resultante das cargas 
internas que atuam na seção transversal localizada no ponto 
C. As forças de 300 N atuam na direção —z, e as de 500 N 
atuam na direção +x. Os mancais A e B exercem somente os 
componentes x e z da força sobre o eixo. 


400 mm 






150 mm 


Problema 1.26 


4 


1.27. O eixo é apoiado em suas extremidades por dois 
mancais A e B e está sujeito às forças aplicadas nas roldanas 
presas a ele. Determinar a resultante das cargas internas que 
atuam na seção transversal do ponto D. Enquanto as forças 
de 400 N atuam na direção -z, as de 200 N e 80 N atuam na 
direção +y. Os mancais A e B exercem somente os 
componentes y e z da força sobre o eixo. 





Problema 1.27 


*1.28. O eixo é apoiado em suas extremidades por dois 
mancais A e B e está sujeito às forças aplicadas nas roldanas 
presas a ele. Determinar a resultante das cargas internas que 
atuam na seção transversal do ponto C. Enquanto as forças de 
400 N atuam na direção —z, as de 200 N e 80 N atuam na direção 
+y. Os mancais 4 e B exercem somente os componentes y e 
z da força sobre o eixo. 







Ed 
400 mm 


150 mm 
150 mm 


200 mm 


I 


Problema 1.28 


1.29. O sinalizador tem peso de 1.500 lb e centro de 
gravidade em G. Supondo que ele esteja sujeito a uma carga 
uniforme do vento de 60 Ib/pé?, determinar a resultante das 
forças internas que atuam na seção transversal do poste em 
A. O peso do poste é de 100 Ib/pé. 


Cap.1 TENSÃO 15 


1.31. A haste curva tem raio r e está presa à parede em B. 
Determinar a resultante das cargas internas que atuam sobre 
a seção transversal que passa pelo ponto A, localizado em 








60 Tb/pé? um ângulo 9 com a horizontal. 
a 
Problema L31 
Problema 1.29 *1.32. Um elemento infinitesimal tirado de uma barra curva 
NS é mostrado na figura. Demonstrar que dN/do= V, dV /do 
130. A haste curva AD de raio r tem peso por comprimen- = —N, dM/d9= “Te dT/d0 = M. 


to de w. Supondo que ela esteja localizada no plano hori- 
zontal, determinar a resultante das cargas internas que atuam 
na seção transversal que passa pelo ponto B. Dica: a distância 
do centróide C do segmento AB ao ponto O é CO = 0,9745r. 








Problema 1.30 


Vimos na Seção 1.2 que a força e o momento que atuam em determinado 
ponto na área da seção de um corpo (Figura 1.9) representam os efeitos 
resultantes da distribuição da força que atua na área secionada (Figura 1.10h). 
Determinar a distribuição das cargas internas é de primordial importância na 


V+dV, 


M+dM 





Problema 1,32 


e E E, 


1.3 Tensão 


resistência dos materiais. Para resolver esse problema é necessário estabelecer Me, 


o conceito de tensão. 

Considere que a seção da área seja subdividida em áreas pequenas, tal 
como AA mostrada em sombreado escuro na Figura 1.104. Quando se reduz 
AA a tamanhos cada vez menores, devem-se supor duas hipóteses em relação 
às propriedades do material. Devemos considerar que o material é contínuo, 
isto é, possui continuidade ou distribuição uniforme de matéria, sem vazios, em 
vez de ser composto por um número finito de átomos ou moléculas distintos. 
Além disso, o material deve ser coeso, o que significa que todas as suas partes 
estão muito bem unidas, em vez de ter trincas, separações ou outras falhas. Uma 
força típica finita AF, mas muito pequena, atuando sobre sua área associada 
AA é mostrada na Figura 1.104. Essa força, como todas as demais, tem direção 
única, mas para as discussões que se seguem a substituiremos por seus três 
componentes, a saber, AF,, AF, e AF,, assumidos como tangentes e normal 





ho 


Figura 1.9 


Ex 
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(a) 


o. 


Figura LH 


Eq Tay Tg 


à área, respectivamente. Da mesma forma que a área AA tende a zero, a força 
AF e seus componentes também tendem a zero; entretanto, a relação (divisão) 
entre a força e a área, em geral, tende para um limite finito. Essa relação é 
chamada tensão e, como observado, descreve a intensidade da força interna 
sobre um plano específico (área) que passa por determinado ponto. 


(c) 


(b) 


Picara LIQ 


Tensão Normal, A intensidade da força, ou força por unidade de área, que 
atua no sentido perpendicular a AA, é definida como tensão normal, o (sigma). 
Visto que AF, é normal à área, então: 





AF, 
o; = lim Z 


2 4450 AA (1.4) 


Se a força normal ou tensão ‘empurra’ o elemento de área AA como 
mostrado na Figura 1.104, é denominada tensão de tração, ao passo que se ‘puxa’ 
AA é chamada tensão de compressão. 


Tensão de Cisalhamento. A intensidade da força, ou força por unidade de 
área, que atua tangente a AA, é chamada tensão de cisalhamento, 7 (tau). Os 
componentes da tensão de cisalhamento são: 





tm SE 
Tex =m, AA 
= AF, 
Term 44 E 


Observe que o índice z em o, é usado para indicar a direção que se afasta 
da reta normal, a qual especifica a orientação da área AA (Figura 1.11). São 
usados dois índices para os componentes Tzx € Tzy. O eixo de z especifica a 
orientação da área, enquanto x e y referem-se às retas de direção das tensões 
de cisalhamento. 


Estado Geral da Tensão. Se o corpo for também secionado por planos 
paralelos ao plano x-z (Figura 1.10h) e ao plano y-z (Figura 1.10c), podemos 
então ‘cortar’ um elemento cúbico do volume do material. Esse elemento 
cúbico representa o estado de tensão que atua em torno do ponto escolhido 
do corpo (Figura 1.12). Esse estado de tensão é então caracterizado pelos três 
componentes que atuam em cada face do elemento. Esses componentes da 


tensão descrevem o estado de tensão no ponto apenas para o elemento 
orientado ao longo dos eixos x, y, z. Caso o corpo tivesse sido secionado em 
um cubo com outra orientação, então o estado de tensão seria definido por meio 
de um conjunto diferente de componentes da tensão. 


Unidades. No Sistema Internacional de Normas ou SI, a intensidade tanto da 
tensão normal quanto da tensão de cisalhamento é especificada na unida- 
de básica de newtons por metro quadrado (N/m?). Como essa unidade, 
denominada pascal (1 Pa = 1 N/m?), é muito pequena, nos trabalhos de enge- 
nharia são usados prefixos, como quilo (10°), simbolizado por k, mega (10º), 
simbolizado por M, ou giga (10º), simbolizado por G, para representar valores 
da tensão maiores e mais realistas.” De maneira semelhante, no sistema de 
unidades usual norte-americano, ou sistema Pés-Libras-Segundo, os enge- 
nheiros expressam a tensão em libras por polegada quadrada (psi) ou quilolibra 
por polegada quadrada (ksi), em que 1 quilolibra (kip) = 1.000 Ib. 


1.4 Tensão NormaL MÉDIA EM UMA BARRA COM 
CARGA ÁXIAL 


Fregiientemente os elementos estruturais ou mecânicos são compridos e 
finos. Além disso, são submetidos a cargas axiais geralmente aplicadas nas 
extremidades. Elementos de treliça, pendurais e parafusos são exemplos típicos. 
Nesta seção vamos determinar a distribuição média de tensão que atua na seção 
transversal de uma barra com carga axial, tal como a barra mostrada na Figura 
1.134. Esta seção define a área da seção transversal da barra e, caso todas as 
seções transversais sejam iguais, a barra será denominada prismática. Se 
desprezarmos o peso da barra e a secionarmos como indicado, então, para o 
equilíbrio do segmento inferior (Figura 1.13b), a resultante da força interna 
que atua na seção transversal deverá ser igual em intensidade, oposta em 
direção e colinear à força externa que atua na extremidade inferior da barra. 


Hipóteses. Antes de determinarmos a distribuição média de tensão que atua 
na área da seção transversal da barra, é necessário estabelecer duas hipóteses 
simplificadoras referentes à descrição do material e à aplicação específica da carga. 


1. É necessário que a barra permaneça reta tanto antes como depois de a 
carga ser aplicada, e, além disso, a seção transversal deve permanecer plana 
durante a deformação, isto é, durante o tempo em que a barra muda seu volume 
e sua forma. Se essas duas hipóteses ocorrem, então as linhas horizontais e 
verticais da grade inscrita na barra deformam-se uniformemente quando a barra 
está submetida à carga (Figura 1.13c). Não consideraremos as regiões da barra 
próximas às suas extremidades, onde a aplicação de forças externas pode 
provocar distorções localizadas. Em vez disso, focalizaremos apenas a distri- 
buição de tensão no interior da seção média da barra. 


2. A fim de que a barra possa sofrer deformação uniforme, é necessário que 
P seja aplicada ao longo do eixo centróide da seção transversal e o material seja 
homogêneo e isotrópico. Um material homogêneo possui as mesmas proprie- 
dades físicas e mecânicas em todo o seu volume, e um material isotrópico possui 
essas mesmas propriedades em todas as direções. Muitos materiais da enge- 
nharia podem ser aproximados como sendo homogêneos e isotrópicos. O aço, 
por exemplo, contém milhares de cristais orientados aleatoriamente em cada 
milímetro cúbico de seu volume, mas, como a maioria dos problemas que 


? Às vezes a tensão é expressa em unidades de N/mm?, em que 1 mm = 10"? m. Entretanto, no SI 
não são permitidos prefixos para o denominador da fração, sendo melhor usar o equivalente 
1 N/mm? = 1 MN/m? = 1 MPa. 


X 
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T 
Tax ? 


"Te! Hr 
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gí ' x x O; 


dá Y ~y 


Estado geral da tensão 


Figura 1.12 


Força interna 


~ Área da seção 
transversal 


Força extema 


»— 
> — 


(a) (b) 








AAS 


d 

5 Região de 
, deformação 
J | uniforme 

j da barra 

9 

y 


SA 





Figura 1,13 
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P 


(d) 
Figura 1.13 


o 
E 


| 


Figura 1.14 


envolvem esse material tem um tamanho físico muito maior do que um simples 
cristal, a hipótese referente à composição de seu material é bastante realista. 
Ressalte-se, porém, que o aço pode tornar-se anisotrópico por laminação a frio, 
isto é, se for laminado ou forjado em temperaturas subcríticas. Os materiais 
anisotrópicos possuem propriedades diferentes em direções diferentes, mas, 
apesar disso, se a anisotropia for orientada ao longo do eixo da barra, então a 
barra também se deformará uniformemente quando submetida a uma carga 
axial. Por exemplo, a madeira de construção, devido aos seus grãos ou fibras, é 
um material de engenharia homogêneo e anisotrópico e, portanto, é adequado 
para a análise seguinte. 


Distribuição da Tensão Normal Média. Visto que a barra está submetida 
a uma deformação uniforme constante, como observado, então a deformação 
é o resultado de uma tensão normal constante o (Figura 1.13d). O resultado é 
que cada área AA da seção transversal está sujeita a uma força AF = ohA, e 
o somatório das forças que atuam sobre toda a área da seção transversal deve 
ser equivalente à força interna resultante P na seção. Se AA — dA e, portanto, 
AF — dF, então, admitindo que o seja constante, temos: 


+îÎ Fr = È F;; f a= f oaa 
A 
P=gA 
EUR 
| TEA | (1.6) 
L EPEE 
Onde: 
o = tensão normal média em qualquer ponto da área da seção transversal 
P = resultante da força normal interna, aplicada no centróide da área da seção 
transversal. P é determinada pelo método das seções e pelas equações 
de equilíbrio 
A = área da seção transversal da barra 


A carga interna P deve passar pelo centróide da seção transversal, visto 
que a distribuição da tensão uniforme produzirá momentos nulos em torno de 
quaisquer eixos x e y que passem por esse ponto (Figura 1.13d). Quando essa 
condição ocorre, 


Mpx =È My; 0 = pj dF = odA=0 dA 
y y y 
A A A 


xo dA = -o| x dA 


A 


(Mr) = 2 M; o=-f xar=-] 
A 


A 


Essas equações são na verdade satisfeitas, uma vez que, pela definição de 
centróide, f y dA = 0 e f x dA = 0. (Consultar o Apêndice A.) 


Equilíbrio. É evidente que existe apenas uma tensão normal em qualquer ele- 
mento de volume do material localizado em cada ponto da seção transversal de 
uma barra com carga axial. Se considerarmos o equilíbrio na vertical do 
elemento (Figura 1.14), aplicando então a equação de equilíbrio de força, 
teremos: 


ZF,=0; o (AA) — (AA) =0 
c= 
Em outras palavras, os dois componentes da tensão normal no elemento 


devem ter intensidade igual, mas direções opostas. Essa condição é denominada 
tensão uniaxial. 
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| 


P 


o | g= 
g | w 
y f 


Tração Compressão 











dei di ca a e TT 


Figura 1.15 


A análise anterior aplica-se a elementos submetidos tanto a tração como a 


compressão, como mostrado na Figura 1.15. Interpretação gráfica: a intensidade 
da força interna resultante P é equivalente ao volume sob o diagrama de tensão; 
ou seja, P = gA (volume = altura X base). Além disso, como consequência do 
equilíbrio dos momentos, a resultante passa pelo centróide do volume considerado. 


Apesar de termos desenvolvido a análise para barras prismáticas, a hipótese 


pode ser relaxada, de certa forma, para incluir barras levemente cônicas. Por 
exemplo, pode-se demonstrar, usando a análise mais exata da teoria da elastici- 


dade, que em uma barra cônica de seção transversal retangular, com ângulo de 
15º entre dois lados adjacentes, a tensão normal média calculada por o = P /A 
é apenas 2,2% menor que o valor calculado pela teoria da elasticidade. 


Tensão Normal Média Máxima. Em nossa análise, tanto a força interna P 
como a área da seção transversal A eram constantes ao longo do eixo 
longitudinal da barra e, como resultado, a tensão normal o = P/A também era 
constante ao longo do comprimento da barra. Entretanto, ocasionalmente, a 
barra pode ser submetida a várias cargas externas ao longo de seu eixo, ou 
pode ocorrer uma mudança na área de sua seção transversal. Como resultado, 
a tensão normal no interior da barra pode ser diferente de uma seção para a 
outra e, se a tensão normal média máxima tiver de ser determinada, torna-se 
importante determinar o local em que a relação P/A chega ao máximo. Para 
tal, é necessário determinar a força interna P em várias seções ao longo da 
barra. Portanto, é conveniente mostrar essa variação por meio do diagrama de 
força axial ou normal. O diagrama é um gráfico da força normal P contra sua 
posição x ao longo do comprimento da barra. Segundo a convenção de sinais, 
P é positivo se provoca tração no elemento e negativo se provoca compressão. 





Este tirante é usado para pendurar 


Como a carga interna é conhecida ao longo de toda a barra, a relação máxima Parte de uma escada e, como resultado, 


P/A pode então ser identificada. 


está submetido a esforço de tração. 


Pontos IMPORTANTES 


Quando um corpo que está submetido a uma carga externa é secionado, há distribuição da força que atua sobre 
a área secionada, a qual mantém cada segmento do corpo em equilíbrio. A intensidade dessa força interna em 
um ponto do corpo é denominada tensão. 


Tensão é o valor limite da força por unidade de área quando a área tende a zero. Nessa definição, o material no 
ponto é considerado contínuo e coesivo. 

Em geral, há seis componentes independentes da tensão em cada ponto do corpo, consistindo de tensão normal, 
Ox Oy, Oz, € tensão de cisalhamento, Te TE 

A intensidade desses componentes depende do tipo de carga que atua sobre o corpo e da orientação do ele- 
mento no ponto. 


Quando uma barra prismática é feita de material homogêneo e isotrópico e está submetida a força axial que 
atua sobre o centróide da área da seção transversal, então o material do interior da barra é submetido apenas à 
tensão normal. Supõe-se que tal tensão seja uniforme ou ponderada na área da seção transversal, 
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PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


A equação o = P/A fornece a tensão normal média na área da seção transversal de um elemento quando a seção 
está submetida à resultante interna da força normal P. Em elementos com carga axial, a aplicação da equação 
requer os passos seguintes, 


Carga Interna 


e Seccionar o elemento perpendicular ao seu eixo longitudinal no ponto em que a tensão normal será determi- 
nada e usar o diagrama de corpo livre necessário e a equação de equilíbrio de força para obter a força axial in- 
terna P na seção. 


Tensão Normal Média 


e Determinar a área da seção transversal do elemento e calcular a tensão normal média o = P/A. 


e Sugere-se que o seja mostrado atuando sobre um elemento de volume pequeno do material localizado no 
ponto da seção em que a tensão será calculada. Para tal, primeiro desenhe o na face do elemento que coincide 
com a área secionada A. Nesse caso, o atua na mesma direção que a força interna P, uma vez que todas as ten- 
sões normais na seção transversal atuam nessa direção para criar a resultante. A tensão normal o que atua na 
face oposta do elemento é desenhada na direção apropriada. 





A barra da Figura 1.164 tem largura constante de 35 mm e espessura de 10 mm. 
Determinar a tensão normal média máxima da barra quando submetida ao 
carregamento mostrado. 








12 kN 22 kN 
35 mm 9kN 4 kN 
(a) 
12 KN -O Pg= 12 KN 
9 KN 
12 kN O a + Paç= 30 kN 
9kN 
a 
p= kN <£ 22 KN 
P(kN) (b) 
30 4 — 
22 
12 
X 
© 
SOLUÇÃO 
10 miin Carga Interna. O exame das figuras mostra que as forças axiais internas nas 


regiões AB, BC e CD são todas constantes, mas de intensidades diferentes. Os 
valores das cargas, determinados pelo método das seções, são mostrados na 
Figura 1.16b; o diagrama de força normal, que representa graficamente o 
resultado, é mostrado na Figura 1.16c. O exame das figuras mostra ainda que 
a maior carga está na região BC, onde Pae = 30 kN. Como a árca da seção 
transversal da barra é constante, a maior tensão normal média também ocorre 
Figura 1,16 nessa região, 






30 kN 


35 mm 85,7 MPa 


(d) 
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Tensão Normal Média. Aplicando a Equação 1.6, temos: 


Psc L AION = 85,7 MP Respost 
“ec A (0024m) X0010m) 4 MPa OS 











A distribuição da tensão que atua em uma seção arbitrária da barra na 
região BC é mostrada na Figura 1.16d. Graficamente, o volume (ou ‘bloco’) 
representado por essa distribuição de tensão equivale à carga de 30 kN; isto é, 
30 kN = (87,5 MPa)(35 mm)(10 mm). 





EXEMPLO 1.7 


A luminária de 80 kg é suportada por duas hastes AB e BC como mostra 
a Figura 1.174. Se AB tem diâmetro de 10 mm, e BC tem diâmetro de 8 mm, 
determinar a tensão normal média em cada haste. 











80(9,81) = 784,8 N 
(a) (b) 


Figura 117 


SOLUÇÃO 


Carga Interna. Devemos determinar primeiro a força axial em cada haste. 
O diagrama de corpo livre da luminária é mostrado na Figura 1.17b. Aplicando 
as equações de equilíbrio das força, obtemos: 


SsF=0 Faé) — Fpa cos 60º = 0 
+2F,=0, Fac) + Fpa sen 60º — 784,8 N= 0 8,05 MPa 
Fec=3952N, Fa = 632,4 N 8,05 MPa 


Pela terceira lei de Newton referente à ação, essas forças, iguais mas de 
reação oposta, submetem a haste à tração em todo seu comprimento. 


Tensão Normal Média. Aplicando a Equação 1.6, temos: 





Fee _ 3952N 6324 N 
= TEC > = 7,86 MP 
Tre Ase m(0,04m) 86 MPa Resposta 
(d) (e) 
F 632,4 N 
TBa = Taha AN 8,05 MPa Resposta 


Asa (0,005 m? 


A distribuição da tensão normal média que atua na seção transversal da 
haste AB é mostrada na Figura 1.17c; em um ponto qualquer dessa seção 
transversal, um elemento de material é tensionado como mostrado na Figura 
117d. 
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EXEMPLO 1.8 





O bloco fundido mostrado na Figura 1.184 é feito de aço com peso 
específico de Yaço = 490 lb /pÊ. Determinar o esforço de compressão médio 
que atua nos pontos 4 e B. 


W, 


aço 


2,75 pés 


P 9,36 psi 





b) (e) 
Figura 1.18 


SOLUÇÃO 


Carga Interna. Um diagrama de corpo livre do segmento superior do bloco 
fundido, no qual a seção passa pelos pontos A e B, é mostrado na Figura 1.18b. 
O peso desse segmento é determinado por Waço = YaçoV aço» Assim, a força axial 
interna P na seção é: 
+13F,=0; P-Wo=0 
P — (490 Ib/pé)(2,75 pés) (0,75 pé)? = 
P = 2.381 Ib 


Esforço de Compressão Médio. A área da seção transversal é A = 7(0,75 pé); 
assim, o esforço de compressão médio torna-se: 


P _ 288 

A — a(0,75 pé? 

= 1.347,5 Ib/pé? = 1.347,5 Ib/pé(1 pé? /144 pol’) 

= 9,36 psi Resposta 


o= 


A tensão no clemento de volume do material mostrada na Figura 1.18c 
representa as condições tanto do ponto 4 como do ponto B. Observe que a 
tensão atua para cima na face inferior ou sombreada do elemento, uma vez 
que essa face é parte da área da superfície inferior do corte e, nessa superfície, 
a resultante da força interna P empurra para cima. 


DR 


O elemento AC mostrado na Figura 1.19a está submetido a uma força 
vertical de 3 kN. Determinar a posição x de aplicação da força de modo que o 
esforço de compressão médio no apoio C seja igual ao esforço de prasão no 
tirante AB. A haste tem uma area de seção transversal de 400 mm”, e a área 
de contato em C é de 650 mm’. 
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200 mm 








(a) (b) 
Figura 1,19 
SOLUÇÃO 


Carga Interna. As forças em A e C podem ser relacionadas considerando- 
se o diagrama de corpo livre do elemento AC (Figura 1.19h). Há três incógnitas, 
ou seja, Fan, Fc e x. Na solução do problema, usaremos as unidades newton e 


milímetro. 
+Î E F, = 0; Fag + Fo — 3.000 N = 0 (1) 
(E Ma =O; -3.000 N(x) + Fc (200 mm) = 0 (2) 


Tensão Normal Média. Uma terceira equação necessária pode ser escrita, 
desde que a tensão de tração na barra AB e a tensão de compressão em C 
sejam equivalentes, ou seja: 





a Fas Fe 
400 mm? 650 mm? 
Fe = 1,625F4g8 


Substituindo esse valor na Equação 1 e resolvendo para F e depois para 
Fe, obtemos: 
Fag = 1.143 N 
Fc = 1.857 N 


A posição da carga aplicada é determinada pela Equação 2: 
x = 124 mm Resposta 


Observe que 0 < x < 200 mm, como requerido. 


Sae 


1.5 Tensão DE CISALHAMENTO MÉDIA 


A tensão de cisalhamento foi definida na Seção 1.3 como o componente 
da tensão que atua no plano da área secionada. A fim de mostrar como essa 
tensão desenvolve-se, consideraremos o efeito da aplicação de uma força F à 
barra da Figura 1.204. Se seus apoios forem considerados rígidos e F for 
suficientemente grande, ela provocará deformação e falha da barra ao longo 
dos planos identificados como AB e CD. O diagrama de corpo livre do seg- 
mento central não apoiado da barra (Figura 1.20b) indica que a força de 
cisalhamento V = F/2 deve ser aplicada em cada seção para manter o segmento 
em equilíbrio, A tensão de cisalhamento média distribuída sobre cada área 
secionada que desenvolve essa força de cisalhamento é definida por: 
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(a) 





(e) 
Figura 1.20 


[rã = É (1.7) 





Onde: 


Tméa = tensão de cisalhamento média na seção, que se supõe ser a mesma 
em cada ponto localizado na seção 


V = resultante interna da força de cisalhamento na seção determinada 
pelas equações de equilíbrio 


A = área da seção 


A distribuição da tensão de cisalhamento média é mostrada atuando sobre 
as seções na Figura 1.20c. Observe que Tméa tem a mesma direção que V, visto 
que a tensão de cisalhamento deve criar forças associadas, todas elas contri- 
buindo para a força resultante interna V da seção. 

O caso do carregamento discutido na Figura 1.20 é um exemplo de 
cisalhamento simples ou direto, uma vez que o cisalhamento é provocado 
pela ação direta da carga aplicada F. Esse tipo de cisalhamento ocorre freqüen- 
temente em vários tipos de acoplamentos simples que usam parafusos, pinos, 
material de solda etc. Em todos esses casos, no entanto, a aplicação da Equação 
1.7 é apenas aproximada. Uma investigação mais precisa da distribuição cisalha- 
mento-tensão sobre a seção crítica revela, em geral, que ocorrem tensões de 
cisalhamento muito maiores no material do que as previstas pela equação. 
Apesar disso, a aplicação da Equação 1.7 é aceitável para muitos problemas 
de projeto e análise da engenharia. As normas de engenharia permitem seu 
uso, por exemplo, quando se quer calcular as dimensões de elementos de fixa- 
ção, tais como parafusos, ou para se obter a resistência de fixação de juntas 
sujeitas a cargas de cisalhamento. A propósito, na prática ocorrem dois tipos 
de cisalhamento, os quais merecem tratamento distinto. 








O pino deste trator está submetido a 
cisalhamento duplo. 


Figura 1,21 


Cisalhamento Simples. As juntas de aço e madeira mostradas, respectiva- 
mente, nas figuras 1.21a e 1.21c são exemplos de acoplamentos de cisalhamento 
simples e geralmente se denominam juntas sobrepostas. Vamos supor que os 
elementos sejam finos e que a porca da Figura 1.21a não esteja muito aper- 
tada, de modo que o atrito entre os elementos possa ser desprezado. Fazendo 
um corte entre os elementos, obtêm-se os diagramas de corpo livre mostrados 
nas figuras 1.21b e 1.21d. Como os elementos são finos, podemos desprezar 
o momento criado pela força F. Então, no equilíbrio, a área da seção 
transversal do parafuso da Figura 1.21b e a superfície de fixação entre 
os elementos da Figura 1.21d estão submetidas apenas a uma força de 
cisalhamento simples V = F. Essa força é usada na Equação 1.7 para deter- 
minar a tensão de cisalhamento média que atua na seção cinza-claro da Figu- 
ra 1.21d. 
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Cisalhamento duplo. Quando a junta é construída como mostrado na Figura 
1.224 ou na Figura 1.22c, devem ser consideradas duas superfícies de cisa- 
lhamento. Esses tipos de acoplamentos são geralmente chamados de juntas de 
dupla sobreposição. Se fizermos um corte entre cada um dos elementos, os 
diagramas de corpo livre do elemento central serão como os mostrados nas 
figuras 1.22b e 1.22d. Nesse caso, temos uma condição de cisalhamento duplo. 
Por conseqiiência, V = F/2 atua em cada área secionada e o cisalhamento deve 


ser considerado quando se aplica tmea = V/A. 





Figura 1.22 


Equilíbrio. Consideremos um elemento de volume do material removido em 
um ponto localizado sobre a superfície de qualquer área secionada sobre a qual 
atue a tensão de cisalhamento média (Figura 1.234). Se considerarmos a força 


de equilíbrio na direção de y, então: 


força 
al 
tensão área 
2F,=0; Toy(ÁxAy) — TAxAy = 0 


VAIE 
Tzy = Try 


De maneira similar, a força de equilíbrio na direção de z produz Tiz 


Por fim, considerando o momento sobre o eixo x: 


momento 
força braço 
JoL 
tensão área 
2 M, = 0; — TA dxAy)Az + Tya(AxAZ)Ay = 0 
Tzy Tyz 


A Plano da seção 





Cisalhamento puro 


(a) (b) 
Figura 1.23 
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de modo que: 
= A ae 
T= m Dect 


Em outras palavras, o equilíbrio de força e momento requer que a tensão 
de cisalhamento que atua na face superior do elemento seja acompanhada por 
uma tensão de cisalhamento que atue nas outras três faces (Figura 1.23b). Nesse 
caso, as quatro tensões de cisalhamento devem ter intensidades iguais e ser 
direcionadas no mesmo sentido ou em sentido contrário uma da outra nas 
bordas opostas do elemento. Essa condição é chamada de propriedade com- 
plementar do cisalhamento e, nas condições mostradas na Figura 1.23,0 material 
está submetido a cisalhamento puro. 

Apesar de considerar aqui um caso de cisalhamento simples provocado 
pela ação direta de uma carga, mostraremos em capítulos posteriores que a 
tensão de cisalhamento também pode surgir indiretamente devido à ação de 
outros tipos de carga. 


Pontos IMPORTANTES 


e Se duas peças finas ou pequenas forem acopladas, as cargas aplicadas podem provocar cisalhamento do mate- 
rial com flexão desprezível. Se esse for o caso, geralmente é aceitável para análise técnica supor que uma tensão 
de cisalhamento média atua na área da seção transversal. 


e Muitas vezes os elementos de fixação, tais como pregos e parafusos, são submetidos a cargas de cisalhamento. A 
intensidade da força de cisalhamento sobre o elemento de fixação é maior ao longo do plano que passa pelas 
superfícies que estão sendo acopladas. Um diagrama de corpo livre de um segmento do elemento de fixação, 
desde que desenhado cuidadosamente, permitirá que se obtenham a intensidade e a direção dessa força. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


A equação Tmea = V/A é usada para calcular somente a tensão de cisalhamento média sobre o material. Sua 
aplicação requer os passos seguintes. 


Cisalhamento Interno. 
e Secionar o elemento no ponto em que a tensão de cisalhamento deve ser determinada. 


e Desenhar o diagrama de corpo livre da seção estudada e calcular a força de cisalhamento interna V que atua 
na seção, necessária para manter a peça em equilíbrio. 


Tensão de Cisalhamento Média. 


e Determinar a área secionada A e calcular a tensão de cisalhamento média Tmea = V/A. 


e Sugere-se que Tméa Seja mostrada em um elemento de volume pequeno do material, no ponto da seção em que 
ela será determinada. Para isso, desenhar primeiro Tmea Na face do elemento coincidente com a área secionada 
A. Essa tensão de cisalhamento atua na mesma direção que V. A tensão de cisalhamento que atua sobre os três 
planos adjacentes pode então ser desenhada nas suas direções apropriadas seguindo o esquema mostrado na 
Figura 1.23. 





A barra mostrada na Figura 1.24a tem seção transversal quadrada para a 
qual a profundidade e a largura são de 40 mm. Supondo que seja aplicada 
uma força axial de 800 N ao longo do eixo do centróide da área da seção 
transversal da barra, determinar a tensão normal média e a tensão de cisalha- 
mento média que atuam sobre o material (a) no plano da seção a-a e (b) no 
plano da seção b-b. 


800 N 





800 N t-— 





Figura 1.24 


SOLUÇÃO 


Parte (a) 
Carga Interna. A barra está secionada (Figura 1.24b), e a carga resultante 
interna consiste apenas na força axial P = 800 N. 


Tensão Média. A tensão normal média é determinada pela Equação 1.6. 


P 800 N 
mn = 500 kP R 
=A Quim, ES ERR SIA 





Não há tensão de cisalhamento na seção, visto que a força de cisalhamento 
na seção é nula. 
Tmég = O Resposta 


A distribuição da tensão normal média na seção transversal é mostrada 
na Figura 1.24c. 





30° 
ae. 
800 N Ps — E 800 N 
f / RA N 


(d) 


Parte (b) 

Carga Interna. Se a barra for secionada ao longo de b-b, o diagrama de 
corpo livre do segmento esquerdo será como o mostrado na Figura 1.24d. Nesse 
caso, tanto a força normal N como a força de cisalhamento V atuarão sobre a 
área secionada. Usando os eixos x e y, teremos: 


$ SF, =0; —800 N + N sen 60º + V cos 60° = 0 
+Î 2 F, = 0; V sen 60º — N cos 60º = 
ou, mais diretamente, usando os eixos x’ e y’: 
NZFe=0; N — 800 N cos 30º = 0 


+ Fp =0; V — 800 N sen 30° = 0 
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375 kPa 


RE, 
—> 217 kPa 


375 kPa 
(e) 


Figura 1.24 


Resolvendo o sistema de equações: 
N = 692,8 N 
V = 400 N 


Tensão Média. Nesse caso, a área secionada tem largura e comprimento de 
40 mm e de 40 mm /sen 60º = 46,19 mm, respectivamente (Figura 1.24a). Assim, 
a tensão normal média é: 


No 692,8 N 
A (0,04 m)(0,04619 m) 


e a tensão de cisalhamento média é: 


DR = Ap pe 1 
méd Ą (0,04 m)(0,04619 m) 


A distribuição da tensão é mostrada na Figura 1.24e. 





o = = 375 kPa Resposta 


= 217 kPa Resposta 





EXEMPLO 1.11 





(a) 


força da escora 
sobre a haste 





força da haste 
sobre a escora 








A escora de madeira mostrada na Figura 1.25a está suportada por uma 
haste de aço de 10 mm de diâmetro presa na parede. Sc a escora suporta 
uma carga vertical de 5 kN, calcular a tensão de cisalhamento média da haste 
na parede e ao longo das duas áreas sombreadas da escora, uma das quais está 
identificada como abcd. 


SOLUÇÃO 


Cisalhamento Interno. Como mostrado no diagrama de corpo livre da 
Figura 1.25b, a haste resiste a uma força de cisalhamento de 5 kN presa à 
parede. O diagrama de corpo livre do segmento secionado da escora é mostrado 
na Figura 1.25c. Nesse caso, a força de cisalhamento que atua sobre cada plano 
sombreado é de 2,5 kN. 


Tensão de Cisalhamento Média. Na haste, 
„=V  S000N 
méd A (0,005 m)? 





= 63,7 MPa Resposta 


Na escora, 
netas N 
méd" A (0,04 m)(0,02 m) 


A distribuição da tensão de cisalhamento média na haste secionada e no 
segmento da escora é mostrada nas figuras 1.25d e 1.25e, respectivamente. 
Nessas figuras também é mostrado um elemento de volume típico do material 
de um ponto localizado na superfície de cada seção. Observe cuidadosamente 
como a tensão de cisalhamento deve atuar sobre cada face sombreada desses 
elementos e em suas faces adjacentes. 


= 3,12 MPa Resposta 






X 


5 kN 


Lg 63,7 MPa 
h 


6” 


dá 










JA e em om 





7 3,12 MPa 
(a) (e) 
Figura 1.25 





Cap.1 TENSÃO 29 


EXEMPLO 1.12 





O elemento inclinado da Figura 1.264 está submetido a uma força de 
compressão de 600 1b. Determinar a tensão de compressão média ao longo das 
áreas de contato planas definidas por AB e BC e a tensão de cisalhamento 
média ao longo do plano definido por EDB. 





Esc 
(b) 





1,5 pol - 


Figura 1.26 


SOLUÇÃO 


Cargas Internas. O diagrama de corpo livre do elemento inclinado é 
mostrado na Figura 1.26b. As forças de compressão que atuam sobre as áreas 
de contato são: 


360 lb 





Ssr=0; Fag — 600 bÈ) = 0 Fag = 360 lb 
+2Z45,=0 Fec — 600 Ib($) = 0 Fgc = 480 lb 
Além disso, a partir do diagrama de corpo livre do segmento superior do 600 1b 


elemento inferior (Figura 1.26c), a força de cisalhamento que atua sobre o plano sfla 
horizontal secionado EDB é: 


SsF=o V = 360 lb 


Tensão Média. As tensões de compressão médias ao longo dos planos 
horizontal e vertical do elemento inclinado são: 


360 1b 








= EOE ; 
e (1 pol)(1,5 pol) 240 psi Resposta 
OBc 7 — 48010 _ = 160 psi Resposta (d) 


(2 pol(1,5 pol) 


As distribuições de tensão são mostradas na Figura 1.26d. 
A tensão de cisalhamento média que atua no plano horizontal definido 





or EDB é: AS, 360 Ib 
p é pe” Su 
360 Ib E =2225 
= =8 R cos, 
mes (pos pol) — 800 psi idas E ao ps 


A tensão é mostrada distribuída sobre a área secionada na Figura 1.26e. 
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E PROBLEMAS 


1.33. A coluna está submetida a uma força axial de 8 kN no 
seu topo. Supondo que a seção transversal tenha as dimensões 
mostradas na figura, determinar a tensão normal média que atua 
sobre a seção a-a. Mostrar essa distribuição de tensão atuan- 
do sobre a área da seção transversal. 


8 kN 
75 mm 
75 mm i0 
mm 
L 
70 mm 
70 mm 
a 
a 





Problema 1.33 


1.34. O bloco de cscória tem as dimensões mostradas. 
Supondo que o material falhe quando a tensão normal média 
atinge 120 psi, determinar a maior carga vertical P aplicada 
centralmente a que ele pode resistir. 


1.35. O bloco de escória tem as dimensões mostradas. 
Supondo que ele seja submetido a uma força P = 800 lb, 
aplicada em seu ponto médio, determinar a tensão normal 
média sobre o material. Mostrar a resultante que atua sobre 
um elemento de volume infinitesimal do material. 


«1 pol 
| pol. 2 pol 





Problemas 1.34/1.35 


*1.36. A luminária de 50 lb é suportada por duas hastes de 
aço acopladas por um anel em A. Determinar qual das hastes 
está sujeita à maior tensão normal média e calcular seu valor. 
Suponha que 8 = 60º. O diâmetro de cada haste é dado na 
figura. 


1.37. Resolver o Problema 1.36 para 6 = 45º. 


1.38. A luminária de 50 lb é suportada por duas hastes de 
aço acopladas por um anel em 4. Determinar o ângulo da 
orientação de 6 de AC, de forma que a tensão normal média 
na haste AC seja o dobro da tensão normal média da haste 
AB. Qual é a intensidade dessa tensão em cada haste? O 
diâmetro de cada haste é indicado na figura. 





Problemas 1.36/1.37/1.38 


1.39. O mancal de encosto está submetido às cargas mos- 
tradas. Determinar a tensão normal média desenvolvida nas 
seções transversais que passam pelos pontos B, Ce D. Fazer 
o desenho esquemático dos resultados para um elemento de 
volume infinitesimal localizado em cada seção. 


500 N 


140 mm 





200 N 
Problema 1.39 


*1,40. O eixo está submetido a uma força axial de 30 kN. 
Supondo que o eixo passe pelo furo de 53 mm de diâmetro 
no apoio fixo A, determinar a tensão do mancal que atua 
sobre o colar C. Qual é a tensão de cisalhamento média que 
atua ao longo da superfície interna do colar onde ele está 
acoplado ao cixo de 52 mm de diâmetro? 


30 kN 





Problema 1.40 


1.41. O bloco pequeno tem espessura de 5 mm. Supondo 
que a distribuição de tensão desenvolvida pela carga no apoio 
varie como mostrado, determinar a força F aplicada ao bloco 
e a distância d até o ponto em que ela se aplica. 





Problema 1.41 


1.42. A roda de apoio em um andaime é mantida em 
posição na perna por meio de um pino de 4 mm de diâmetro. 
Supondo que a roda esteja submetida a uma força normal de 
3 kN, determinar a tensão de cisalhamento média desen- 
volvida sobre o pino. Desprezar o atrito entre a perna interna 
do andaime e o tubo usado na roda. 





Problema 1,42 


1.43. Os pinos em B e C da estrutura têm, cada um, um 
diâmetro de 0,25 pol. Supondo que os pinos estejam subme- 
tidos a cisalhamento duplo, determinar a tensão de cisa- 
lhamento média em cada pino. 


*1.44. Resolver o Problema 1.43 supondo que os pinos B e 
C sejam submetidos a cisalhamento simples. 


1.45. Os pinos em D e E da estrutura têm, cada um, um 
diâmetro de 0,25 pol, Supondo que os pinos estejam sub- 
metidos a cisalhamento duplo, determinar a tensão de 
cisalhamento média em cada pino. 


1.46. Resolver o Problema 1.45 supondo que os pinos D e 
E sejam submetidos a cisalhamento simples. 
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Problemas 1.43/1,44/1,45/1.46 


147. O pedestal tem seção transversal triangular como 
mostrado. Supondo que esteja submetido a uma força de 
compressão de 500 lb, especificar as coordenadas de loca- 
lização do ponto P (x, y), em que a carga deve ser aplicada 
na seção transversal, de modo que a tensão normal média 
seja uniforme. Calcular a tensão e desenhar sua distribuição 
atuando em uma seção transversal fora do ponto de aplicação 
da carga. 





Problema 1,47 


*1.48. Na figura são mostrados dois projetos de amorte- 
cedor de choque. A mola tem coeficiente de rigidez k = 
15 kN/m e em (a) está sem carga aplicada, ao passo que em 
(b) está originalmente esticada 0,2 m. Determinar a tensão 
normal média na rosca do parafuso de 5 mm de diâmetro em 
A quando for aplicada uma carga de 6 KN. Em (b) o suporte 
B não está acoplado ao apoio. 


1.49. Na figura são mostrados dois projetos de amortecedor 
de choque. A mola tem coeficiente de rigidez k = 15 kN/m 
e em (a) está sem carga aplicada. Determinar o comprimento 
máximo em que a mola em (b) deve ser originalmente 
esticada, de modo que a tensão normal média na rosca do 
parafuso de 5 mm de A seja equivalente em ambos os projetos 
quando for aplicada uma carga de 6 kN. Em (b) o suporte B 
não está acoplado ao apoio. Qual é a tensão do parafuso nos 
dois casos? 
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6kN 
(a) (b) 
Problemas 1.48/1,49 


1,50. O garfo está submetido a uma força e a um momento 
binário. Determinar a tensão de cisalhamento média nas 
seções transversais que passam pelos pontos 4 e B. O 
parafuso tem 0,25 pol de diâmetro. Dica: o momento binário 
recebe resistência do conjunto de forças do binário desen- 
volvido na rosca do parafuso. 


80 Ib-pés N 
N 





Problema 1.50 


1.51. O conjunto de eixo consiste de um cano AB e uma 
haste maciça BC. O cano tem 20 mm de diâmetro interno e 
28 mm de diâmetro externo. A haste tem 12 mm de diâmetro. 
Determinar a tensão normal média nos pontos D e E e 
representar a tensão em um elemento de volume localizado 
em cada um desses pontos. 


A : 
e A 
D 6kN E 
Probjema 1.51 


*1.52. O parafuso de ancoragem foi puxado da parede de 
concreto e a superfície da falha formou parte de um tronco e 
um cilindro, indicando que ocorreu uma falha por cisalha- 
mento ao longo do cilindro BC e uma falha por tensão de 
tração ao longo do tronco AB. Supondo que o cisalhamento e 
as tensões normais ao longo dessas superfícies tenham as 
grandezas mostradas, determinar a força P que deve ter sido 
aplicada ao parafuso. 





Problema 1.52 


1.53. O bloco plástico está submetido a uma força de 
compressão axial de 600 N. Supondo que as tampas superior 
e inferior distribuam a carga uniformemente por todo o 
bloco, determinar as tensões normal e de cisalhamento 
médias ao longo da seção a-a. 


600 N 







/50 mm 


eds 


50 mm “50 ia 
600 N 
Problema 1.53 


1.54. A ferramenta de dobra é usada para dobrar a 
extremidade do arame E. Se for aplicada uma força de 20 1b 
nos cabos, determinar a tensão de cisalhamento média no 
pino em A. O pino está sujeito a cisalhamento duplo e tem 
0,2 pol de diâmetro. Apenas uma força vertical é exercida 
sobre o arame. 


1.55. Resolver o Problema 1.54 para o pino B. O pino está 
sujeito a cisalhamento duplo e tem 0,2 pol de diâmetro. 


20 lb 








| 
1,5 pol 2 pol 1 pol 


20 1b 


Problemas 1.54/1.55 


*1.56. A junta está submetida à força de 6 kip do elemento 
axial. Determinar a tensão normal média que atua nas seções 
AB e BC. Supor que o elemento é plano e tem 1,5 polegada 
de espessura. 


6kip 






HE 


Problema 1.56 


1.57. O motorista do carro esporte aplica os freios traseiros 
e faz os pneus derraparem. Supondo que a força normal em 
cada pneu traseiro seja de 400 Ib e o coeficiente de atrito 
cinético entre os pneus e o pavimento seja ue = 0,5, de- 
terminar a tensão de cisalhamento média desenvolvida pela 
força de atrito sobre os pneus. Supor, também, que a borra- 
cha dos pneus seja flexível e que cada pneu tenha 32 psi de 
pressão de ar. 





400 1b 


Problema 1.57 


1.58. A barra tem uma área da seção transversal À e está 
submetida a uma carga axial P. Determinar as tensões normal 
e de cisalhamento médias que atuam sobre a área sombreada, 
com ângulo 0 em relação à horizontal. Construir o gráfico da 
variação dessas tensões em função de 6 (0 = 6 = 909). 








Problema 1,58 


1.59. A embreagem de dentes é usada para transmitir um 
torque de 450 lb - pés em uma única direção. Supondo que 
cada eixo tenha apenas dois dentes em torno da circun- 
ferência, como mostrado, determinar a tensão de cisalha- 
mento média ao longo da raiz AB de cada dente. 


-0,85 pol 


et E» 7 30° 


1 
0,65 pol 





450 Ib-pés 


Problema 1.59 
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*1,60. As barras da treliça têm uma área da seção transversal 
de 1,25 pol. Determinar a tensão normal média em cada 
elemento devido à carga P = 8 kip. Indicar se a tensão é de 
tração ou de compressão. 


1.61. As barras da treliça têm uma área da seção transversal 
de 1,25 pol?. Supondo que a tensão normal média máxima 
em cada barra não exceda 20 ksi, determinar a grandeza 
máxima P das cargas aplicadas à treliça. 











0,75 P 


Problemas 1,69/1.61 


1.62. A barra prismática tem uma área da seção transversal 
A. Supondo que ela esteja submetida a uma carga axial 
distribuída que aumenta linearmente de w = 0 em x = 0 a 
w = wo em xy = a e depois decresce linearmente para w = O 
em x = 2a, determinar a tensão normal média na barra em 
função de x no intervalo 0 = x < a. 


1.63. A barra prismática tem uma área da seção transversal 
A. Supondo que cla esteja submetida a uma carga axial 
distribuída que aumenta linearmente de w = 0 em x = 0 a 
w = w em x = a e depois decresce linearmente para w = 0 
em x = 2a, determinar a tensão normal média na barra em 
função de x no intervalo a < x = 2a. 














Problemas 1.62/1.63 


*164. A barra está submetida a uma carga axial distribuída 
uniforme de 10 kN/m e a uma força concentrada de 1,5 kN 
em seu ponto médio. Determinar a tensão normal média 
máxima na barra e sua localização x. 











Problema 1.64 


1.65. A barra tem uma área da seção transversal de 400 
(1079) m?. Supondo que esteja submetida a uma carga 
distribuída axial uniforme ao longo de seu comprimento e 
a duas cargas concentradas como mostrado, determinar a 
tensão normal média na barra em função da distância x no 
intervalo 0 < x = 0,5 m. 
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w= $8 kN/m 






—> + > +» —+ 


x 
0,5 m - 0,75 m 


Problema 1.65 





1.66. A haste cônica tem raio r = (2 — x/6) pol e está 
submetida a uma carga distribuída w = (60 + 40x) Ib/pol. 
Determinar a tensão normal média no centro da haste. 





w = (60 — 40x) Ib/pol 


Problemas 1,68/1.69 


170. A viga é apoiada por um pino em A e um elo curto 
BC. Se P = 15 KN, determinar a tensão de cisalhamento 
média desenvolvida nos pinos A, B e C. Todos os pinos estão 
sob cisalhamento duplo e cada um deles tem 18 mm de 
diâmetro. 








1.71. A viga é apoiada por um pino em A e um elo curto 
BC, Determinar a intensidade máxima P das cargas que a viga 
Problema 1:66 suportará se a tensão de cisalhamento média em cada pino não 
1.67. A treliça é feita de três elementos acoplados por pinos exceder 80 MPa. Todos os pinos estão sob cisalhamento duplo 
tendo as áreas da seção transversal mostradas na figura. e cada um deles tem 18 mm de diâmetro. 
Determinar a tensão normal média desenvolvida em cada 
elemento quando a treliça é submetida à carga mostrada. m 
Indicar se a tensão é de tração ou de compressão. 





500 Ib 








Problemas 1.70/1.71 


*1,72. O pedestal em forma de tronco de um cone é feito 
de concreto com peso específico y. Determinar a tensão 
normal média que atua sobre sua base. Dica: o volume de um 
cone de raio re altura h é V = imr?h. 





Problema 1.67 


*1.68. As hastes AB e BC têm diâmetros de 25 mm e 18 
mm, respectivamente. Supondo que seja aplicada uma carga 
de 6 KN no anel em B, determinar a tensão normal média em 
cada haste se 0 = 60º. 


1,69. As hastes AB e BC têm 4 mm de diâmetro. Supondo 
que seja aplicada uma carga de 6 kN no anel em B, determinar 
o menor ângulo 6 da haste BC de modo que a tensão normal y 
média em cada haste seja a mesma. Problema 1.72 
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1.73. A forma tem um raio definido por r = 0,4 cos(my/3) m. z 
Determinar a tensão normal média no apoio se o material 
tem peso específico de p = 3 Mg/m’. 








Problema 1.73 


1.74. O raio do pedestal é definido por r = (0,5e "2, 
onde y é dado em metros. Supondo que o material tenha 
densidade de 2,5 Mg ju, determinar a tensão normal média 
no apoio. 





Problema 1.75 


*1.76. O pedestal suporta uma carga P em seu centro. Se o 
material tiver densidade de massa p, determinar o raio r em 
função de z de modo que a tensão normal média no pedestal 
permaneça constante. A seção transversal é circular. 








0,5m 
Problema 1.74 


1.75. A coluna é feita de concreto com densidade de 2,30 
Mg/mº. Na parte superior B, está submetida a uma força de 
compressão axial de 15 kN. Determinar a tensão normal média 
na coluna em função da distância z medida a partir de sua base. 
Observação: o resultado é útil apenas para determinar a tensão 
normal média em uma seção removida das extremidades da 








Problema 1.76 


coluna, devido à deformação localizada nas extremidades. | 


1.6 TENSÃO ADMISSÍVEL 


O engenheiro responsável pelo projeto de elementos estruturais ou me- 
cânicos deve restringir a tensão do material a um nível seguro. Além disso, ele 
precisa analisar a estrutura ou máquina em uso, na ocasião, para verificar quais 
cargas adicionais seus elementos ou peças podem suportar. Então, deve refazer 
os cálculos usando uma tensão segura ou admissível. 

Para garantir a segurança, é necessário escolher uma tensão admissível que 
restrinja a carga aplicada a um valor menor do que a carga que o elemento 
possa suportar integralmente. Há várias razões para adotar essa prática. Por 
exemplo, a carga para a qual o elemento foi projetado pode ser diferente do 
carregamento aplicado. As medições pretendidas de uma estrutura ou máquina E - 
podem não ser exatas devido a erros de fabricação ou na montagem de seus ^40 se projetar guindastes e cabos usa- 
componentes. Vibrações desconhecidas, impacto ou cargas acidentais podem RN DRT cargas pesadas 


> ; j a Es fatores de segurança adequados de- 
ocorrer, e eles não foram considerados no projeto. A corrosão atmosférica, a em ser considerados. 





b- is 
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deterioração ou o desgaste provocado por agentes atmosféricos tendem a 
danificar os materiais durante o uso. Por fim, alguns materiais — como madeira, 
concreto ou compostos reforçados com fibras — podem apresentar grande 
variação em suas propriedades mecânicas. 

Um dos métodos de especificar a carga para o projeto ou a análise de um 
elemento é usar um número denominado fator de segurança. O fator de 
segurança (FS.) é a relação entre a carga de ruptura Fup € a carga admissível 
Faam. No caso, Fup é obtida em testes experimentais do material e o fator de 
segurança é selecionado com base na experiência, de modo que as incertezas 
mencionadas sejam consideradas quando o elemento é usado em condições 
semelhantes de carga e geometria. Expresso matematicamente: 


ps - fp. 


TR (1.8) 


Se a carga aplicada ao elemento for relacionada linearmente à tensão 
desenvolvida no interior do elemento, como no caso do uso de o = P/A e Tméa= 
V/A, então podemos expressar o fator de segurança como a relaçao entre a 
tensão de ruptura oryp(OU Trup) € a tensão admissível Caim (ou Tadm) isto é, 





o 
= rup 
PoS (1.9) 
ou 
pus (1.10) 
Tadm 


Em qualquer dessas equações, o fator de segurança escolhido é maior do 
que 1 a fim de evitar maior possibilidade de falha. Valores específicos dependem 
dos tipos de materiais a serem usados e da finalidade pretendida da estrutura 
ou máquina. Por exemplo, o ES. usado no projeto de componentes de avião ou 
veículos espaciais pode ser próximo de 1 a fim de reduzir o peso do veículo. 
Por outro lado, no caso de uma usina de energia nuclear, o fator de segurança 
de alguns de seus componentes pode ser tão alto quanto 3, uma vez que há 
incertezas na carga e no comportamento do material. Em geral, no entanto, os 
fatores de segurança e, portanto, as cargas ou tensões admissíveis, para ele- 
mentos tanto estruturais como mecânicos, são bem padronizados, visto que suas 
incertezas de projeto estão razoavelmente avaliadas. Seus valores, que podem 
ser encontrados em códigos de projeto e manuais de engenharia, preten- 
dem manter um equilíbrio na garantia da segurança pública e ambiental e 
oferecer uma solução razoavelmente econômica para o projeto. 


1.7 PROJETO DE ACOPLAMENTOS SIMPLES 


Ao admitir hipóteses simplificadoras em relação ao comportamento do 
material, as equações o = P/A e Tméa = V/A podem ser usadas, em geral, para 
analisar ou projetar acoplamentos ou elementos mecânicos simples. Em 
particular, se um elemento estiver sujeito a uma força normal em uma seção, 
a área requerida da seção será determinada por: 


dc (1.11) 


adm 





1 Em alguns casos, tais como colunas, a carga aplicada não é relacionada linearmente com a ten- 
são e, portanto, apenas a Equação 1.8 pode ser usada para determinar o fator de segurança. 
Consultar o Capítulo 13. 


Por outro lado, se a seção estiver sujeita a uma força de cisalhamento, a 
área requerida da seção será: 


Ed (1.12) 


Tadm 





Como discutido na Seção 1.6, a tensão admissível usada em cada uma 
dessas equações é determinada aplicando-se um fator de segurança para uma ten- 
são normal ou de cisalhamento especificada ou obtendo essas tensões direta- 
mente de um código de projeto adequado. 

Discutiremos a seguir quatro tipos comuns de problemas em cujo projeto 
as equações anteriores podem ser usadas. 


Figura 1.27 


Área da Seção Transversal de um Elemento de Tração. A área da seção 
transversal de um elemento prismático submetido a uma força de tração pode 
ser determinada desde que a força tenha uma linha de ação que passe pelo 
centróide da seção transversal. Por exemplo, consideremos a barra com olhal 
mostrada na Figura 1,27a. Na seção intermediária a-a, a distribuição de tensão 
é uniforme sobre a seção transversal e a área requerida A é determinada como 
mostrado na Figura 1.27b. 


P. 


o 





“a 


o b) 


Figura 1.28 


Área da Seção Transversal de um Acoplamento Submetido a Cisalha- 
mento. Em geral, são usados parafusos ou pinos para acoplar chapas, tábuas 
ou vários elementos. Por exemplo, consideremos a junta sobreposta mostrada 
na Figura 1.28a. Se o parafuso estiver solto ou a força de acoplamento do 
parafuso for desconhecida, é seguro supor que qualquer força de atrito entre 
as chapas é desprezível, O diagrama de corpo livre do corte que passa entre as 
chapas e através do parafuso é mostrado na Figura 1.28h. O parafuso está 
submetido à resultante da força de cisalhamento interna V = P na seção trans- 
versal. Supondo que a tensão de cisalhamento que provoca a força seja distribuí- 
da uniformemente na seção transversal, a área requerida A é determinada como 
mostrado na Figura 1.28c. 
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Tensão normal uniforme 
— Cudm 
/ 





Tensão de cisalhamento 
uniforme 
Tadm 
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Área Requerida para Resistir ao Apoio. A tensão normal produzida 
pela compressão de uma superfície contra outra é denominada tensão de apoio. 
Se essa tensão tornar-se suficientemente grande, poderá esmagar ou deformar 
localmente uma ou ambas as superfícies. Então, para evitar falha, é necessário 
determinar a área de apoio adequada para o material que esteja usando a 
tensão de apoio admissível. Por exemplo, a área A da chapa da base da coluna 
B mostrada na Figura 1.29 é determinada pela tensão admissível de apoio do 
concreto, usando-se A = P/(op)adm: Essa hipótese supõe, naturalmente, que a 
tensão admissível de apoio do concreto seja menor que a do material da chapa 
da base e, além disso, que a tensão de apoio seja distribuída uniformemente 
entre a chapa e o concreto, como mostrado na figura. 





Opam 


Distribuição da tensão | 
normal uniforme | 


SOS -a 
(Oh) adm 


> 


Figura 1.29 


Área Requerida para Resistir ao Cisalhamento Provocado por Carga Axial. 
Ocasionalmente, hastes ou outros elementos estão apoiados de tal maneira que 
pode surgir uma tensão de cisalhamento, apesar de o elemento estar submetido 
a uma carga axial. Um exemplo dessa situação é o caso de uma haste de aço 
engastada em concreto e carregada como mostrado na Figura 1.304. O diagrama 
de corpo livre da haste (Figura 1.30b) mostra que uma tensão de cisalhamento 
atua sobre a área de contato da haste com o concreto. A área é (td)l, em que 
dé o diâmetro da haste e | é o comprimento do engaste. Apesar de a distribuição 
real da tensão de cisalhamento ao longo da haste ser difícil de determinar, se 
supusermos que ela seja uniforme, poderemos usar À = V /Tadm para calcular Z, 
desde que d € Tadam Sejam conhecidos (Figura 1.30b). 





Tensão de cisalhamento 








uniforme 
DS T 
ND Im 
5 A SS E 
`Á 
RA i 
T adm Hd EPA 
FRA 
d PN 


(a) (b) 
Figura 1.30 
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Pontos IMPORTANTES 


° O projeto do elemento para resistência à ruptura baseia-se na escolha de tensão admissível que o habilite a su- 
portar com segurança a carga pretendida, Há muitos fatores desconhecidos que podem influenciar a tensão real 
no elemento e assim, dependendo do uso pretendido para o elemento, é aplicado um fator de segurança para 
obter a carga admissível que esse elemento pode suportar. 


e Os quatro casos ilustrados nesta seção representam apenas algumas das muitas aplicações das fórmulas das ten- 
sões normal e de cisalhamento médias, usadas para projeto e análise na engenharia. Quando as equações forem 
aplicadas, entretanto, é importante estar ciente de que se supõe que a distribuição de tensão está distribuída 
uniformemente ou ‘ponderada’ sobre o corte. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Ao resolver problemas que usam as equações da tensão normal e de cisalhamento médias, primeiro deve ser feita 
uma avaliação cuidadosa da seção sobre a qual a tensão crítica atua. Uma vez feito o corte, o elemento deve ser 
projetado para ter área suficiente para resistir à tensão que atua sobre ela. A aplicação requer os seguintes passos 
para determinar a área. 


Carga Interna. 


e Cortar o elemento através da área e desenhar o diagrama de corpo livre de um segmento do elemento. A força 
resultante interna dessa seção é então determinada por meio das equações de equilíbrio. 


Área Requerida. 


* Desde que a tensão admissível seja conhecida ou possa ser determinada, a área requerida necessária para su- 
portar a carga da seção é então calculada por A = P/Caam OU A = V /Tadm. 





Os dois elementos estão acoplados por pinos em B como mostra a Figura 
1.314. A figura também mostra o topo dos acoplamentos em 4 e B. Supondo 
que os pinos tenham tensão de cisalhamento admissível de Taam = 12,5 ksieo 
esforço de tração admissível da haste CB seja (o)aam = 16,2 ksi, determinar o 
menor diâmetro dos pinos 4 e B, com aproximação de 44 pol, e o diâmetro da 
haste CB necessário para suportar a carga. 


AA 








(a) 


Figura 1.31 
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SOLUÇÃO 


Reconhecendo ser CB um elemento de duas forças, o diagrama de corpo 
livre do elemento AB junto com as reações calculadas em A e B é mostrado 
na Figura 1.31b. Confirmar, como exercício, os cálculos e observar que a força 
resultante em A deve ser usada para o projeto do pino 4, visto ser essa a força 
de cisalhamento a que o pino resiste. 








3,33 kip 
2,85 kip L kip » | 
| 20,6º A —— m 
2,67 kip 





(b) 


2,85 kip a 
1,425 kip 
O O 


1,425 kip 
Pino em A 





3,33 kip 
Pino em 8 


(e) 
Figura 1.31 


Diâmetro dos Pinos. A partir da Figura 1.31a e dos diagramas de corpo 
livre da porção secionada de cada pino em contato com o elemento AB (Figura 
1.31c), vê-se que o pino A está submetido a cisalhamento duplo, ao passo que 
o pino B está submetido a cisalhamento simples. Assim: 


V 1,425 ki 2 
AEL 2P = 0,1139 po? = Ad) da = 0,381 pol 
Taim 12,5 kip/pol 4 





Vg 3,333 kip 
Tam 12,5 kip/po? 





2 
AB = 0,2667 pol? = d2) dg = 0,583 pol 


Apesar de esses valores representarem os menores diâmetros possíveis dos 
pinos, é preciso escolher o tamanho de pino fabricado ou disponível. Escolhe- 
remos o maior tamanho com aproximação de 7; pol. 


da = 4 pol = 0,4375 pol Resposta 


dp = é pol = 0,625 pol Resposta 


Diâmetro da Haste. O diâmetro requerido da haste ao longo de seu corte 
central é, portanto: 


3,333 ki 2 
PEPEE a 2 SIP -= 0,2058 po? = (due) 
(O adm 16,2 kip/pol 4 





dpc = 0,512 pol 


Escolheremos: 


dec = $ pol = 0,5625 pol Resposta 


e 
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EXEMPLO 1.14 





O braço de controle está submetido ao carregamento mostrado na Figura 
1.324. Determinar, com aproximação de 4 pol, o diâmetro requerido do pino 
de aço em C se a tensão de cisalhamento admissível do aço for Taam = 8 Ksi. 
Observe na figura que o pino está sujeito a cisalhamento duplo. 














Ep 
8 pol 
é C Cx 5 
4 
5 kip 
C, 3 kip 
(b) 
SOLUÇÃO 
Força de Cisalhamento Interna. O diagrama de corpo livre do braço é 
mostrado na Figura 1.32b. Para o equilíbrio, temos: 
6,082 kip 
WE Mc=0; Fas(8 pol) — 3 kip(3 pol) — 5 kip(3)(5 pol) = 0 
E Fas = 3 kip , 3041 kip 
> È F, = 0; —3 kip - C, + 5 kip(į)=0 C, =1 kip 3041 kip 
+1 £ F, = 0; C, — 3 kip — 5 kip(5)=0 C, = 6 kip Pino em C 
O pino em C resiste à força resultante em C. Portanto: (©) 
Fc = V (1 kip? + (6 kip} = 6,082 kip Figura 1.32 


Como o pino está submetido a cisalhamento duplo, a força de cisalhamento 
de 3,041 kip atua sobre a área da seção transversal entre o braço e cada orelha 
de apoio do pino (Figura 1.32c). 


Área Requerida. Temos: 


3,041 ki 
A= Vem - E = (,3802 pol? 
Taim 8 kip/pol 


d 2 
AS) = 0,3802 pol? 


d = 0,696 pol 


Usar um pino com diâmetro de: 





d = $ pol = 0,750 pol Resposta 
a eaeaaħÁ 


O tirante está apoiado em sua extremidade por um disco circular fixo como 
mostrado na Figura 1.33a. Se a haste passa por um furo de 40 mm de diâmetro, 
determinar o diâmetro mínimo requerido da haste e a espessura mínima do 
disco necessários para suportar uma carga de 20 kN. A tensão normal admissível 
da haste é daam = 60 MPa, e a tensão de cisalhamento admissível do disco é 
Tadm = 35 MPa. 
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+ 40 mm r— 


A7 Tadm 





Figura 1.33 
SOLUÇÃO 
Diâmetro da Haste. Por verificação, a força axial na haste é 20 kN. Assim, 
a área da seção transversal da haste é: 
P 20(10º) N 
Caim  60(106) N/m? 


De modo que: 








= 0,3333(107°) m? 


2 
A= = 0,3333(107°) m? 
d = 0,0206 m = 20,6 mm Resposta 


Espessura do Disco. Como mostrado no diagrama de corpo livre da seção 
central do disco (Figura 1.33b), o material da área secionada deve resistir a 
uma tensão de cisalhamento para evitar a passagem do disco através do furo. 
Caso se suponha que a tensão de cisalhamento seja distribuída uniformemente 
sobre a área secionada, então, como V = 20 kN, temos: 

V 20(10°) N 


A ETE 0,571410 °) m 





Como a área secionada é A = 27(0,02 m)(t), a espessura requerida do 
disco é: 
— 0,5714(10%) m? 


- = 4,55(10"*) m = 4,55 
27(0,02 m) PO ar a Resposta 





peaa e e e a a 


Uma carga axial no eixo mostrado na Figura 1.34a é resistida pelo colar 
em C, que está preso ao eixo e localizado à direita do mancal em B. Determinar 
o maior valor de P para as duas forças axiais em E e F de modo que a tensão 
no colar não exceda uma tensão de apoio admissível em C de (op)aim = 75 
MPa e que a tensão normal média no cixo não exceda um esforço de tração 
admissível de (0)aam = 55 MPa. 













A 5 Omm B j—20 mm 
zë Epi 80 mm Carga 
patos axial 
(a) 
SP isa 
AP 2P 
2P ts p= J> 3P Localização 





(b) (c) 
Figura 1.34 
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SOLUÇÃO 


Para resolver o problema, vamos determinar P para cada condição de falha 
possível, Então escolheremos o menor valor. Por quê? 


Tensão Normal. Pelo método das seções, a carga axial no interior da região 
FE do eixo é 2P, enquanto a maior carga axial, 3P, ocorre no interior da região EC 
(Figura 1.34b). A variação da carga interna é mostrada claramente no diagrama 
de força normal (Figura 1.34c). Como a área da seção transversal de todo o 
eixo é constante, a região EC será submetida à tensão normal média máxima. 
Aplicando a Equação 1.11, temos: 





P 3P 
aim AS 55(109) N/m? = ———> 
Sai T A DO E o T 
P = 51,8 KN 
Tensão de Apoio. Como mostrado no diagrama de corpo livre da Figura 3P + E] 
1.34d, o colar deve resistir a uma carga de 3P em C, que atua sobre uma área € 
de apoio de A, = [7(0,04m} — «(0,03m)?] = 2,199(107°) m?. Assim, (d) 
E P A 6 2 3P Figura 1,34 
a RR WUN = 3900) mi | 


P = 55,0 kN 


Por comparação, a maior carga que pode ser aplicada ao eixo é P = 51,8 KN, 
visto que qualquer carga maior do que essa fará com que a tensão normal 
admissível no eixo seja excedida. 





EXEMPLO 1.17 


A barra rígida AB mostrada na Figura 1.35a é suportada por uma haste 
de aço AC que tem diâmetro de 20 mm e um bloco de alumínio que tem área 
da seção transversal de 1.800 mm?. Os pinos de 18 mm de diâmetro em A e C 
estão submetidos a cisalhamento simples. Se a tensão de ruptura do aço e do 
alumínio forem (Oaco)rup = 680 MPa e (Cadrup = 70 MPa, respectivamente, e + 
a tensão de cisalhamento de ruptura de cada pino for Tup = 900 MPA, 
determinar a maior carga P que pode ser aplicada à barra. Aplicar FS. = 2. 


B 
z 0,75 m- a 
SOLUÇÃO É 


— 2m—— 
(a) 














Usando as equações 1.9 e 1.10, as tensões admissíveis são: 


(Caçodrup _ 680 MPa 





(Tico) sam = F.S 2 = 340 MPa 
P 
T, E 
(Caaim = Mala Cet a OMBA Pa = 35 MPa 1 Ae I 
— Tmp 900 MPa al a 





adn F.S. 2 =490. MPa l-0,75 mi 1,25 n$ 


O diagrama de corpo livre da barra é mostrado na Figura 1.35b. Há três 
incógnitas. Nesse caso, aplicaremos as equações de equilíbrio para exprimir Fac 


E 
(b) 


e Fg em termos da carga aplicada P. Temos: Figura 1.35 
it E Mpg = 0; P(1,25 m) — Fac(2 m) = 0 (1) 
fz Ma =O; Fg(2 m) — P(0,75 m) = 0 (2) 


Determinaremos agora cada valor de P que gera tensão admissível na 
haste, no bloco e nos pinos, respectivamente. 
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Haste AC. Esta requer: 
Fac = (Caco aam(A Ac) = 340(10º) N/m?[m(0,01 m)?] = 106,8 KN 
Usando a equação 1: 


p = C068 KNC m) L 171 kN 
1,25 m 








Bloco B. Nesse caso: 

Fp = (Caadm Ap = 35(109) N/m?[1.800 mm?(107*) m?/mm?] = 63,0 KN 
Usando a equação 2: 

_ (630 kN)(2 m) 


£ 0,75 m 


= 168 kN 


Pino A ou C. Aqui temos: 
V = Fac = Tadm A = 450(109) N/im?[7(0,009 m)°] = 114,5 kN 
Pela equação 1: 
114,5 KN(2 m) | 
= = 183 k 
P 125 m 83 EN 


Por comparação, quando P atinge seu menor valor (168 KN), o pino 
desenvolve a tensão normal admissível no bloco de alumínio. Portanto: 


P = 168 kN Resposta 





| PROBLEMAS 


1.77. O clemento B está submetido a uma força de com- 1.79. O olhal é usado para suportar uma carga de 5 kip. 
pressão de 800 1b. Supondo que A e B sejam ambos de madeira Determinar seu diâmetro d, com aproximação de $ pol, ea 
e tenham å pol de espessura, determinar, com aproximação de espessura A necessária, de modo que a arruela não penetre 
1 pol, a menor dimensão A do apoio de modo que a tensão de ou cisalhe o apoio. A tensão normal admissível do parafuso 
cisalhamento média não exceda Taam = 300 psi. é Gadm = 21 ksi, e a tensão de cisalhamento admissível do 
material do apoio é Taam = 5 ksi. 





Problema 1.77 


1.78. A alavanca é presa ao eixo A por meio de uma chaveta 
que tem largura d e comprimento de 25 mm. Supondo que o 
eixo esteja fixo e seja aplicada uma força vertical de 200 N 
perpendicular ao cabo, determinar a dimensão d se a tensão 
de cisalhamento admissível para a chaveta for Tadam = 35 MPa. 





Problema 1.79 


*1.80. A junta sobreposta do elemento de madeira A de 
uma treliça está submetida a uma força de compressão de 5 
kN. Determinar o diâmetro requerido d da haste de aço C e 








500 | a altura h do elemento B se a tensão normal admissível do 
3 mm a E o É ASA 

aço é (Cambaço = 157 MPa e a tensão normal admissível 

200 N da madeira é (Oadmmad = 2 MPa. O elemento B tem 50 mm 


Problema 1.78 de espessura. 





Problema 1,80 


1.81. O tamanho a do cordão de solda é determinado 
calculando-se a tensão de cisalhamento média ao longo do 
plano sombreado que tem a menor seção transversal. 
Determinar o menor tamanho a das duas soldas se a força 
aplicada à chapa for P = 20 kip. A tensão de cisalhamento 
admissível para o material de solda é Taam = 14 ksi. 





Problema 1.81 


1.82. Tamanho do cordão de solda a = 0,25 pol. Supondo 
que a junta falhe por cisalhamento em ambos os lados do 
bloco ao longo do plano sombreado, que é a menor seção 
transversal, determinar a maior força P que pode ser aplicada 
à chapa. A tensão de cisalhamento admissível para o material 
de solda é Tadam = 14 ksi. 





Problema 1,82 


1.83. O suporte é apoiado por um pino retangular. Deter- 
minar a grandeza da carga suspensa admissível P se a tensão 
de apoio admissível for (or)aam = 220 MPa, o esforço de tra- 
ção admissível (0,) adm = 150 MPa e a tensão de cisalhamento 
admissível Tam = 130 MPa. Suponha que t = 6 mm, a = 5 mm 
eb=25 mm. 


*1.84, O suporte é apoiado por um pino retangular. De- 
terminar a espessura necessária t do suporte e as dimensões 
aeb se a carga suspensa for P = 60 kN. O esforço de tração 
admissível é (o)adam = 150 MPa, a tensão de apoio admis- 
sível é (Tp)aam = 290 MPa e a tensão de cisalhamento 
admissível é Taam = 125 MPa. 
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37,5 mm 


Problemas 1,83/1.84 


1.85. A estrutura está submetida a uma carga de 1,5 kip. 
Determinar o diâmetro necessário dos pinos em A e B se a 
tensão de cisalhamento admissível para o material for Taam = 
6 ksi. O pino A está submetido a cisalhamento duplo, enquan- 
to o pino B está submetido a cisalhamento simples. 


L5kip 


A 

ZA 
F 5 pés 
f | 

















Problema 1.85 


1.86. Determinar a área necessária da seção transversal 
do elemento BC e o diâmetro dos pinos A e B se a tensão 
normal admissível for Cadm = 3 ksi e a tensão de cisalha- 
mento admissível for Taam = 4 ksi. 





1.500 lb 








Problema 1.86 
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1.87. O acoplamento é feito usando parafuso e porca e duas 
arruelas. Supondo que a tensão de apoio admissível para as 
tábuas seja (0)aim = 2 ksi e o esforço de tração admissível 
seja (O)adm = 18 ksi, determinar a tensão admissível máxima 
na rosca do parafuso. A rosca do parafuso tem 0,31 pol de 
diâmetro e as arruelas têm 0,75 pol de diâmetro externo e 
0,50 pol de diâmetro interno (furo). 





Problema 1.57 


*1.88. Os suportes apóiam a vigota uniformemente; supõe- 
se então que os quatro pregos em cada suporte transmitem 
uma intensidade igual da carga. Supondo que a vigota esteja 
submetida ao carregamento mostrado, determinar a tensão 
de cisalhamento média em cada prego do suporte nas extre- 
midades A e B. Cada prego tem 0,25 pol de diâmetro. Os 
suportes resistem apenas a cargas verticais. 


1.89. Os suportes apóiam a vigota uniformemente; supõe- 
se então que os quatro pregos em cada suporte transmitem 
uma intensidade igual da carga. Determinar o menor 
diâmetro dos pregos em A e B se a tensão de cisalhamento 
admissível para os pregos for de Taim = 4 ksi. Os suportes 
resistem apenas a cargas verticais. 


40 Ib/pé 


30 Ib/pé 


















bs J|- — 18 pés —— gs: 
Problemas 1.89/L.89 


1.90. O suporte de alumínio A é usado para resistir à carga 
de 8 kip aplicada na linha de centro. Se ele tiver uma 
espessura constante de 0,5 pol, determinar a menor altura A 
a fim de evitar ruptura por cisalhamento. A tensão de ruptura 
por cisalhamento é Trup = 23 ksi. Usar um fator de segurança 
para cisalhamento de F.S. = 2,5. 


T 





8 kip 
Problema L90 


1.91. Determinar as menores dimensões do eixo e da tampa 
circulares se a carga que devem suportar for P = 150 KN. O 
esforço de tração, a tensão de apoio e a tensão de cisalha- 
mento admissíveis são (G)aam = 175 MPa, (Fp)aam = 275 MPa 
€ Taam = 115 MPa. 


P= 50kN 





2 d e 
Problema 1.9! 


*1.92. O conjunto do suporte é usado para apoiar uma carga 
distribuída w = 0,8 kip/pé. Determinar o esforço de cisalha- 
mento médio no parafuso de 0,40 pol de diâmetro em A e o 
esforço de tração médio na haste AB, que tem 0,5 pol de diâ- 
metro. Supondo que o limite de elasticidade da tensão de 
cisalhamento do parafuso seja 7, = 25 ksi e o limite de elastici- 
dade do esforço de tração seja o, = 38 ksi, determinar o fator 
de segurança em relação ao limite de elasticidade para cada caso. 

















H 4 pés = ja 


Problema 1.92 


1.93. Determinar a intensidade w da carga distribuída má- 
xima que pode ser suportada pelo conjunto do suporte de modo 
que uma tensão de cisalhamento admissível de Taam = 13,5 ksi 
não seja excedida nos parafusos de 0,40 pol de diâmetro em A 
e B, tampouco o esforço de tração admissível de Faam = 22 ksi 
seja excedido na haste AB de 0,5 pol de diâmetro. 














+ a pés ——+ 


Problema 1.93 





1.94. A amostra de madeira está submetida a uma tração 
de 10 kN em uma máquina de teste de tração. Supondo que 
a tensão normal admissível da madeira seja (0) aim = 12 MPa 
e a tensão de cisalhamento admissível seja Taam = 1,2 MPa, 
determinar as dimensões b e t necessárias de modo que a 
amostra atinja essas tensões simultancamente. A amostra 
tem largura de 25 mm. 





À gi 


Problema 1.94 


1.95. A viga composta de madeira está unida por um para- 
fuso em B. Supondo que as conexões em 4,B,Ce D exercem 
apenas forças verticais sobre a viga, determinar o diâmetro 
necessário do parafuso em B e o diâmetro externo necessário 
de suas arruelas se o esforço de tração admissível do parafuso 
for (O;)aam = 150 MPa e a tensão de apoio para a madeira for 
(Oh)aim = 28 MPa. Suponha que o furo das arruelas possui 
o mesmo diâmetro do parafuso. 





Problema 1.95 


*1.96. Supondo que a tensão de apoio admissível para o 
material sob o apoio em 4 e B seja (op)adm = 400 psi, 
determinar a carga máxima P que pode ser aplicada à viga. 
As placas de apoio A’ e B’ têm seção transversal quadrada 
de 2 pol X 2 pole 4 pol x 4 pol, respectivamente. 


1.97. Supondo que a tensão de apoio admissível para o 
material sob os apoios em A e B seja (0p)adm = 400 psi, 
determinar o tamanho das placas de apoio quadradas A! e 
B' necessário para suportar a carga. Dimensionar as placas 
com aproximação de 4 pol. As reações nos apoios são 
verticais. Suponha que P = 1.500 Ib. 
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P 
600 Ib/pé 
A A B p 
[ 15 pés dl 7,5 pés +] 





Problemas 1.96/1.97 


1.98. O conjunto da correia sobreposta será submetido a 
uma força de 800 N. Determinar (a) a espessura t necessária 
para a correia sc o esforço de tração admissível para o 
material for (o)am = 10 MPa, (b) o comprimento d; 
necessário para a sobreposição se a cola pode resistir a um 
esforço de cisalhamento admissível de (Taam)e = 0,75 MPa e 
(c) o diâmetro d, do pino se a tensão de cisalhamento 
admissível para o pino for (Tagm)p = 30 MPa. 





800 N 





Problema 1.98 


1.99. O pino está submetido a cisalhamento duplo, visto 
que é usado para acoplar os três elos. Devido ao desgaste, a 
carga é distribuída sobre as partes superior e inferior do pino 
como mostrado no diagrama de corpo livre. Determinar o 
diâmetro d do pino se a tensão de cisalhamento admissível 
for Taam = 10 ksi e a carga P = 8 kip. Determinar também 
as intensidades das cargas w; e wz. 





Problema 1,99 
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*1,100. O mancal de encosto consiste de um colar circular 
A preso ao eixo B. Determinar a força axial máxima P que 
pode ser aplicada ao eixo de modo que não provoque tensão 
de cisalhamento ao longo das superfícies cilíndricas a ou b 
que exceda uma tensão de cisalhamento admissível de Taam 
= 170 MPa. 





Problema 1.100 


1.101. O mecanismo de mola é usado como amortecedor 
para uma carga aplicada na barra de tração AB. Determinar 
a força em cada mola quando é aplicada uma força de 50 kN. 
Originalmente, cada mola está descomprimida e a barra de 
tração desliza ao longo dos guias lisos CG e EF. As extre- 
midades de todas as molas estão presas aos seus respectivos 
elementos. Além disso, qual é o diâmetro necessário para as 
roscas dos parafusos CG e EF se a tensão admissível para os 
parafusos for Gaam = 150 MPa? 


k = 80 kN/m 





Problema 4,101 


1,102. A viga AB é suportada por pino em A e apoiada por 
um cabo BC. Um cabo CG separado é usado para prender a 
estrutura. Supondo que AB pese 120 Ib/pé e a coluna FC 
tenha um peso de 180 Ib/pé, determinar a resultante das 
cargas internas que atua sobre as seções transversais 
localizadas nos pontos D e E. Desprezar a espessura tanto 
da viga como da coluna nos cálculos. 











i 12 pés + 
Problema 1.102 


1.103. O conjunto é usado para suportar a carga distribuída 
w = 500 Ib/pé. Determinar o fator de segurança em relação 
ao limite de elasticidade para a haste de aço BC e os pinos 
em Be C se o limite de elasticidade do aço na tração é op = 
36 ksi e no cisalhamento r, = 18 ksi. A haste tem 0,4 pol de 
diâmetro e cada pino tem 0,30 pol de diâmetro. 


*1.104. Supondo que a tensão de cisalhamento admissível 
para cada um dos pinos de aço de 0,3 pol de diâmetro em A, 
B e C seja Taam = 12,5 ksi e a tensão normal admissível para 
a haste BC de 0,40 pol de diâmetro seja Camm = 22 ksi, 
determinar a maior intensidade w da carga distribuída unifor- 
me que pode ser suportada pela viga. 


w 


l pé 
4 
B 
3 pés 
j 
ANEX 
L2 


LA 
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Problemas 1.103/1.104 


1.105. A barra é apoiada pelo pino. Supondo que o esforço 
de tração admissível da barra seja (0;)adm = 21 ksi e a tensão 
de cisalhamento admissível do pino seja Taam = 12 ksi, 
determinar o diâmetro do pino para o qual a carga P seja 
máxima. Qual é essa carga máxima? Suponha que o furo da 
barra tenha o mesmo diâmetro d do pino. Use t = 1 pol e 
w = 2 pol. 


1.106. A barra está acoplada ao suporte por um pino com 
diâmetro d = 1 pol. Supondo que o esforço de tração admis- 
sível para a barra seja (0,)agm = 20 ksi e a tensão de apoio 
admissível entre o pino e a barra seja (o;)idm = 30 ksi, 
determinar as dimensões w e t de modo que a área bruta da 
seção transversal seja wt = 2 pol e a carga P seja máxima, 
Qual é a carga máxima? Suponha que o furo da barra tenha 
o mesmo diâmetro do pino. 


1.107. Uma força de 8 kN é aplicada no centro de um poste 
de madeira, Se o poste for colocado no canto de sua placa 
base B, a tensão de apoio que a placa base exercerá sobre a 
laje $ pode ser considerada como uniformemente distri- 
buída? Por que sim ou por que não? Qual é o esforço de 
compressão médio no poste de madeira? 





Problema 1.107 


*1.108. A coluna é feita de concreto com densidade de 2,30 
Mg/mº. Em seu topo B está submetida a uma força de com- 
pressão axial de 15 kN, Determinar a tensão de compressão 
na coluna em função da distância z medida a partir de sua 
base. 


1.109. A coluna é feita de concreto com densidade de 2,30 
Mg/mº. Em seu topo B está submetida a uma força de com- 
pressão axial de 15 kN. Determinar a tensão de compressão 
na coluna em z = 1 m,2 me3m. 





y 


Problemas 1.108/1.109 
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Problemas 1.105/1.106 


1 PROBLEMAS DE REVISÃO I 


1.110. A roldana é presa ao eixo de 20 mm de diâmetro por 
uma chaveta instalada em uma ranhura usinada na roldana 
e no eixo. Supondo que a carga suspensa tenha massa de 
50 kg, determinar a tensão de cisalhamento média na chaveta 
ao longo da seção a-a. A chaveta é quadrada, com 5 mm de 
lado e comprimento de 12 mm. 


a com a 


75 mm 


Problema 1.4110 


1.111. O punção circular B exerce uma força de 2 kN no 
topo da chapa A. Determinar a tensão de cisalhamento média 
na chapa devida a esse carregamento. 





Problema LLLI 


*1.112. As duas hastes de alumínio suportam a carga 
vertical P = 20 kN, Determinar seus diâmetros requeridos se 
o esforço de tração admissível para o alumínio for G gm = 
150 MPa. 
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Problema 1.112 


1.113. O cabo tem peso específico y (peso/volume) e área 
da seção transversal 4. Supondo que a flecha seja pequena, 
de modo que seu comprimento seja aproximadamente L e 
seu peso possa ser distribuído uniformemente ao longo do 
eixo horizontal, determinar a tensão normal média do cabo 
em seu ponto mais baixo C. 





LR =a 


C 
L12 | 





Problema 1.113 


1.114. O elemento B está submetido a uma força de com- 
pressão de 650 lb. Supondo que A e B sejam feitos de madeira 
e tenham espessura de § pol, determinar, com aproximação de 
1 pol, a menor dimensão d do apoio de modo que a tensão 
de cisalhamento média ao longo da seção C não exceda Tadam 
= 300 psi. 


1.115. O elemento B está submetido a uma força de com- 
pressão de 650 Ib. Supondo que A e B sejam feitos de madeira 


e tenham espessura de $ pole d = 6 pol, determinar a tensão 
de cisalhamento média ao longo da seção C. 


650 lb 





Problemas 1.114/1.115 


*1.116. O tubo de concreto de 3 Mg está suspenso por três 
arames. Supondo que BD e CD tenham 10 mm de diâmetro 
e AD tenha 7 mm de diâmetro, determinar a tensão normal 
média em cada arame. 





Problema 1.116 


j ES 





2 DEFORMAÇÃO 





Osjerivos DO CAPÍTULO 


Nos problemas de engenharia, a deformação de 
um corpo é especificada pelo conceito de deformação 
normal e de cisalhamento. Neste capítulo definiremos 
essas grandezas e mostraremos como são determinadas 
em diversos tipos de problemas. 


2.1 Derormação 


Quando uma força é aplicada a um corpo, tende a 
mudar a forma e o tamanho dele. Tais mudanças são 
denominadas deformação e podem ser perfeitamente 
visíveis ou praticamente imperceptíveis sem o uso de 
equipamento para fazer medições precisas. Por exem- 
plo, uma tira de borracha sofre deformação muito 
grande quando esticada. Por outro lado, ocorrem ape- 
nas pequenas deformações de membros estruturais 
quando um edifício é ocupado por pessoas movi- 
mentando-se. O corpo também pode sofrer deformação 
quando sua temperatura muda. Um exemplo típico é a 
expansão ou a contração de um telhado provocadas 
pelas condições atmosféricas. 

De maneira geral, a deformação do corpo não é 





uniforme em todo o seu volume e, assim, a mudança na À tensão excessiva em materiais frágeis como este encontro de ponte 
geometria de qualquer segmento de reta do corpo pode de concreto pode provocar sua deformação até a ruptura. Pela medição 
variar ao longo do comprimento. Por exemplo, uma da deformação, os engenheiros podem prever a tensão no material, 


parte da reta pode alongar-se, enquanto outra pode 

contrair-se. Entretanto, à medida que se consideram segmentos de reta cada vez 
menores, eles permanecem retos após a deformação e, assim, para estudar 
mudanças de deformação de maneira mais uniforme, consideraremos as retas 
como muito pequenas e localizadas na vizinhança de um ponto. Desse modo, 
imagina-se que qualquer segmento de reta localizado em um ponto do corpo 
muda com valor diferente do segmento localizado em algum outro ponto. Além 
disso, essas mudanças também dependem da orientação do segmento de reta 
no ponto. Por exemplo, um segmento de reta pode alongar-sc quando orientado 
em uma direção e contrair-se quando orientado em outra. 





2.2 CONCEITO DE DErORMAÇ ÃO Observe as posições dos re segmen- 


tos de reta nesta membrana de borra- 


; cs 7 : cha antes e depois de ela ser submetida 
A fim de descrever a deformação por meio de mudanças no comprimento $ ; 
a tração. A reta vertical alonga-se, a 


dos segmentos de reta e mudanças dos ângulos entre eles, desenvolveremos reta horizontal diminui e a reta incli- 
seu conceito. As medições de deformação são feitas, na prática, por meio de nada muda seu comprimento e gira. 
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Corpo sem deformação 


(a) 


Corpo deformado 
(b) 


Figura 2.1 


experimentos e, uma vez obtidos seus valores, é possível relacioná-los às cargas 
aplicadas ou às tensões que atuam no interior do corpo, como mostraremos na 
próxima seção. 


Deformação Normal. O alongamento ou a contração de um segmento de 
reta por unidade de comprimento é denominado deformação normal. Para 
desenvolver uma definição formal de deformação normal, consideremos a reta 
AB, contida no interior do corpo sem deformação mostrado na Figura 2.1a. A 
reta localiza-se ao longo do eixo n e tem comprimento original de As. Após a 
deformação, os pontos 4 e B são deslocados para as posições A' e B',e a reta 
torna-se curva, tendo comprimento de As' (Figura 2.1b). A mudança de 
comprimento da reta é, portanto, As’ — As. Se definirmos a deformação normal 
média usando o símbolo emea (epsílon), então: 


_ Af — âs 
Eméd 7 As (2.1) 


Como o ponto B é escolhido cada vez mais próximo do ponto 4, 0 
comprimento da reta torna-se cada vez menor, de modo que As — 0. Além disso, 
isso faz com que B' aproxime-se de A’, tal que As’ — 0. Como conseqgiiência, 
no limite, a deformação normal no ponto A e na direção de n é: 


le As" — Às | 
B>A ma n As | (2.2) 


ES 


Se a deformação normal for conhecida, podemos usar a equação anterior 
para obter o comprimento final aproximado de um segmento de reta menor 
na direção de n depois da deformação. Temos: 

[= E Css] 
| a= (+e As | (2.3) 

Portanto, quando e é positivo, a reta inicial alonga-se; se € é negativo, a 

reta contrai-se. 


Unidades. Observe que a deformação normal é uma grandeza adimensional, 
visto ser a relação entre dois comprimentos. Apesar disso, é prática comum 
expressá-la em termos de razão de unidades de comprimento. Se for usado o 
SI, as unidades básicas serão metros /metro (m/m). Na maioria das aplicações 
da engenharia, e é muito pequeno, de modo que as medidas da delormação são 
dadas em micrometros por metro [um /m], em que um = 107% m. No sistema Pés- 
Libras-Segundo, a deformação é expressa em polegadas /polegada (pol/pol). 
Às vezes, em trabalho experimental, a deformação é expressa em porcentagem, 
tal como 0,001 m/m = 0,1%. Por exemplo, a deformação normal 480(10 9) é 
indicada como 480(107*) pol/pol, 480 um/m, ou 0,0480%. Pode-se também 
expressar essa resposta simplesmente como 480 u (480 micros). 


Deformação por Cisalhamento. A mudança de ângulo ocorrida entre dois 
segmentos de reta originalmente perpendiculares entre si é denominada 
deformação por cisalhamento. O ângulo é designado por y (gama) e medido 
em radianos (rad). Para mostrar como essa deformação ocorre, consideremos 
os segmentos de reta AB e AC com origem no mesmo ponto A de um corpo 
e direcionados ao longo dos eixos perpendiculares n e t (Figura 2.24). Após a 
deformação, as extremidades das retas são deslocadas e as próprias retas 
transformam-se em curvas, de modo que o ângulo entre elas em A é 6º (Figura 
2.2b). Portanto, definimos a deformação por cisalhamento no ponto A associada 
aos eixos n e f como: 


Cap.2 DEFORMAÇÃO 


Yu =Z- lim dg 
mo E 
E | (2.4) 


Observe que, se 8’ é menor do que 7/2, a deformação por cisalhamen- 
q 


to é positiva; entretanto, se 0’ é maior do que 7/2, a deformação por cisalha- 
mento é negativa. 





Corpo sem deformação Corpo deformado z 


(a) (b) 
Tigma 2.2 


Componentes Cartesianos da Deformação. Usando as definições anterio- 
res de deformação normal e por cisalhamento, vamos mostrar como elas são 
usadas para descrever a deformação do corpo (Figura 2.34). Imaginemos o 
corpo subdividido em pequenos elementos tais como o mostrado na Figura 
2.3b. O elemento é retangular, tem dimensões não deformadas Ax, Ay e Az e 
está localizado nas vizinhanças de um ponto do corpo (Figura 2.34). Supondo » 
que suas dimensões sejam muito pequenas, seu formato deformado será um 
paralelepípedo (Figura 2.3c), uma vez que segmentos de reta muito pequenos 
permanecem aproximadamente retos após a deformação do corpo. Para atingir 
o formato deformado, devemos considerar antes como a deformação normal 
muda os comprimentos dos lados do elemento retangular e, depois, como a 
deformação por cisalhamento muda os ângulos de cada lado. Portanto. usando 
a Equação 2.3, (As = (1 + eJAs), em relação às retas Ax, Ay e Az, temos que 
os comprimentos aproximados dos lados do paralelepípedo são: 


(a) 





(1 + e) Ax (A +e) Ay (1 + e) Az 


Elemento sem 







detormação 

Os ângulos aproximados entre os lados, originalmente definidos pelos ; 

lados Ax, Ay e Az, são: (b) 
r K EN G-no 
SA Yxy 2 Yyz 2 Vaz né \ 
(+ €)A— 

Observe que, em particular, deformações normais provocam mudança de 2 
volume do elemento retangular, enquanto deformações por cisalhamento i 
provocam mudança no seu formato. Naturalmente, ambos os efeitos ocorrem Ga) A+eJAy 
simultaneamente durante a deformação. Elements 

Resumindo, então, o estado de deformação em um ponto do corpo requer deformado 


a especificação de três deformações normais e,, 6, € e três deformações por 
cisalhamento Yyy, Yz € Yz- Tais deformações descrevem completamente a 
deformação de um elemento de volume retangular do material localizado em 


(c) 
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um ponto e orientado de modo que seus lados são originalmente paralelos aos 
eixos x, y, zZ. Uma vez que as deformações sejam definidas em todos os pontos 
do corpo, o formato deformado do corpo pode então ser descrito. Acrescente- 
se que, conhecendo-se o estado de deformação em um ponto, definido pelos 
seus seis componentes, é possível determinar os componentes da deformação 
em um elemento orientado em qualquer outra direção. Esse assunto será 
discutido no Capítulo 10. 


Análise de Pequenas Deformações. A maioria dos projetos de engenharia 
envolve aplicações para as quais são permitidas apenas pequenas deformações. 
Por exemplo, quase todas as estruturas e máquinas têm aparência rígida e as 
deformações que ocorrem durante o uso dificilmente são percebidas. 

Além disso, mesmo que a deflexão de um membro como uma chapa fina 
ou haste delgada possa parecer grande, o material de que ele é feito pode estar 
sujeito apenas a deformações muito pequenas. Neste livro, vamos supor que as 





O apoio de borracha da longarina 


desta ponte de concreto está submetido z ; À . . A S i 
tanto à deformação normal como à de deformações ocorridas no interior de um corpo sejam quase infinitesimais, de 


cisalhamento. A deformação normal modo que as deformações normais ocorridas no interior do material sejam 
é provocada pelo próprio peso da muito pequenas em comparação com a unidade, ou seja, e << 1. Essa hipótese, 


l i l i la, Ê Ê ê i & és 
ongarina e pelas cargas sobre cla, passada na intensidade da deformação, tem larga aplicação prática na en- 
enquanto a deformação por cisalha- 


mento é provocada pelo movimento genharia e, em geral, é denominada análise de pequenas deformações. Ela 
horizontal da longarina devido amu- permite aproximarmos, por exemplo, sen 0 = 9, cos 0 = 1 e tg 0 = 8, desde que 
danças de temperatura. 8 seja muito pequeno. 


Pontos IMPORTANTES 


e As cargas provocam deformação no material de todos os corpos e, como resultado, os pontos do corpo sofrem 
deslocamentos ou mudanças de posição. 


e Deformação normal é a medida do alongamento ou da contração de um pequeno segmento de reta do corpo, 
enquanto deformação por cisalhamento é a medida da mudança de ângulo ocorrida entre dois segmentos de 
reta pequenos, originalmente perpendiculares entre si. 


e O estado de deformação em um ponto é caracterizado por seis componentes da deformação: três deformações 
normais €y, €y, € € três deformações por cisalhamento Yry, Yyz» Yxz Esses componentes dependem da orien- 
tação dos segmentos de reta e de sua localização no corpo. 


e Deformação é a grandeza geométrica medida por meio de técnicas experimentais. Uma vez obtido seu valor, a 
tensão no corpo pode então ser determinada pelas relações das propriedades do material. 


e A maioria dos materiais da engenharia sofre pequenas deformações e, desse modo, a deformação normal e << 1. 
Essa hipótese da ‘análise de pequenas deformações’ permite que os cálculos da deformação normal sejam sim- 
plificados, uma vez que podem ser feitas aproximações de primeira ordem em relação às suas dimensões. 


A haste delgada mostrada na Figura 2.4 está submetida a um aumento de 
temperatura ao longo de seu eixo, o que cria uma deformação normal na haste 
de e = 40(10*)z!2, em que z é dado em metros. Determinar (a) o deslo- 
camento da extremidade B da haste devido ao aumento de temperatura e (b) 
a deformação normal média da haste. 








Figura 2.4 


SOLUÇÃO 


Parte (a). Como a deformação normal é dada para cada ponto ao longo da 
haste, um segmento diferencial dz, localizado na posição z (Figura 2.4), tem 
comprimento deformado determinado pela Equação 2.3, ou seja: 


dz = [1 + 40(10)2!/] dz 
O somatório desses segmentos ao longo do eixo produz o comprimento 


deformado da haste, isto é: 


0,2 m 
J= [ [1 + 40(1072)7//2] dz 
0 2m 


= z + 40(10)(3 7⁄3) R 
= 0,20239 m 
O deslocamento na extremidade da haste é, portanto: 
Asp = 0,20239 m — 0,2 m = 0,00239 m = 2,39 mm ļ Resposta 


Parte (b). A deformação normal média da haste é determinada pela Equa- 
ção 2.1, que supõe que a haste ou ‘segmento de reta’ tem comprimento original 
de 200 mm e uma mudança de comprimento de 2,39 mm. Portanto: 


5 As" — Às — 2,39 mm 
ed As 200 mm 





= 0,0119 mm /mm Resposta 
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S 


Uma força que atua no cabo da alavanca mostrada na Figura 2.5a provoca 
rotação de 0 = 0,002 rad na alavanca no sentido horário. Determinar a 
deformação normal média desenvolvida no arame BC. 








(a) 


Figura 2.5 
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Como 6 = 0,002 rad é pequeno, o alongamento do arame CB (Figura 2.5b) 


SOLUÇÃO 
9 (0,5 m) = (0,002 rad) (0,5 m) = 0,001 m. A deformação normal 
Resposta 


é BB' = 
0001 L 0,001 m/m 


média no arame é, portanto: 
EES BB' o 
méd CB 1 m 
Srs 





A chapa é deformada, ficando com o formato tracejado da Figura 2.6. Se 
nesse formato deformado as linhas horizontais da chapa permanecerem 
horizontais e não mudarem seu comprimento, determinar (a) a deformação 
normal média ao longo do lado AB e (b) a deformação por cisalhamento média 


da chapa em relação aos eixos x e y. 


3m 


estima, hr Ee 
| FT mm 


t 
1 


2 mm 
250 mm 


1 
i 
) 
i 
i 
} 
i 
1 
[j 


A 








Figura 2.6 





SOLUÇÃO 
deformação, como mostrado na Figura 2.6b. O comprimento dessa reta é: 


Parte (a). 
AB' = V (250 - 2) + (3) = 248,018 mm 


Portanto, a deformação normal média é: 
248,018 mm — 250 mm 


A reta AB, coincidente com o eixo y, torna-se a reta AB’ após a 





2 mm H-3 mm 
iù B p' 
N a E SSA 
| fã í AB'— AB 
250 mm | / i (caB)med = AB = 250 mm 
j = —7,93(10 7°) mm /mm Resposta 
O sinal negativo indica que a deformação provoca contração (ou seja, 





[or 
j! N; 
C 
diminuição no comprimento) de AB. 
Como se observa na Figura 2.6c, o ângulo BAC de 90° entre os 


(c) 


Parte (b). 
lados da chapa, em relação aos eixos x, y, muda para 9 devido ao deslocamento 
de B para B’. Como Yyy = (7/2) — 0’, então Yx é o ângulo mostrado na figura 


Resposta 


Assim: 
o 3 mm o 
Yy = tg ES amoo E] = 0,0121 rad 
E 
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EXEMPLO 2.4 


A chapa mostrada na Figura 2.7a está presa por guias horizontais rígidos 
na parte superior e na inferior (AD e BC). Se houver um deslocamento 
horizontal uniforme de 2 mm em seu lado direito CD, determinar (a) a 
deformação normal média ao longo da diagonal AC e (b) a deformação por 
cisalhamento em E relativa aos eixos x e y. 








B ; € 

H—150 mm — -2 mm 
(a) 

Ip 


Ra ==. z 


A|-76 mm TE mm- 


" 
75 mm A 





(b) 
Figura 2.7 
SOLUÇÃO 


Parte (a). Quando a chapa é deformada, a diagonal AC torna-se AC’ 
(Figura 2.7b). O comprimento das diagonais AC e AC” pode ser obtido pelo 
teorema de Pitágoras. Temos: 


AC = V (0,150) + (0,150)? = 0,21213 m 
AC" = V (0,150) + (0,152)? = 0,21355 m 
Portanto, a deformação normal média ao longo da diagonal é: 


_ AC'- AC 021355m — 0,21213 m 
(eacha = 40 T 0.21213 m 


= 0,00669 mm /mm Resposta 








Parte (b). Para calcular a deformação por cisalhamento em Æ relativa 
aos eixos x e y, primeiro é necessário determinar o ângulo 0’, que especifica o 
ângulo entre esses eixos após a deformação (Figura 2.7b). Temos: 
R ( £) — 76 mm 
82) 75 mm 
6º = 90,759º = T80 (90,759°) = 1,58404 rad 
Aplicando a Equação 2.4, temos que a deformação por cisalhamento em E é: 








Yy = 3 — 1,58404 rad = —0,0132 rad Resposta 


De acordo com a convenção de sinais, o sinal negativo indica que o ângulo 
0’ é maior do que 90º. Observe que, se os eixos x e y fossem horizontal e vertical, 
então devido à deformação yy, = O no ponto E. 


ee 
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PROBLEMAS 





2.1. A parte central do balão de borracha tem diâmetro d 2.6. Determinar a deformação normal média aproximada 
= 4 pol. Se a pressão do ar em seu interior fizer com que o no arame AB em decorrência da rotação 6 da barra rígida 
diâmetro do balão torne-se d = 5 pol, qual será a deformação CA, supondo que 8 seja pequeno. Qual é esse valor (da defor- 
normal média da borracha? mação) se 0 = 2°? 





Problema 2.L 





2.2. Um elástico tem comprimento não esticado de 10 pol. 
Se ele for esticado ao redor de um poste com diâmetro 
externo de 6 pol, qual será sua deformação normal média? 





Problema 2.6 


2.7. Os dois arames estão interligados em A. Se a carga P 
provocar o deslocamento vertical de 3 mm ao ponto A, qual 
será a deformação normal provocada em cada arame? 


2.3. A barra rígida ABC está inicialmente na posição hori- 
zontal. Se cargas provocarem o deslocamento A4 = 0,002 pol 
para baixo da extremidade A e a barra girar 6 = 0,25, qual 
será a deformação normal média das hastes AD, BE e CF? 














Problema 2.7 


*2.8. Duas barras são usadas para suportar uma carga. Sem 
Problema 2.3 ela, o comprimento de AB é 5 pol, o de AC é 8 pol, e o anel 


*24. A viga rígida está apoiada por um pino em A e pelos em A tem coordenadas (0, 0). Se a carga P atua sobre o anel 


arames BD e CE. Se a carga P na viga for deslocada 10 mm — SM A, a deformação normal em AB torna-se es» = 0,02 pol/ 


para baixo, qual será a deformação normal desenvolvida nos polea deformação normal em AC torna-se eac = 0,035 pol/pol. 
arames CE e BD? Determinar as coordenadas de posição do anel devido à 


carga. 
2.5. A viga rígida está apoiada por um pino em A e pelos í 
arames BD e CE. Se a deformação normal admissível máxima 

em cada arame for &náx = 0,002 mm/mm, qual será o deslo- 

camento vertical máximo provocado pela carga P nos arames? 








-——3m — -2m ——2m o P 


Problemas 2.4/2.5 Problema 2.8 


2.9. Duas barras são usadas para suportar uma carga P. Sem 
ela, o comprimento de AB é 5 pol, o de AC é 8 pol, e o anel 
em A tem coordenadas (0, 0). Se for aplicada uma carga P 
ao anel em A, de modo que ele se mova para a posição de 
coordenadas (0,25 pol, —0,73 pol), qual será a deformação 
normal em cada barra? 








P 


Problema 2.9 


2.10. O arame de ancoragem AB da estrutura de um prédio 
está inicialmente sem deformação. Devido a um terremoto, 
as duas colunas da estrutura inclinam-se 0 = 2°, Determinar 
a deformação normal aproximada do arame quando a 
estrutura está nessa posição. Supor que as colunas são rígidas 
e giram em torno de seus apoios inferiores. 


yor 
) 


tr? zr 





Problema 2.10 


2.11. Devido ao peso, a haste está sujeita a uma deformação 
normal que varia ao longo de seu comprimento tal que e = 
kz, onde k é uma constante. Determinar o deslocamento AL 
de sua extremidade B quando está suspensa como mostrado. 








B 
Problema 2,11 
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*2.12. A membrana retangular tem comprimento sem 
deformação L; e largura Lz. Se os lados forem aumentados 
em quantidades pequenas AL, e AL, qual será a defor- 
mação normal ao longo da diagonal AB? 


7 


A js Lı | 


Problema 2,12 





2.13. A chapa retangular está submetida à deformação 
mostrada pela linha tracejada. Determinar a deformação por 
cisalhamento média yyy da chapa. 





Problema 2.13 


2.14. A chapa retangular está submetida à deformação 
mostrada pela linha tracejada. Determinar a deformação por 
cisalhamento yyy da chapa. O eixo x' está orientado de A 
para B. 





* 3mm 


Problema 2.14 


215. A chapa retangular está submetida à deformação 
mostrada pela linha tracejada. Determinar as deformações 
normais €, €, Ew, €. 
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0,01 pol 


0,005 pol —| E y 





Problema 2.15 


*2.16. A chapa retangular está submetida à deformação 
mostrada pela linha tracejada. Determinar as deforma- 
ções por cisalhamento Yyy e Yvy desenvolvidas no ponto A. 





0,01 pol 





Problema 2.16 


2.17. A peça de plástico originalmente é retangular. Deter- 
minar a deformação por cisalhamento Yyyy nos cantos À e B se 
o plástico se distorce como mostrado pelas linhas tracejadas. 


2.18. A peça de plástico originalmente é retangular. 
Determinar a deformação por cisalhamento Yyy nos cantos 
D e C se o plástico se distorce como mostrado pelas linhas 
tracejadas. 


2.19. A peça de plástico originalmente é retangular. 
Determinar a deformação normal média que ocorre ao longo 
das diagonais AC e DB. 





pres AD Lo 
400 mm 
3mm 


Problemas 2.17/2.18/2.19 


*2.20. Uma peça quadrada do material é deformada, indo 
para a posição tracejada. Determinar a deformação por 
cisalhamento yyy em A. 


2.21. Uma peça quadrada do material é deformada, indo 
para a posição tracejada. Determinar a deformação normal 
média que ocorre ao longo das diagonais AC e BD. 


2.22. Uma peça quadrada do material é deformada, indo 
para a posição tracejada. Determinar a deformação por 
cisalhamento Yyy em C. 

y 
15,18 mm—+ 


pe P a 





B cl 
I 
j 
! i 
15 mm |l l 15,24 mm 
' | 
I 
89,7º I 
«dm pu 
A 15 mm———+D 
15,18 mm 


Problemas 2.20/2,21/2.22 


2.23. O quadrado deforma-se, indo para a posição mostrada 
pelas linhas tracejadas. Determinar a deformação normal 
média ao longo de cada diagonal AB e CD. O lado DB 
permanece horizontal. 





a 


8 mm 


Problema 2.23 


50 mm - 





*2.24. O quadrado deforma-se, indo para a posição 
mostrada pelas linhas tracejadas. Determinar a deformação 
por cisalhamento em cada um dos cantos 4 e C. O lado DB 
permanece horizontal. 


e 








| 50 mm 





8 mm 


Problema 2.24 
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2.25. O bloco é deformado, indo para a posição mostrada 


pelas linhas tracejadas. Determinar a deformação normal 
média ao longo da reta AB. 


15 mm 
Ea 


*2.28. O elástico AB tem comprimento sem esticar de 1 pé. 
Se estiver preso em B e acoplado à superfície no ponto A', 


determinar a deformação normal média do elástico. A 
superfície é definida pela função y = (x?) pé, onde x é dado 
y 2 
i em pé. 








110 mm 100 mm 


L] 
` 
` 
1 
ij 
1 
` 
y 





ess 7 x 
Mai La mm — 


Problema 2.25 


2.26. O bloco é deformado, indo para a posição mostrada 


B A 
[—1 pé 
Problema 2.28 


2.29. Um arame fino está preso ao longo de uma superfí- 


cie que tem o formato y = 0,5x?, onde x e y são dados em po- 
legadas. Inicialmente a extremidade B está em x = 10 pol. Se 
o arame sofrer deformação normal de e = 0,005x ao longo 


de seu comprimento, qual será a mudança no comprimento do 
5 arame? Dica: para a curva y = f(x), ds = V1 + (dy/dx) dx. 


pelas linhas tracejadas. Determinar a deformação por 
cisalhamento no canto C., 


y 
15 mm 


85 mm - 





a 





HO mm à 100 mm 





5 x 


es 100 mm Eng 


Problema 2.26 


Problema 2,29 


2.30. A fibra AB tem comprimento L e orientação 6. Se suas 
extremidades A e B sofrerem deslocamentos muito pequenos 


ua € vg, respectivamente, qual será a deformação normal da 
fibra quando estiver na posição A'B”? 


2.27. A barra tem 300 mm de comprimento quando está 
reta. Se for submetida a uma deformação por cisalhamento 
definida por Yy», = 0,02x, onde x é dado em milímetros, y 
determinar o deslocamento Ay na extremidade de sua borda ] 
inferior. Ela foi distorcida para o formato mostrado, não 

ocorrendo alongamento da barra na direção de x. 


Pi X 
A m A 
Problema 2.36 


2.31. Supondo que a deformação normal seja definida em 
relação ao comprimento final, isto é, 


=| Às" — Às 
En = Mo As 


em vez de em relação ao comprimento inicial (Equação 2.2),mos- 
trar que a diferença entre essas deformações é representada 
como um termo de segunda ordem, ou seja, €, 








300 mm | 


Problema 2.27 


= E, 5 Ep Eh- 








PROPRIEDADES MECÂNICAS 
DOS MATERIAIS 





OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Após discutir os conceitos básicos de tensão e 
deformação, neste capítulo vamos mostrar como a 
tensão pode ser relacionada à deformação por meio de 
métodos experimentais, a fim de se determinar o dia- 
grama tensão-deformação para um material específico. 
O comportamento descrito pelo diagrama será então 
discutido para os materiais usados comumente na 
engenharia. Além disso, serão discutidos propriedades 
mecânicas e outros testes relacionados à resistência dos 
materiais. 


3.1 Teste DE TRAÇÃO E COMPRESSÃO 


A resistência de um material depende de sua 
capacidade de suportar a carga sem deformação 
excessiva ou ruptura. Essa propriedade é inerente ao 
próprio material e deve ser determinada por expe- 
rimento. Um dos testes mais importantes a realizar nesse 
sentido é o teste de tração ou compressão. Embora 
muitas propriedades mecânicas importantes de um 
As propriedades mecânicas de um material devem ser conhecidas material possam ser determinadas por meio desse teste, 
para que os engenheiros possam relacionar a deformação medida ele é usado principalmente para determinar a relação 
no material com a tensão associada a ela. Aqui as propriedades entre a tensão normal média e a deformação normal mé- 
mecânicas do osso são determinadas em um teste de compressão. dia em muitos materiais da engenharia, tais como 

metais, cerâmicas, polímeros e materiais compostos. 

Para realizar o teste de tração ou compressão é feito um corpo-de-prova 

do=0,5 pol do material, com formato e tamanho “padronizados”. Antes do teste, são feitas 

duas pequenas marcas de punção ao longo do comprimento do corpo-de-prova, 

distantes de ambas as extremidades, porque a distribuição de tensão nas 

extremidades é complexa devido à fixação nos acoplamentos em que a carga 

é aplicada. Medem-se, então, a área da seção transversal inicial do corpo-de- 

prova Ao e o comprimento de referência Lo entre as marcas de punção. Por 

exemplo, quando é usado um corpo-de-prova de metal em um teste de tração, 

geralmente ele tem diâmetro inicial dọ = 0,5 pol (13 mm) e comprimento de 

referência Ly = 2 pol (50 mm) (Figura 3.1). A fim de aplicar uma carga axial 

= N) sem flexão do corpo-de-prova, as extremidades são, em geral, assentadas em 

juntas universais. Uma máquina de teste, como a mostrada na Figura 3.2, é 

( então usada para estirar o corpo-de-prova com taxa muito lenta e constante 

Corpo-de-prova de aço típico com ex- até que ele atinja o ponto de ruptura. A máquina é projetada para ler a carga 
tensômetro instalado. necessária para manter o estiramento uniforme. 











l- Lo=2 pol = 


Figura 3.1 
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Os dados da carga aplicada são registrados a intervalos fregiientes à 
medida que são lidos no mostrador da máquina ou em um mostrador digital. 
Além disso, mede-se o alongamento ô = L — Lo entre as marcas de punção 
no corpo-de-prova por meio de um calibre ou um dispositivo ótico denominado 
extensômetro. O valor ô (delta) é então usado para calcular a deformação 
normal média do corpo-de-prova. Algumas vezes, entretanto, essa medida não 
é feita, visto também ser possível obter a deformação diretamente, a partir de 
um extensômetro por resistência elétrica como o mostrado na Figura 3.3. A 
operação de tal extensômetro baseia-se na mudança da resistência elétrica de 
um arame muito fino ou pedaço de folha de metal submetido à deformação. 
Essencialmente, o extensômetro é colado ao corpo-de-prova em uma direção 
especificada. Se a cola for muito forte em comparação com o extensômetro, 
então o extensômetro será na verdade parte integrante do corpo-de-prova, de 
modo que, quando o corpo-de-prova for estirado na direção do extensômetro, 
o arame e o corpo-de-prova sofrerão a mesma deformação. Medindo-se a 
resistência elétrica do arame, o extensômetro pode ser calibrado para ler 
valores da deformação normal diretamente. 


3.2 Diagrama Tensão-DErORMAÇÃO 


Com os dados do teste de tração ou compressão, podem-se calcular 
diversos valores de tensão e a deformação correspondente no corpo-de-prova 
e, depois, construir um gráfico com os resultados. A curva resultante, deno- 
minada diagrama tensão-deformação, pode ser descrita de duas maneiras. 


Diagrama Tensão-Detormação Convencional. Com os dados registrados, 
determinamos a tensão nominal ou de engenharia dividindo a carga aplicada 
P pela área da seção transversal inicial do corpo-de-prova Ag. Esse cálculo 
pressupõe que a tensão seja constante na seção transversal e em toda a região 
entre os pontos de calibragem. Temos: 


P 
— Ao 


g 


(3.1) 


Da mesma forma, a deformação nominal ou de engenharia é encontrada 
diretamente pela leitura do extensômetro, ou dividindo-se a variação no 
comprimento de referência, ô, pelo comprimento de referência inicial Lo. 
Suponhamos que a deformação seja constante em toda a região entre os pontos 
de calibragem. Assim, 


64 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


| e=— (3.2) 


Se os valores correspondentes de o e e forem colocados em um gráfico, 
no qual a ordenada seja a tensão e a abscissa seja a deformação, a curva 
resultante será chamada diagrama tensão-deformação convencional. Esse 
diagrama é muito importante em engenharia, pois permite obter dados sobre 
a resistência à tração (ou compressão) do material sem considerar o tamanho 
ou formato físico desse material, isto é, sua geometria. Entenda-se, no entanto, 
que dois diagramas tensão-deformação do mesmo material não serão exata- 
mente iguais, uma vez que os resultados dependem de variáveis tais como 
composição do material, imperfeições microscópicas, a maneira como ele foi 
fabricado, a taxa da carga e a temperatura durante o período do teste. 

Discutiremos a seguir as características da curva tensão-deformação 
pertencente ao aço, material usado comumente para fabricar tanto membros 
estruturais como elementos mecânicos. Usando o método descrito anterior- 
mente, o diagrama tensão-deformação característico de um corpo-de-prova de 
aço é mostrado na Figura 3.4. Pela curva podemos identificar quatro maneiras 
diferentes pelas quais o material se comporta, dependendo da grandeza da 
deformação nele provocada. 
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Figura 3.4 


Comportamento Elástico. O comportamento elástico do material ocorre 
quando as deformações no corpo-de-prova estão na região sombreada clara da 
Figura 3.4. Pode-se observar que a curva é de fato uma reta na maior parte 
dessa região, de modo que a tensão é proporcional à deformação. Em outras 
palavras, o material é linearmente elástico. O limite superior dessa relação lincar 
é chamado limite de proporcionalidade (o0,,). Se a tensão excede ligeiramente 
o limite de proporcionalidade, o material pode ainda responder elasticamen- 
te; entretanto, a curva tende a se fletir e achatar como mostrado. Essa condição 
continua até que a tensão alcança o limite de elasticidade. Ao atingir esse 
ponto, se a carga for removida, o corpo-de-prova ainda volta à sua forma 
original. Entretanto, para o aço o limite de elasticidade é muito próximo ao 
limite de proporcionalidade e, portanto, difícil de ser determinado. 
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Escoamento. Um pequeno aumento de tensão acima do limite de elasti- 
cidade resulta em colapso do material e faz com que ele se deforme perma- 
nentemente. Esse comportamento é denominado escoamento e é indicado pela 
região sombreada escura da curva. A tensão que provoca escoamento é 
chamada limite de escoamento ou ponto de escoamento, or, e a deformação 
ocorrida é denominada deformação plástica. Apesar de não estar mostrado na 
Figura 3.4, nos aços com baixo teor de carbono ou nos laminados a quente, o 
limite de escoamento é fregiientemente diferenciado por dois valores. O limite 
de escoamento superior ocorre primeiro, seguido por um decréscimo súbito da 
capacidade de carga no limite de escoamento inferior. Uma vez atingido o 
limite de escoamento, no entanto, como mostrado na Figura 3.4, o corpo-de- 
prova continuará a alongar-se (deformar-sc) sem qualquer aumento da carga. 
Observe que essa figura não foi desenhada em escala. Se fosse, as deformações 
provocadas pelo escoamento seriam de 10 a 40 vezes maiores do que as 
produzidas até o limite de elasticidade. Quando o material está nesse estado, 
em geral é classificado como perfeitamente plástico. 


Endurecimento por deformação, Quando o escoamento termina, pode-se 
aplicar uma carga adicional ao corpo-de-prova, o que resultará em uma curva 
que cresce continuamente, mas que se torna mais plana até que alcança a tensão 
máxima denominada limite de resistência (0,). O aumento da curva é chamado 
endurecimento por deformação e está identificado na Figura 3.4 como a região 
sombreada com cor clara. Durante o teste, enquanto o corpo-de-prova sofre 
alongamento, a área de sua seção transversal decresce. O decréscimo de área 
é bastante uniforme ao longo de todo o comprimento de referência do corpo- 
de-prova, inclusive até a deformação correspondente ao limite de resistência. 


Estricção. Ao atingir o limite de resistência, a área da seção transversal 
começa a diminuir em uma região localizada do corpo-de-prova, em vez de em 
todo o seu comprimento. Esse fenômeno é provocado por planos de 
deslizamento formados no interior do material, e as deformações produzidas 
são provocadas por tensão de cisalhamento (ver a Seção 10.7). Como resultado, 
tende a formar-se gradualmente uma estricção ou contração nessa região à 
medida que o corpo-de-prova alonga-se (Figura 3.54). Como a área da seção 
transversal nessa região está decrescendo continuamente, a área menor pode 
suportar apenas carga decrescente, Portanto, o diagrama tensão-deformação 
tende a curvar-se para baixo até que o corpo-de-prova quebre com a tensão 
de ruptura, o,„„ (Figura 3.5b). A região da curva que representa a estricção 
está indicada em cor escura na Figura 3.4, 





Diagrama Tensão-Deformação Real. Em vez de usar a área da seção trans- 
versal inicial e o comprimento do corpo-de-prova para calcular a tensão e a Pedrão de estricção típica ocorrido 
deformação, poderíamos ter usado a área real da seção transversal e o com- “69e corpo-de-prova de aço antes da 
primento do corpo-de-prova no instante em que a carga é medida. Os valores“? Re 

da tensão e da deformação calculados com essas medidas são chamados tensão 

real e deformação real, e a construção gráfica de seus valores é chamada dia- 

grama tensão-deformação real. Quando esse diagrama é construído, adquire o 

formato mostrado pela curva de coloração clara na Figura 3.4. Observe que os 

diagramas convencional e verdadeiro o—€ são praticamente coincidentes 

quando a deformação é pequena. As diferenças entre os diagramas começam a 

aparecer na faixa de endurecimento por deformação, em que a intensidade da 

deformação torna-se mais significativa. Em particular, há uma grande diver- 

gência na região de estricção. Pode-se notar pelo diagrama o—e convencional 

que o corpo-de-prova suporta realmente uma carga decrescente, ao calcular a 

tensão de engenharia o = P/As, visto que Ag é constante. Entretanto, pelo 

diagrama o —e€ real, a área real A na região de estricção é sempre decrescente 

até a ruptura, Fup, €, desse modo, o material suporta realmente tensão crescente, 

visto que o = P/A. 
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Estricção Falha de um 
material dúctil 


(a) (b) 


Figura 3.5 


Apesar de os diagramas tensão-deformação real e convencional serem 
diferentes, a maioria dos projetos de engenharia é feita na faixa de elasticidade, 
já que a distorção do material geralmente não é severa dentro dessa faixa. Uma 
vez que o material é “rígido”, como a maioria dos metais, a deformação até o 
limite de elasticidade permanecerá pequena e o erro do uso dos valores de 
engenharia de o e e será muito pequeno (cerca de 0,1%) quando comparado 
com os valores reais. Essa é uma das razões principais para usar os diagramas 
tensão-deformação convencionais. 

Esses conceitos são resumidos na Figura 3.6, que mostra um diagrama 
tensão-deformação convencional para um corpo-de-prova de aço doce. A fim 
de melhorar os detalhes, a região de elasticidade da curva é mostrada em cor 
clara e em uma escala de deformação exagerada, também em cor clara. 
Acompanhando o comportamento, o limite de proporcionalidade é atingido 
em oi = 35 ksi (241 MPa), onde e, = 0,0012 pol/pol. Ele é seguido por um 
limite superior de escoamento de (cr), = 38 ksi (262 MPa) e subitamente 
pelo limite inferior de escoamento (or); = 36 ksi (248 MPa). O fim do 
escoamento ocorre com a deformação de ez = 0,030 pol/pol, 25 vezes maior 
que a deformação no limite de proporcionalidade! Prosseguindo, o corpo-de- 
prova sofre endurecimento por deformação até atingir o limite de resistência 
de o, = 63 ksi (435 MPa), então começa a sofrer estricção até que ocorra a 
falha com 0,,p = 47 ksi (324 MPa). Por comparação, a deformação na ruptura, 
Eup = 0,380 pol/pol, é 317 vezes maior do que €p. 
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Figura 3.6 
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3.3 COMPORTAMENTO DA TENSÃO-DEFORMAÇÃO DE 
Materiais Dúcreis E FRÁGEIS 


Os materiais são classificados como dúcteis ou frágeis, dependendo de suas 
características de tensão-deformação. A partir de agora, daremos tratamento 
distinto para cada um deles. 


Materiais Dúcteis. Qualquer material que possa ser submetido a grandes 
deformações antes da ruptura é chamado de material dúctil. O aço doce, como 
discutido anteriormente, é um exemplo típico. Frequentemente, os engenheiros 
escolhem materiais dúcteis para o projeto porque estes são capazes de absorver 
choque ou energia e, quando sobrecarregados, exibem, em geral, grande 
deformação antes de falhar. 

Uma das maneiras de especificar a ductilidade do material é informar a 
porcentagem de alongamento ou a porcentagem de redução de área no instante 
da quebra. A porcentagem de alongamento é a deformação de ruptura do 
corpo-de-prova expressa como porcentagem. Assim, se o comprimento de 
referência inicial do corpo-de-prova for Lo e seu comprimento na ruptura for 
Lerup, então: 

— Lupo Lo 

Porcentagem de alongamento = TE — (100%) (3.3) 

Conforme visto na Figura 3.6, como Erup = 0,380, esse valor deveria ser 
38% para um corpo-de-prova de aço doce. 

A porcentagem de redução de área é outra maneira de especificar a 
ductilidade, Ela é definida na região de estricção como segue: 


Ao T Arip 
Porcentagem de redução de área = E (100%) (3.4) 
0 


Aqui, A, é a área inicial da seção transversal do corpo-de-prova e A,up, 
a área na ruptura. O aço doce tem valor típico de 60%. 

Outros metais, como latão, molibdênio e zinco, também possuem carac- 
terísticas de tensão-deformação dúctil similar à do aço, segundo as quais 
apresentam comportamento de tensão-deformação elástica, escoamento sob 
tensão constante, endurecimento por deformação e, finalmente, estricção até a 
ruptura. Na maioria dos metais, entretanto, não ocorre escoamento constante 
além da faixa de elasticidade. Exemplo disso é o alumínio. Na verdade, esse 
metal não tem, em geral, um ponto de escoamento bem definido e, assim, é 
prática padrão definir uma resistência ao escoamento para o alumínio usando 
um procedimento gráfico chamado método de deformação residual. Escolhe- 
se normalmente uma deformação de 0,2% (0,002 pol/pol) e, desse ponto no 
eixo e, é desenhada uma reta paralela até a parte inicial reta do diagrama 
tensão-deformação. O ponto em que essa reta intercepta a curva define a re- 
sistência ao escoamento. Um exemplo da construção para determinar a 
resistência ao escoamento de uma liga de alumínio é mostrado na Figura 3.7. 
Pelo gráfico, a resistência ao escoamento é ggs = 51 ksi (352 MPa). 

A resistência ao escoamento não é uma propriedade física do material, 
visto ser uma tensão que provocou uma deformação permanente especificada 
no material, Neste texto, entretanto, admitiremos que a resistência ao escoa- 
mento, o ponto de escoamento, o limite de elasticidade e o limite de propor- 
cionalidade coincidem, a menos que seja declarado o contrário. Uma exceção 
seria a borracha natural, que de fato nem tem limite de proporcionalidade, uma 
vez que sua tensão e deformação não são relacionadas lincarmente (Figura 
3.8). Ao contrário, esse material, conhecido como um polímero, apresenta 
comportamento elástico não-linear. 
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Diagrama 0-—€ para borracha natural 


Figura 3.8 
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Diagrama œ- € para ferro fundido 


Figura 3.9 


A madeira é um material em geral moderadamente dúctil e, como resultado, 
é projetada para responder apenas a carregamentos elásticos. As características 
de resistência da madeira variam enormemente de uma espécie para outra e, 
dentro de cada espécie, dependem do teor de umidade, idade, tamanho e arranjo 
dos nós. Como a madeira é um material fibroso, suas características de tração 
e de compressão diferem muito quando ela está com carga paralela ou perpen- 
dicular a seu grão. Especificamente, a madeira racha com facilidade quando é 
tracionada na tensão perpendicular a seu grão e, como consegiiência, quase 
sempre as cargas de tração são aplicadas na paralela ao grão dos elementos 
da madeira. 


Materiais Frágeis. Os materiais que apresentam pouco ou nenhum escoa- 
mento são denominados materiais frágeis. O ferro fundido é um exemplo, 
possuindo um diagrama tensão-deformação como o mostrado na porção AB da 
curva da Figura 3.9. Nesse caso, a ruptura ocorreu em 0, = 22 ksi (152 MPa), 
em uma imperfeição ou microtrinca, e depois espalhou-se rapidamente por todo 
o corpo-de-prova, provocando falha total. Os materiais frágeis não possuem 
tensão de ruptura à tração bem definida, como resultado desse tipo de falha, 
uma vez que a aparência das trincas iniciais em um corpo-de-prova é bastante 
aleatória. Em vez disso, geralmente se registra a tensão de ruptura média 
observada em um conjunto de testes. Um corpo-de-prova com falha típica é 
mostrado na Figura 3.104. 








Falha de material A compressão provoca 
frágil por tração abaulamento do material 
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Figura 3.10 
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Os materiais frágeis, tais como o ferro fundido cinzento, em comparação 
com seu comportamento sob tração, apresentam resistência axial à compressão 
muito maior, como evidenciado pela porção AC da curva da Figura 3.9. Nesse 
caso, quaisquer trincas ou imperfeições no corpo-de-prova tendem a fechar-se 
e, à medida que a carga aumenta, geralmente o material abaula-se ou toma a 
forma de barril (Figura 3.10). 

O concreto, como o ferro fundido cinzento, é classificado como material 
frágil e também possui baixa resistência à tração. As características de seu 
diagrama tensão-deformação dependem principalmente da mistura do con- 
creto (água, areia, brita e cimento) e da duração e temperatura da cura. Um 
exemplo típico de um diagrama tensão-deformação “completo” do concreto é 
oferecido na Figura 3.11. Como se observa, sua resistência máxima à 
compressão é quase 12,5 vezes maior do que sua resistência à tração: (O máx 
= 5 ksi (34,5 MPa) em comparação com (O )máx = 0,40 ksi (2,76 MPa). Por 
essa razão, o concreto é sempre reforçado com barras de aço quando projetado 
para suportar cargas de tração. 

Pode-se dizer que a maioria dos materiais exibe comportamento tanto 
dúctil como frágil. Por exemplo, o aço tem comportamento frágil quando 
contém alto teor de carbono e dúctil quando o teor de carbono é reduzido. 
Além disso, torna-se mais mole e dúctil quando a temperatura aumenta. Esse 
efeito é mostrado na Figura 3.12 para o metacrilato plástico. 
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Figura 3.12 
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O aço perde rapidamente sua resistên- 
cia quando aquecido. Por essa razão, 
os engenheiros requerem, fregiiente- 
mente, que os membros principais da 
estrutura possuam isolamento térmico 
contra incêndio. 
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3.4 Lu pe HOOKE 


Como observamos na seção anterior, os diagramas tensão-deformação 
para a maioria dos materiais da engenharia apresentam relação linear entre 
tensão e deformação na região de elasticidade. Conseqüentemente, um aumen- 
to na tensão provoca um aumento proporcional na deformação. Esse fato, 
descoberto por Robert Hooke, em 1676, com o auxílio de molas, é conhecido 
como lei de Hooke. Matematicamente, tal lei é expressa por: 


] 


| o = Ee | (3.5) 

Nela, E representa a constante de proporcionalidade, chamada módulo de 
elasticidade ou módulo de Young, nome derivado de Thomas Young, que 
publicou uma explicação da lei em 1807. 

A Equação 3.5 na verdade representa a porção inicial reta do diagrama 
tensão-deformação até o limite de proporcionalidade. Por sua vez, o módulo de 
elasticidade representa o declive dessa reta. Como a tensão é adimensional, pela 
Equação 3.5, E usa as mesmas unidades da tensão, tais como psi, ksi ou pascal. 
Para exemplo do cálculo, consideremos o diagrama tensão-deformação do aço 
mostrado na Figura 3.6. Nele, o = 35 ksi e €p = 0,0012 pol/pol, de modo que: 


Tip 35 ksi 
ip 0,0012 pol/pol 











= 29(10º) ksi 


Como mostrado na Figura 3.13, o limite de proporcionalidade para um 
tipo particular de aço depende dos componentes de sua liga; entretanto, a 
maioria dos tipos de aço, desde o aço laminado mais mole até o aço para 
ferramentas mais duro, tem aproximadamente o mesmo módulo de elastici- 
dade, em geral aceito como Eșço = 29(10°) ksi ou 200 GPa. Valores comuns de 
E para outros materiais podem ser encontrados em manuais de engenharia e 
livros de referência. Valores representativos também estão relacionados nas 
tabelas no final do livro. Observe que o módulo de elasticidade é uma 
propriedade mecânica que indica a rigidez de um material. Materiais muito 
rígidos, como o aço, têm valores altos de E [Eaço = 29(10º) ksi ou 200 GPa], 
enquanto materiais esponjosos, como a borracha vulcanizada, têm valores baixos 
[Ebor = 0,10(10º) ksi ou 0,70 MPa]. 
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80 aço para máquinas 


` (0,6% carbono) 
aço estrutural 
(0,2% carbono) 


aço mole 
(0,1% carbono) 


l 








€ (pol/pol) 
0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 


Figura 3.13 
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O módulo de elasticidade é uma das propriedades mecânicas mais 
importantes no desenvolvimento das equações apresentadas neste texto. Deve 
ser sempre lembrado, porém, que E só pode ser usado se o material tem 
comportamento linear-elástico. Além disso, se a tensão no material for maior 
que o limite de proporcionalidade, o diagrama tensão-deformação deixará de 
ser uma reta e a Equação 3.5 não será mais válida. 


Endurecimento por Deformação. Se um corpo-de-prova de material dúctil, 
tal como o aço, sofrer carregamento na região plástica e, em seguida, descarre- 
gamento, a deformação elástica é recuperada à medida que o material volta ao 
seu estado de equilíbrio. A deformação plástica permanece, entretanto, e, como 
resultado, o material fica sujeito a uma deformação permanente. Por exemplo, 
um arame, quando entortado (plasticamente), retorna parcialmente às 
dimensões originais (elasticamente) quando a carga é removida; entretanto, 
não volta completamente à sua condição anterior. Esse comportamento é 
ilustrado no diagrama tensão-deformação da Figura 3.144. O corpo-de-prova 
é submetido à carga até o ponto A’, além do seu ponto de escoamento A. Como 
as forças interatômicas têm de vencer o alongamento elasticamente, então essas 
mesmas forças unem de volta os átomos quando a carga é removida (Figura 
3.144). Consegiientemente, o módulo de elasticidade, E, é o mesmo e, portanto, 
o declive da reta O'A’ é o mesmo da reta OA. 

Se a carga for reaplicada, os átomos do material serão novamente 
deslocados até que ocorra o escoamento próximo à tensão A’ e o diagrama 
tensão-deformação continue ao longo do mesmo trajeto anterior (Figura 3.14b). 
Deve ser observado, entretanto, que esse novo diagrama tensão-deformação, 
definido por O'A'B, tem um ponto de escoamento maior (A), como conse- 
quência do endurecimento por deformação. Em outras palavras, o material agora 
tem uma região de elasticidade maior; entretanto, tem menos ductilidade e uma 
região plástica menor do que quando estava em seu estado original. 

Na verdade, algum calor ou energia pode ser perdido quando o corpo-de- 
prova é descarregado de A’ e novamente carregado com a mesma tensão. O 
resultado é que ocorrem curvas leves nos trajetos de A’ para O’ e de O’ para 
A" durante um ciclo de carregamento medido cuidadosamente. Essa situação 
é mostrada pelas curvas tracejadas da Figura 3.14b. A área colorida entre essas 
curvas representa energia perdida e é chamada de histerese mecânica. Embora 
seus efeitos não sejam considerados neste texto, a histerese deve ser levada em 
conta quando se selecionam materiais para servirem como amortecedores de 
vibração em equipamentos estruturais ou mecânicos. 














o 
o 
região região 
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] elástica plástica 
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A | B 
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Figura 3.14 
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Figura 3.15 
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Módulo de resiliência u, 


(a) 





Módulo de tenacidade 1, 


(b) 
Figura 3.16 


3.5 ENERGIA DE DEFORMAÇÃO 


À medida que um material é deformado por uma carga externa, tende a 
armazenar energia internamente ao longo de todo o seu volume. Como essa 
energia relaciona-se à deformação do material, é chamada energia de 
deformação. Por exemplo, quando um corpo-de-prova de tensão é submetido a 
uma carga axial, um elemento do material é submetido a uma tensão uniaxial 
como mostrado na Figura 3.15. Essa tensão desenvolve uma força AF = o AA 
= o(Ax Ay) nas faces superior e inferior do elemento depois que este sofre um 
deslocamento vertical e Az. Por definição, o trabalho é determinado pelo produto 
da força pelo deslocamento na direção dessa força. Como a força aumenta 
uniformemente de zero até seu valor final AF quando o deslocamento e Az é 
atingido, o trabalho realizado pela força é igual ao valor médio da força AF/2 
multiplicado pelo deslocamento e Az. Esse “trabalho externo” é equivalente ao 
“trabalho interno’ ou energia de deformação armazenada no elemento — 
admitindo que a energia não seja perdida sob a forma de calor. Portanto, a 
energia de deformação AU é AU = (1/2 AF) e Az = (1/2 0 Ax Ay) e Az. Visto 
que o volume do elemento é AV = Ax Ay Az, então AU = 1/2 ge AV. 

Às vezes é conveniente expressar a energia de deformação por unidade 
de volume do material, Isso é denominado densidade da energia de defor- 
mação, que pode ser expressa por: 


AU 1 
UT = —0€ 3.6 

AV 2 (2e) 

Se o comportamento do material for linear-elástico, então a lei de Hooke 
se aplica, o = Ee, e, portanto, podemos expressar a densidade da energia de 
deformação em termos da tensão uniaxial como: 


lo? 
=— 3.7 
USE (3.7) 
Módulo de Resiliência. Em particular, quando a tensão o atinge o limite de 
proporcionalidade, a densidade da energia de deformação, como calculada 
pelas equações 3.6 ou 3.7, é denominada módulo de resiliência, isto é: 





= 1 E 1 Cip 
Ur 2 º1p€lp 2 E | (3.8) 





f 2 
| | 
| 





Pela região elástica do diagrama tensão-deformação (Figura 3.164), 
observe que u, é equivalente à área triangular sombreada sob o diagrama. 
Fisicamente, a resiliência de um material representa sua habilidade para absor- 


ver energia sem sofrer qualquer dano permanente. 


Módulo de Tenacidade. Outra propriedade importante de um material é o 
módulo de tenacidade, u,. Essa grandeza representa toda a área sob o diagrama 
tensão-deformação (Figura 3.16b) e, portanto, indica a densidade da energia 
de deformação do material imediatamente antes da ruptura. Essa propriedade 
torna-se importante quando se projetam elementos que possam ser sobrecar- 
regados acidentalmente. Materiais com módulo de tenacidade alto distorcem 
muito devido à sobrecarga; entretanto, são preferíveis aos de baixo valor, uma 
vez que os materiais que têm u, baixo podem romper-se subitamente sem dar 
sinais da ruptura iminente. Ligas de metais também mudam sua resiliência e 
tenacidade. Os diagramas tensão-deformação da Figura 3.17, por exemplo, 
mostram como os graus de resiliência e tenacidade podem mudar, conforme 
muda a porcentagem de carbono no aço. 
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aço duro 
(0,6% de carbono) 
maior resistência 
—— aço estrutural 
( (0,2% de carbono) 
mais tenaz 


aço mole 
/ (0,1% de carbono) 
! mais dúctil 





Este corpo-de-prova de náilon exibe alto 
€ grau de tenacidade, como se nota pela 
grande estricção ocorrida antes da ruptura. 





Figura 3.17 


PONTOS IMPORTANTES 


* Um diagrama tensão-deformação convencional é importante na engenharia porque permite obter dados sobre 
a resistência à tração ou a compressão do material sem considerar o tamanho ou a forma física desse material. 


e A tensão e a deformação de engenharia são calculadas por meio da área de seção transversal original e do com- 
primento de referência do corpo-de-prova. 


e Um material dúctil, como o aço doce, apresenta quatro comportamentos distintos quando está carregado. São 
eles: comportamento elástico, escoamento, endurecimento por deformação e estricção. 


° Um material é linear-elástico se a tensão for proporcional à deformação dentro da região elástica. Essa 
condição é denominada lei de Hooke e o declive da curva é chamado módulo de elasticidade E. 


e Pontos importantes do diagrama tensão-deformação são: limite de proporcionalidade, limite de elasticidade, 
limite de escoamento, limite de resistência e tensão de ruptura. 


e A ductilidade do material é especificada pela porcentagem de alongamento ou pela redução de área do corpo- 
de-prova. 


e Se o material não possuir um ponto de escoamento distinto, a resistência ao escoamento é especificada por um 
método gráfico como o método de deformação residual. 


e Materiais frágeis, tais como o ferro fundido, têm muito pouco ou nenhum escoamento e rompem-se subita- 
mente. 


° O endurecimento por deformação é usado para estabelecer um ponto de escoamento maior para o material, o 
que é feito deformando-se o material além do limite elástico e, em seguida, aliviando a carga. O módulo de 
elasticidade permanece o mesmo; entretanto, a ductilidade do material decresce. 


° Energia de deformação é a energia armazenada no material devido à sua deformação. Essa energia por unidade 
de volume é chamada densidade da energia de deformação. Se medida no limite de proporcionalidade, é de- 
nominada módulo de resiliência; se medida no ponto de ruptura, é chamada módulo de tenacidade. 


O teste de tração para uma liga de aço resulta no diagrama tensão- 
deformação da Figura 3.18. Calcular o módulo de elasticidade e a resistência 
ao escoamento com base em uma deformação residual de 0,2%. Identificar no 
gráfico o limite de resistência c a tensão de ruptura. 
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Figura 3.18 
SOLUÇÃO 


Módulo de Elasticidade. Devemos calcular o declive da porção inicial reta 
do gráfico. Usando uma curva e uma escala ampliadas, mostradas em cores, 
vemos que essa reta estende-se do ponto O a um ponto A estimado, que tem 
coordenadas aproximadas (0,0016 pol/pol, 50 ksi). 

Portanto: 





pas 
Oksi 312(10%)ksi 


É = -0,0016 polípol Resposta 


Observe que a equação da reta OA é, desse modo, o = 31,2(10º)e. 


Limite de Escoamento. Para uma deformação residual de 0,2%, começamos 
na deformação de 0,2% ou 0,0020 pol/pol e, graficamente, traçamos uma reta 
paralela (tracejada) à reta OA até que ela intercepte a curva a~e em A'. O 
limite de escoamento é aproximadamente: 


aLe = 68 ksi Resposta 


Limite de Resistência. É definido pelo pico (maior valor de tensão) do 
gráfico o-e, ponto B na Figura 3.18. 


o, = 108 ksi Respösta 


Tensão de Ruptura. Quando o corpo-de-prova está tracionado com o máxi- 
mo de Eup, rompe-se no ponto C. Assim, 


Crup = 90 ksi Resposta 


m 


O diagrama tensão-deformação de uma liga de alumínio usada para 
fabricar peças de aeronaves é mostrado na Figura 3.19. Supondo que um 
corpo-de-prova desse material seja tracionado com 600 MPa, determinar a 
deformação permanente que ficará no corpo-de-prova quando a carga for 
removida. Calcular também o módulo de resiliência tanto antes como depois 
da aplicação da carga. 
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SOLUÇÃO 


Deformação Permanente. Quando o corpo-de-prova é submetido à carga, 
endurece por deformação até atingir o ponto B do diagrama o— e (Figura 3.19). 
A deformação nesse ponto é aproximadamente 0,023 mm/mm. Quando a carga ol B F 
é retirada, o material comporta-se seguindo a reta BC, paralela à reta OA. 

Como ambas as retas têm o mesmo declive, a deformação no ponto C é os=450}—/A 

determinada analiticamente. O declive da reta OA é o módulo de elasticidade, pawg 


c(MPa) 


750 











5 300 + N 
Isto é: i 
450 MPa 150 | 
E= = 75, 
0,006 mm/mm TIONS Li lo pa 
Pelo triângulo CBD, requer-se: ý d= 0.00% Ea Ei 
t—- Eoc — 
BD 600(10º) Pa 
g=-22- Go = 75,0(10°) Pa Figura 3.19 


CD = 0,008 mm/mm 


Essa deformação representa a quantidade de deformação elástica recupe- 
rada. A deformação permanente, Eoc, é, pois: 


€c = 0,023 mm/mm — 0,008 mm/mm 
= 0,0150 mm/mm Resposta 


Observação: se as marcas de referência estivessem a 50 mm de distância 
uma da outra antes da aplicação da carga, depois que a carga fosse removida essas 
marcas teriam 50 mm + (0,0150) (50 mm) = 50,75 mm de distância entre si. 


Módulo de Resiliência. Aplicando a Equação 3.8, temos:! 


(U inicial = 2 0p6p E 3050 MPa) (0,006 mm/mm) 


= 1,35 MJ/m’ Resposta 
(Urina = Zopep = >(600 MPa)(0,008 mm/mm) 
= 2,40 MJ/m? Resposta 


Por comparação, o efeito do endurecimento por deformação no material 
provocou um aumento no módulo de resiliência; observe, no entanto, que o 
módulo de tenacidade do material decresceu, uma vez que a área sob a curva 
original (OABF) é maior do que a área sob a curva CBF. 





A haste de alumínio mostrada na Figura 3.20a tem seção transversal circular 
e está submetida a uma carga axial de 10 kN. Se uma parte do diagrama tensão- 
deformação do material é mostrada na Figura 3.20b, determinar o alongamento 
aproximado da haste quando a carga é aplicada. Se a carga for removida, qual 
será o alongamento permanente da haste? Suponha que E, = 70 GPa. 


20 mm 15 mm 
A B C 
10 kN 10 kN 


f- J- = 400 mm EA 








600 mm 


(a) 


! No SI, o trabalho é medido em joules, sendo 1]J=1N-m. 
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paralela 


x s Epe =0,0450 


L : ! t ! : e (mm/mm) 


o 0,02 0,04 0,06 0,08 0.10 0,12 
PAE | Erec = 0,000808 


(b) 
Figura 3.20 








SOLUÇÃO 


Para a análise, desprezaremos as deformações localizadas no ponto de 
aplicação da carga e onde a área da seção transversal da haste muda subitamente. 
(Esses efeitos serão discutidos nas seções 4.1 e 4.7.) Ao longo de toda a seção 
central de cada segmento, a tensão normal e a deformação são uniformes. 

A fim de estudar a deformação da haste, devemos obter a deformação 
específica (e). Isso é feito primeiro calculando-se a tensão e depois usando o 
diagrama tensão-deformação para obter a deformação. A tensão normal em 
cada segmento é: 





=P a WUN smp 
cas A OOM a 
OP AOGO)N 
asc =a T moms 0 MPa 


Pelo diagrama tensão-deformação, vemos que o material na região AB é 
deformado elasticamente visto que o, = 40 MPa > 31,83 MPa, Usando a lei de 
Hooke: 


e — SAB — 31,83(109) Pa 
A dE 70(10º) Pa 





= (0,0004547 mm/mm 


O material da região BC está deformado plasticamente, visto que og = 
40 MPa < 56,59 MPa. Pelo gráfico, para ogc = 56,59 MPa: 


esc = 0,045 mm/mm 
O alongamento aproximado da haste é, portanto: 


8 = Del. = 0,0004547(600 mm) + 0,045(400 mm) 
= 183 mm Resposta 
Quando a carga de 10 kN é retirada, o segmento AB da haste volta a seu 
comprimento original. Por quê? Por outro lado, o material do segmento BC 
recupera-se elasticamente ao longo da reta FG (Figura 3.20b). Como o declive 
de FG é Eu, a recuperação da deformação elástica é: 
cgc  56,59(109) Pa 


en = 0,000808 
Sec = Eu JOD Pa i E ara 





Portanto, o restante da deformação plástica do segmento BC é: 
coc = 0,0450 — 0,000808 = 0,0442 mm/mm 
Portanto, quando a carga é removida, a haste permanece alongada de: 


9º = eocLsBc = 0,0442(400 mm) = 17,7 mm Resposta 


p 
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f PROBLEMAS 


3.1. Um cilindro de concreto com diâmetro de 6,00 pol e 
comprimento de referência de 12 pol é testado sob com- 
pressão. Os resultados do teste estão informados na tabela 
como carga versus contração. Desenhar o diagrama tensão- 
deformação usando escalas de 1 pol = 0,5 ksi e 1 pol = 
0,2(107°) pol/pol. Com base no diagrama, determinar o 
módulo de elasticidade aproximado. 


Carga (kip) 


Contração (pol) 





0 0 

5,0 0,0006 
9,5 0,0012 
16,5 0,0020 
20,5 0,0026 
25,5 0,0034 
30,0 0,0040 
34,5 0,0045 
38,5 0,0050 
46,5 0,0062 
50,0 0,0070 
53,0 0,0075 





Problema 3.1 


3.2. Os dados de um teste tensão-deformação de uma 
cerâmica são fornecidos na tabela. A curva é linear entre a 
origem e o primeiro ponto. Construir o diagrama e deter- 
minar o módulo de elasticidade e o módulo de resiliência. 


3.3. Os dados de um teste tensão-deformação de uma 
cerâmica são fornecidos na tabela. A curva é linear entre a 
origem e o primeiro ponto. Construir o diagrama e 
determinar o módulo de tenacidade aproximado. A tensão 
de ruptura é 0,,p = 53,4 ksi. 


e(pol/pol) 





0 

0,0006 
0,0010 
0,0014 
0,0018 
0,0022 





Problemas 3.2/3.3 


*3.4. Os dados de um teste tensão-deformação são for- 
necidos na tabela. A curva é linear entre a origem e o 
primeiro ponto. Construir o diagrama e determinar o módulo 
de elasticidade e o módulo de resiliência. 





Problema 3.4 


3.5. Foi realizado um teste de tensão em um corpo-de-prova 
com diâmetro original de 12,5 mm e comprimento de 
referência de 50 mm. Os dados estão relacionados na tabela. 


Construir o diagrama tensão-deformação e determinar aproxi- 
madamente o módulo de elasticidade, o limite de resistência 
e a tensão de ruptura. Usar as escalas de 20 mm = 50 MPa 
e 20 mm = 0,05 mm/mm, Detalhar a região linear-elástica 
usando a mesma escala de tensão, porém com escala de 
20 mm = 0,001 mm/mm para a deformação. 


3.6. Foi rcalizado um teste de tensão em um corpo-de-prova 
de aço com diâmetro original de 12,5 mm e comprimento de 
referência de 50 mm. Usando os dados relacionados na 
tabela, construir o diagrama tensão-deformação e determinar 
o módulo de tenacidade aproximado. Usar as escalas de 20 mm 
= 50 MPa e 20 mm = 0,05 mm/mm. 


Carga (kN) 


Alongamento (mm) 





0 0 

11,1 0,0175 
31,9 0,0600 
37,8 0,1020 
40,9 0,1650 
43,6 0,2490 
53,4 1,0160 
62,3 3,0480 
64,5 6,3500 
62,3 8,8900 
58,8 11,9380 





Problemas 3.5/3.6 


3.7. O diagrama tensão-deformação de uma liga de aço com 
diâmetro original de 0,5 pol e comprimento de referência de 
2 pol é mostrado na figura. Se o corpo-de-prova for carregado 
até chegar em 70 ksi, determinar a quantidade aproximada 
de recuperação elástica e o aumento permanente do com- 
primento de referência após a carga ser retirada. 


*3.8. O diagrama tensão-deformação de uma liga de aço 
com diâmetro original de 0,5 pole comprimento de referência 
de 2 pol é mostrado na figura. Determinar aproximadamente 
o módulo de elasticidade do material, a carga sobre o corpo- 
de-prova que provoca escoamento e a máxima tensão que o 
corpo-de-prova suportará. 






































€ (pol/pol) 


0,04 008 012 0,16 0,20 pa 0,28 


0 0 
O 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 


Problemas 3.7/3.8 
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3.9. O diagrama tensão-deformação de uma liga de aço com 
diâmetro original de 0,5 pol e comprimento de referência de 
2 pol é mostrado na figura. Determinar o módulo de resiliência 
e o módulo de tenacidade aproximados do material. 


6 (ksi) 



































€ (pol/pol) 
O 004 0,08 0,12 0,16 020 0,24 0,28 
O 0.0005 0.0010.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 


Problema 3.9 


3.10. O diagrama tensão-deformação de uma barra de liga 
de aço é mostrado na figura. Determinar aproximadamente 
o módulo de elasticidade, o limite de proporcionalidade, o 
limite de resistência e o módulo de resiliência. Se for aplicada 
carga à barra até uma tensão de 360 MPa, determinar a 
deformação elástica recuperada e a deformação permanente 
da barra quando for retirada a carga. 


a (MPa) 

















0510 120 00 e(mm/mm) 


GOOD DOG ODM 


Problema 3.10 


3.11. Uma barra de aço A-36 (suas propriedades são dadas 
nas tabelas no final do livro) tem comprimento de 50 pol e 
área da seção transversal de 0,7 pol, Determinar o compri- 
mento da barra se estiver submetida a uma força de tração 
de 5.000 Ib. O material tem comportamento linear-elástico. 


*312. O diagrama tensão-deformação do polietileno, usado 
para revestir cabos coaxiais, é determinado pelo teste de um 
corpo-de-prova que tem comprimento de referência de 10 pol. 
Supondo que uma carga P desenvolva uma deformação de 
e = 0,024 pol/pol no corpo-de-prova, determinar o com- 
primento aproximado do corpo-de-prova, medido entre os 
pontos de referência, quando a carga for retirada. Suponha 
que o corpo-de-prova recupere-se elasticamente. 

















P 

















0 e (pol/pol) 
O 0,008 0,016 0,024 0,032 0,040 0,048 


Problema 3.12 


3.13. A mudança de peso de uma aeronave é determinada 
pela leitura do extensômetro A instalado no suporte de 
alumínio da roda da aeronave. Antes que a aeronave seja 
carregada, a leitura do extensômetro no suporte é e, = 0,00100 
pol/pol e após o carregamento é e = 0,00243 pol/pal. 
Determinar a mudança da força no suporte se a área da seção 


transversal desse suporte é de 3,5 pol. E, = 10(10º) ksi. 





Problema 3.13 


3.14, Adicionando plasticantes ao cloreto de polivinil, é 
possível reduzir sua rigidez. Os diagramas tensão-defor- 
mação para três tipos desse material, indicando tal efeito, são 
mostrados a seguir. Especificar o tipo que deve ser usado na 
fabricação de uma haste com 5 pol de comprimento e 2 pol 
de diâmetro, exigida para suportar uma carga axial de pelo 
menog 20 kip e que também deve ser esticada no máximo 
4 pol. 


o (ksi) 














e (pol/pol) 


0 0,10 


0,20 0,30 


Problema 3.14 
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3.15. Uma barra com comprimento de 5 pole área da seção 
transversal de 0,07 poľ está submetida a uma força axial de 
8.000 Ib. Se a barra estica 0,002 pol, determinar o módulo de 
elasticidade do material. O material tem comportamento 
linear-elástico. 






8.000 1b 8.000 1b 





5 5 pal- 


Probiema 3.15 


*3.16. Um corpo-de-prova com comprimento original de 
1 pé tem diâmetro de 0,5 pol e está submetido a uma força 
de 500 Ib. Quando a força é aumentada de 500 para 1.800 lb, 
o corpo-de-prova alonga-se 0,009 pol, Determinar o módulo 
de elasticidade do material se este permanecer com compor- 
tamento linear-elástico. 


3.17. Um elemento estrutural em um reator nuclear é feito 
de liga de zircônia. Se ele tiver de suportar uma carga axial 
de 4 kip, qual área sua seção transversal precisará ter? Usar 
um fator de segurança FS.= 3 em relação ao escoamento, 
Qual será a carga no elemento se ele tiver 3 pés de com- 
primento e seu alongamento for de 0,02 pol? E, = 14(10°) 
ksi, og = 57,5 ksi. O material tem comportamento elástico. 


3.18. Os arames de aço AB e AC suportam a massa de 
200 kg. Supondo que a tensão normal admissível para eles 
seja Gaam = 130 MPa, determinar o diâmetro requerido para 
cada arame. Além disso, qual será o novo comprimento do 
arame AB depois que a carga for aplicada? Supor o 
comprimento sem deformação de AB como sendo 750 mm. 
Eaço = 200 GPa. 








Prohiema 3.18 


3.19. A barra DBA é rígida e, originalmente, está na posição 
horizontal. Quando o peso W está pendurado em D, faz a 
extremidade de D deslocar-se 0,025 pol para baixo. Deter- 
minar a deformação dos arames CD e BE. Além disso, 
supondo que os arames sejam fabricados com aço A-36 e 
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tenham área da seção transversal de 0,002 pol, determinar 
o peso W. 





Problema 3.19 


*3.20. O diagrama tensão-deformação para muitas ligas 
metálicas pode ser descrito analiticamente pela equação de 
três parâmetros de Ramberg-Osgood e = (9/E) + Ko”), em 
que E, k e n são determinados por meio de medições feitas 
no diagrama. Usando o diagrama tensão-deformação mos- 
trado na figura, supor que E = 30(10º) ksi e determinar os 
outros dois parâmetros k e n; depois, por meio deles, obter 
uma expressão analítica para a curva. 




















o (ksi) 
80 TTT] 
60 E ai ii 
| | 
i 
40 + H 
20 | =——— : -l 
AL € (10Xpolipol 
01 02 03 04 0, RR adia 


Problema 3.20 


3.21. Algumas vezes, indicadores diretos de tensão são 
usados, em vez de torquímetros, para assegurar que o 
parafuso tenha a tensão especificada quando usado em 
conexões. Se a porca de um parafuso está apertada de modo 
que as seis cabeças do indicador — que originalmente 
tinham 3 mm de altura — estão esmagadas 0,3 mm, 
deixando uma área de contato de 1,5 mm? em cada cabeça, 
determinar a tensão na rosca do parafuso. O material tem 
o diagrama tensão-deformação mostrado. 
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o (MPa) 


= 
3 mm 600 
Es 450 


0,0015 


compressão 


03 e (mm/mm) 5 





L € (pol/pol) 
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Problema 3.21 


3.22. As duas barras são feitas de poliestireno, que tem o 
diagrama tensão-deformação mostrado. Se a área da seção 
transversal da barra AB for de 1,5 po? e BC for de 4 pol, 
determinar a maior força P que pode ser suportada antes 
que qualquer membro se rompa. Suponha que não ocorra 


flambagem. 


3.23. As duas barras são feitas de poliestireno, que tem o 
diagrama tensão-deformação mostrado. Determinar a área 
da seção transversal de cada barra de modo que as barras 








3 pés 








is 


A 


rompam-se simultaneamente quando a carga for P = 3 kip. 
Suponha que não ocorra flambagem. Problemas 3.22/3.23 








Quando o bloco de borracha está com- 
primido (deformação negativa), seus 
lados expandem-se (deformação posi- 
tiva). A relação entre essas deforma- 
ções é constante. 


3.6 COEFICIENTE DE POISSON 


Quando um corpo deformável é submetido a uma força axial de tração, 
não só se alonga como também se contrai lateralmente. Por exemplo, se um 
elástico é esticado, observa-se que tanto a espessura como a largura diminuem. 
Da mesma forma, uma força de compressão que atua sobre um corpo faz com 
que ele se contraia na direção da força e seus lados expandam-se lateralmente. 
Esses dois casos estão ilustrados na Figura 3.21 para uma barra com raio r e 
comprimento L. 

Quando a carga P é aplicada à barra, muda o comprimento da barra na 
quantidade ôe seu raio na quantidade 6". As deformações na direção longitudinal 
ou axial e na direção lateral ou radial são, respectivamente: 


ô č 


Elong 7 L € a7 r 


No início do século XIX, o cientista francês S. D. Poisson percebeu que na 
faixa de elasticidade a razão entre essas deformações é uma constante, visto que 
as deformações ô e 8º são proporcionais. Essa constante é denominada 
coeficiente de Poisson, v (nu), e tem valor numérico exclusivo para um material 
em particular que seja tanto homogêneo como isotrópico. Matematicamente, o 
coeficiente é expresso por: 


(3.9) 


O sinal negativo é usado porque o alongamento longitudinal (deformação 
positiva) provoca contração lateral (deformação negativa) e vice-versa. Observe 
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que essa deformação lateral é a mesma em todas as direções laterais (ou 
radiais). Além disso, ela é provocada somente pela força axial ou longitudinal; 
ou seja, nenhuma força ou tensão atua em uma direção lateral para deformar 
o material nessa direção. 

O coeficiente de Poisson é adimensional e, para a maioria dos sólidos não 
porosos, tem valor entre | e 1. Valores típicos de v para materiais estão 
relacionados nas tabelas no final do livro. Em particular, um material ideal que 
não tenha movimento lateral quando esticado ou comprimido terá v = 0. Além 
disso, será mostrado na Seção 10.6 que o valor máximo possível do coeficiente 
de Poisson é 0,5. Portanto, 0 = v = 0,5. 


Sa L 


1 > 





Tração -ô Compressão SE o 


Figura 3.21 


EXEMPLO 3.4 


Uma barra feita de aço A-36 tem as dimensões mostradas na Figura 3.22. 
Supondo que uma força axial de P = 80 kN seja aplicada a ela, determinar as 
mudanças em seu comprimento e nas dimensões de sua seção transversal depois 
de aplicada a carga. O material comporta-se elasticamente. 


P=80kN 






50 mm 


Figura 3.22 


SOLUÇÃO 
A tensão normal na barra é: 


P 8000)N 


NO ai E 6 
A Uima 1000) Pa 


O; = 


Pelas tabelas no final do livro, Eaço = 200 GPa para aço A-36; assim, a 
deformação na direção de z é: 


o. 16,0(109) Pa Pe 
E = Eao ~ 200(10°) Pa ~ 8000 9 mm/mm 
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O alongamento axial da barra é, pois: 
8: = eL, = [8o(10 9J(1,5 m) = 120 um Resposta 


Pela Equação 3.9, em que Vaço = 0,32, conforme obtido na tabela no final 
do livro, as deformações de contração em ambas as direções x e y são: 


E = € = —Vaço€z = —0,32[80(109] = —25,6 um/m 
Assim, as mudanças nas dimensões da seção transversal são: 


8, = el. = —[25,6(10 9](0,1 m) = —2,56 um Resposta 


8, = eL, = —[25,6(10" 9] (0,05 m) = —1,28 um Resposta 





3.7 DiaGRaMa TENSÃO-DEFORMAÇÃO DE 
CISALHAMENTO 


y Mostramos na Seção 1.5 que, quando um elemento do material está 
submetido a cisalhamento puro, o equilíbrio requer que sejam desenvolvidos 
esforços de cisalhamento iguais nas quatro faces do elemento. Esses esforços 
devem tanto aproximar-se como afastar-se dos cantos diagonalmente opostos 
do elemento (Figura 3.23a). Além disso, se o material for homogêneo e 
isotrópico, o esforço de cisalhamento distorcerá o elemento uniformemente 
| (Figura 3.23b). Como mencionado na Seção 2.2, a deformação por cisalhamento 
x Yyy mede a distorção angular do elemento em relação aos lados inicialmente 

localizados ao longo dos eixos x e y. 

O comportamento de um material submetido a cisalhamento puro é 
estudado em laboratório por meio de corpos-de-prova com formato de tubos 
circulares finos, submetidos a uma carga de torção. Se forem medidos o torque 
aplicado e o ângulo de torção resultante, os dados podem ser usados, com os 
métodos a serem explicados no Capítulo 5, para determinar o esforço e a 
deformação de cisalhamento e, assim, construir o diagrama tensão-deformação. 
Um exemplo do diagrama para material dúctil é mostrado na Figura 3.24. Como 
no teste de tração, o material, quando submetido a cisalhamento, exibirá com- 
portamento linear-elástico e terá limite de proporcionalidade T bem definido. 

x Ocorrerá também endurecimento por deformação até que seja atingido o limite 
de resistência ao cisalhamento 7,. Finalmente, o material começará a perder sua 
resistência de cisalhamento até alcançar o ponto em que ocorre a ruína do 
material (fratura, falha), Tu. 

Para a maioria dos materiais de engenharia, como o que acabamos de 
descrever, o comportamento elástico é linear e, desse modo, a lei de Hooke 
para cisalhamento é expressa por: 





(a) 








Figura 3.23 








| r= Gy | (3.10) 
M- l | 
Tru Nesse caso, G é denominado módulo de elasticidade ao cisalhamento ou 
A módulo de rigidez. Seu valor é medido pelo declive da reta do diagrama 7—y, 
Í ou seja, G = Tp/Yip: Valores típicos para materiais de engenharia estão 
| relacionados nas tabelas no final do livro. Observe que as unidades de medida 
61) | de G são as mesmas que as de E (Pa ou psi), visto que y é medido em radianos, 
| | | uma grandeza adimensional. 
Tp 7 add 


Na Seção 10.6 será mostrado que as três constantes do material (Eve G) 
Figura 3.24 são, na verdade, relacionadas pela equação: 
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ee eia 
“2d +) | (3-11) 


| & 
| 
Como E e G são conhecidos, o valor de v pode ser determinado por essa 
equação em vez de por medição experimental. Por exemplo, no caso do aço 
A-36, Eaço = 29(10º) ksi e Gaco = 11,0(10°), de modo que, pela Equação 3.11, 
Vaço = 0,32. 





Um corpo-de-prova de liga de titânio é testado em torção, e o diagrama 
tensão-deformação de cisalhamento é mostrado na Figura 3.254. Determinar o 
módulo de cisalhamento G, o limite de proporcionalidade e o limite de 
resistência ao cisalhamento. Determinar também a distância máxima d que o 
topo de um bloco desse material, mostrado na Figura 3.25b, pode ser deslocado 
horizontalmente se o material comporta-se elasticamente quando submetido à 
força de cisalhamento V. Qual é a intensidade de V (força cortante ou de 
cisalhamento) necessária para provocar o deslocamento? 


SOLUÇÃO 


Módulo de Cisalhamento. Esse valor representa o declive da porção reta 
de OA do diagrama 7. As coordenadas do ponto A são (0,008 rad, 52 ksi). 
Então: 


—  S2ksi 
0,008 rad 


A equação da reta OA é, portanto, r = 6.500y, que é a lei de Hooke para 
cisalhamento. 


= 6.500 ksi Resposta 


Limite de Proporcionalidade. Por inspeção, o gráfico deixa de ser linear no 
ponto 4, Assim, 

Tip = 52 ksi Resposta 
Limite de Resistência ao Cisalhamento. Esse valor representa o esforço 
de cisalhamento máximo, ponto B. Pelo gráfico, 

Te = 73 ksi Resposta 


Deslocamento Elástico Máximo e Força de Cisalhamento. Como a 
deformação de cisalhamento máxima é 0,008 rad, um ângulo muito pequeno, 
o topo do bloco da Figura 3.25b será deslocado horizontalmente: 


d 
2 pol 
d = 0,016 pol Resposta 


tg(0,008 rad) = 0,008 rad = 


A tensão de cisalhamento média correspondente no bloco é 7, = 52 ksi. 
Assim, a força de cisalhamento V requerida para provocar o deslocamento é: 


at, = — V 
Tma = E po) 


V = 624 kip Resposta 





O Yp = 0,008 %=0,54 0,73 


(a) 





(b) 
Figura 3.25 


e a creo 
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O corpo-de-prova de alumínio mostrado na Figura 3.26 tem diâmetro 
do = 25 mm e comprimento de referência Ly = 250 mm. Supondo que uma 


165 kN força de 165 kN alongue o comprimento de referência em 1,20 mm, determinar 
| o módulo de elasticidade. Determinar também quanto o diâmetro do corpo- 
de-prova contrai-se. Supor Ga; = 26 GPa e o, = 440 MPa. 


SOLUÇÃO 
Módulo de Elasticidade. A tensão normal média no corpo-de-prova é: 


+ P 165(10*) N 











=— = = 1 MP 
ano o e Ae 
i e a deformação normal média é: 
do A f- 7º 
ô _ 1,20 mm 
a = 4 
e 0mm 0,00480 mm/mm 





Como g< gg = 440 MPa, o material comporta-se elasticamente. O 
módulo de elasticidade é: 


oœ 336,1(109) Pa 


Ea = p = ” 000480 | = 70,0 GPa Resposta 
| Contração do Diâmetro. Primeiro vamos determinar o coeficiente de 
Poisson para o material usando a Equação 3.11. 
165 KN 
; E 
Figura 3.26 G= 2145) 
70,0 GPa 
26 GPa = 7 
K 2(1 +v») 
v = 0,346 


Como &ong = 0,00480 mm/mm, então, pela Equação 3.9, 


i Elat 
y= -—=— 
Elong 


Elat 
0.346 0,00480 mm/mm 


eia = — 0,00166 mm/mm 





A contração do diâmetro é, portanto: 
ô’ = (0,00166)(25 mm) 
= 0,0415 mm Resposta 





*3.8 Farma DE MATERIAIS DEVIDO À 
FLUÊNCIA E À FADIGA 


As propriedades mecânicas de um material foram discutidas até este ponto 
apenas quanto a cargas estáticas ou aplicadas vagarosamente e a temperatura 
constante. Em alguns casos, porém, o elemento é usado em um ambiente em 
que as cargas têm de ser suportadas durante longos períodos e a temperaturas 
elevadas ou, em outros casos, o carregamento é repetido ou aplicado em ciclos. 
Não consideraremos tais efeitos neste livro, apesar de mencionarmos breve- 
mente como se determina a resistência de um material em tais condições, visto 
elas terem tratamento especial em projetos. 
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Fluência. Quando um material tem de suportar uma carga por um período 
muito longo, continua a deformar-se até que ocorre ruptura súbita ou sua 
utilidade fica prejudicada. Essa deformação permanente que depende do tempo 
é conhecida como fluência. Em geral, a fluência é considerada quando metais 
e cerâmicas são usados para membros estruturais ou peças mecânicas sujeitas 
a temperaturas altas. Entretanto, para alguns materiais, tais como polímeros e 
materiais compostos — inclusive madeira ou concreto —, a temperatura não 
é um fator importante, mas ainda assim a fluência ocorre estritamente devido 
ao longo tempo de aplicação da carga. Como exemplo típico, consideremos o 
fato de que um elástico não volta à sua forma original depois que é solto de 
uma posição esticada, na qual foi mantido por um período muito longo. 
Portanto, de modo geral, tanto tensão quanto temperatura desempenham um 
papel importante na taxa de fluência. 

Para finalidades práticas, quando a deformação lenta torna-se importante, 
um material é projetado, em geral, para resistir a uma deformação por fluência 
durante certo período. A esse respeito, uma propriedade mecânica importante 
usada no projeto de clementos submetidos à fluência é o limite de fluência. 
Esse valor representa a maior tensão inicial que o material suporta durante 
um tempo especificado sem sofrer certa quantidade de deformação por 
fluência. A resistência à fluência varia com a temperatura e, no projeto, devem 
ser especificadas uma dada temperatura, a duração da carga e a fluência 
admissível. Por exemplo, foi sugerido para o aço de parafusos e tubulações uma 
deformação por fluência de 0,1% ao ano e de 0,25% para revestimento de 
chumbo de cabos. 

Existem vários métodos para determinar o limite de fluência admissível de 
um material em particular. Um dos mais simples consiste em testar diversos corpos- 
de-prova simultaneamente sob temperatura constante, mas cada um submetido a 
uma tensão axial diferente. Medindo-se o tempo necessário para produzir tanto a 
deformação admissível como a deformação de ruptura para cada corpo-de-prova, 
monta-se a curva de tensão versus tempo. Normalmente, tais testes são conduzidos 
para um máximo de 1.000 horas. Um exemplo dos resultados para aço inoxidável 
a uma temperatura de 1.200º F e a uma fluência de 1% é mostrado na Figura 3.27. 
Como observado, o material tem limite de escoamento de 40 ksi (276 MPa) em 
temperatura ambiente (0,2% de deformação residual) e sua resistência à fluência 
em 1.000 horas é de aproximadamente og, = 20 ksi (138 MPa). 

Em geral, a resistência à fluência decresce com temperaturas mais altas ou 
com maiores tensões aplicadas. Devem ser feitas extrapolações nas curvas para 
períodos mais longos. É importante possuir certa experiência com o com- 
portamento à fluência e algum conhecimento suplementar em relação às 
propriedades de fluência do material a ser usado para se processar a extrapolação 
das curvas. Uma vez determinada a resistência à fluência, deve-se, porém, aplicar 
um fator de segurança para obter a tensão admissível apropriada para o projeto. 


Fadiga. Quando um metal é submetido a ciclos repetidos de tensão ou 
deformação, há uma quebra de sua estrutura, o que leva à ruptura. Tal compor- 
tamento é chamado fadiga e, geralmente, é responsável por uma grande 
porcentagem de falhas em bielas e virabrequins de motores; pás de turbinas a 
vapor e a gás; encontros ou apoios de pontes; rodas e eixos de vagões; e outras 
peças sujeitas a carregamento cíclico. Em todos esses casos, ocorre ruptura com 
um esforço menor que o limite de escoamento do material. 

Aparentemente, essa falha deve-se ao fato de que existem regiões micros- 
cópicas, em geral na superfície do membro, onde a tensão localizada torna-se 
muito maior do que a tensão média que atua sobre a seção transversal. Como 
a tensão maior é cíclica, leva à formação de fissuras. A ocorrência dessas trincas 
provoca aumento de tensão em suas extremidades ou fronteiras, o que, por sua 
vez, provoca aumento do tamanho das trincas no material à medida que a 
tensão continua a ser aplicada ciclicamente. Por fim, a área da seção transversal 


x 


0 





A aplicação de carga por prazo longo 
no cabo deste poste fez com que ele en- 
tortasse devido à fluência (aplicação 
de cargas por longos períodos ou em 
temperaturas extremas). 
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Figura 3. 





O projeto de rodas gigantes de par- 
ques de diversão requer consideração 
cuidadosa das cargas que provocam 
fadiga. 
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do elemento é reduzida a um ponto em que a carga não pode mais ser suportada 
e, como resultado, ocorre a ruptura súbita. O material, apesar de dúctil, 
comporta-se como se fosse frágil. 

A fim de especificar a resistência segura para um material metálico sob 
carregamento cíclico, é necessário determinar um limite abaixo do qual não seja 
detectada evidência de falha após se aplicar a carga especificada durante 
determinado número de ciclos. Essa tensão limitante é denominada limite de 
fadiga. Corpos-de-prova são, cada um, submetidos a uma tensão máxima 
especificada e levados à ruptura em uma máquina de teste para essa finalidade. 
Os resultados são montados em um gráfico no qual as ordenadas representam a 
tensão S (ou o), c a abscissa é o número de ciclos até a ruptura N. Esse gráfico é 
denominado diagrama S-N ou diagrama tensão-ciclo; em geral, os valores de N 
são construídos em escala logarítmica porque, em geral, são bastante altos. 

A Figura 3.28 mostra exemplos de diagramas S-N de dois metais comuns 
na engenharia. O limite de fadiga é a tensão para a qual o gráfico S-N torna- 
se horizontal ou assintótico. Como se pode observar, o aço tem um valor bem 
definido de (Sidaco = 27 ksi (186 MPa). Para o alumínio, porém, o limite de 
fadiga não é tão bem definido e, desse modo, é normalmente especificado como 
500 milhões de ciclos, (Sza; = 19 ksi (131 MPa). Os valores típicos dos limites 
de fadiga para vários materiais de engenharia são informados em manuais. Uma 
vez obtido um valor particular, supõe-se que para qualquer tensão abaixo desse 
valor a vida útil é infinita e, portanto, não se leva mais em consideração o 
número de ciclos até a falha. 


S ksi) 
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Diagrama S-N para aço e ligas de alumínio 
(o eixo N tem escala logarítmica) 


Figura 3.28 


Pontos IMPORTANTES 


e O coeficiente de Poisson, v, mede a deformação lateral de um material homogêneo e isotrópico em relação à 


sua deformação longitudinal. Geralmente, essas deformações têm sinais contrários, isto é, se uma for alonga- 
mento, a outra será contração. 


O diagrama tensão-deformação de cisalhamento é um gráfico da tensão de cisalhamento versus deformação de 
cisalhamento. Se o material for homogêneo e isotrópico e também linear-elástico, o declive da curva na região 
elástica é chamado módulo de rigidez ou módulo de cisalhamento, G. 


Há uma relação matemática entre G, E e v. 


Fluência é a deformação de um material relacionada com o tempo para a qual a tensão e/ou a temperatura de- 
sempenham papel importante. Os elementos são projetados para resistir aos efeitos da fluência com base em 
seu limite de fluência, isto é, a maior tensão inicial a que o material pode resistir durante um período de tempo 
especificado sem provocar uma deformação por fluência especificada. 


Ocorre fadiga nos metais quando a tensão ou a deformação é cíclica. Isso provoca a ocorrência de fratura frágil. 
Os elementos são projetados para resistir à fadiga, assegurando que a tensão no elemento não excede seu limite 
de fadiga. Esse valor é determinado no diagrama S-N como a tensão máxima a que o elemento pode resistir 
quando submetido a uma quantidade de ciclos de carregamento especificada. 
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Ê PROBLEMAS 


*3.24. A haste plástica é feita de Kevlar 49 e tem diâmetro 
de 10 mm. Supondo que lhe seja aplicada uma carga axial de 
80 kN, determinar as mudanças em seu comprimento e em seu 
diâmetro. 





100 mm -| 


80 kN j 80 kN 
E u 1? 


Problema 3.24 


3.25. O apoio consiste de três chapas rígidas acopladas por 
meio de dois calços de borracha posicionados simetrica- 
mente. Supondo que seja aplicada uma força vertical de 50 N 
à chapa A, determinar o deslocamento vertical aproximado 
dessa chapa causado por deformações de cisalhamento na 
borracha. Cada calço tem dimensões de 30 mm e 20 mm na 
seção transversal. Gorr = 0,20 MPa. 





ii 


Problema 3.25 


3.26. Um pequeno bloco cilíndrico de bronze C86100, com 
diâmetro original de 1,5 pol e comprimento de 3 pol, é 
colocado em uma máquina de compressão e comprimido até 
que seu comprimento se torna 2,98 pol. Determinar o novo 
diâmetro do bloco. 


3.27. Um pequeno bloco cilíndrico de alumínio 6061-T6, 
com diâmetro original de 20 mm e comprimento de 75 mm, 
é colocado em uma máquina de compressão e comprimido 
até que a carga axial aplicada seja de 5 kN. Determinar (a) 
o decréscimo de seu comprimento e (b) seu novo diâmetro. 


*3,28. A região elástica do diagrama tensão-deformação de 
uma liga de aço é mostrada na figura. O corpo-de-prova do 
qual foi obtido tinha 13 mm de diâmetro inicial e 50 mm de 
comprimento de referência. Quando a carga aplicada ao 
corpo-de-prova é 50 kN, o diâmetro é 12,99265 mm. De- 
terminar o coeficiente de Poisson para o material. 


o (MPa) 


400 


0,002 e (mm/mm) 


Problema 3.28 


3.29. O bloco é feito de titânio Ti-6A1-4V, está submetido 
a uma compressão de 0,006 pol ao longo do eixo y e sua forma 
sofre torção de 8 = 89,7º. Determinar €y, 6, € Yyy. 
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Problema 3.29 


3.30. A região elástica do diagrama tensão-deformação de 
uma liga de aço é mostrada na figura. O corpo-de-prova do 
qual foi obtido tinha 13 mm de diâmetro inicial e 50 mm de 
comprimento de referência, Supondo que seja aplicada uma 
carga P = 20 kN ao corpo-de-prova, determinar seu diâmetro 
e comprimento de referência. Supor também que v = 0,4. 


o (MPa) 


7 
| 


0,002 





€ (mm/mm) 


Problema 3,30 


3.31. O diagrama tensão-deformação de cisalhamento de 
uma liga de aço é mostrado na figura. Supondo que um 
parafuso com 0,25 pol de diâmetro seja feito desse material 
e usado na junta de sobreposição, determinar o módulo de 
elasticidade E e a força P necessária para provocar escoa- 


mento do material. Suponha que v = 0,3. 


T(ksi) 


T 


0,004 





y (rad) 


>P 


Probiema 3.31 
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*3,32. Uma mola de cisalhamento é feita de dois blocos de 
borracha, cada um com altura A, largura b e espessura a. Os 
blocos estão presos a três chapas como mostrado. Supondo 
que as chapas sejam rígidas e o módulo de cisalhamento da 
borracha seja G, determinar o deslocamento da chapa À caso 
lhe seja aplicada uma carga vertical P. Supor, também, que o 
deslocamento seja pequeno, de modo que ô = a tg y = ay. 





ra 


Problema 3,32 


3.33. Uma mola de cisalhamento é feita prendendo-se a 
coroa anular de borracha a um anel fixo e a um bujão. 
Quando é aplicada uma carga P ao bujão, demonstrar que o 
declive no ponto A da borracha é d,/d, = -tg y = 
—tg[P/(2m7hGr)). Para ângulos pequenos podemos escrever 
d,/d, = —[P/(2mhGr)]. Integrar a expressão e calcular a 
constante de integração usando a condição y = O para f = ro. 
Com o resultado, calcular a deflexão y = ê do bujão. 


Pp 





Problema 3.33 


E PROBLEMAS DE REVISÃO E 


3.34. O cabeçote H está acoplado ao cilindro de um com- 
pressor por seis parafusos de aço. Supondo que a força de 
aperto em cada parafuso seja de 800 Ib, determinar a 
deformação normal nos parafusos. Cada parafuso tem É pol 
de diâmetro. Se op = 40 ksi e Esço =29(10°) ksi, qual será a 
deformação de cada parafuso quando a porca for desatar- 
raxada de modo que a força seja retirada? 


£ 





Problema 3.34 


3.35. A pedra tem massa de 800 kg e centro de gravidade em 
G. Ela repousa sobre um calço em A e sobre um rolete em 
B.O calço é fixo no chão e tem altura comprimida de 30 mm, 
largura de 140 mm e comprimento de 150 mm. Supondo que 
o coeficiente de atrito estático entre o calço e a pedra seja 
He = 0,8, determinar o deslocamento horizontal aproximado 
da pedra provocado por deformações de cisalhamento no 
calço, antes que a pedra comece a deslizar. Supor, ainda, que 
a força em A atue a 1,5 m de G como mostrado. O calço é 
feito de um material que tem E = 4 MPa e v = 0,35. 






BI-1,25m--— 1,5m—+4A 


Problema 3.35 


*3.36. O tubo rígido é apoiado por um pino em A e um cabo 
de aço A-36 AB. Supondo que o cabo possua 0,2 pol de 
diâmetro, determinar quanto estica quando uma força 
P = 300 lb atua sobre o tubo. O material permanece elástico. 








Problema 3.36 


Cap.3 


3.37. O tubo rígido é apoiado por um pino em A e um cabo 
de aço A-36 AB. Supondo que o cabo possua 0,2 pol de 
diâmetro, determinar a força P se a extremidade B for 
deslocada 0,10 pol para a direita. Eco = 29(10º) ksi. 








Problema 3.37 


3.38. O parafuso de 8 mm de diâmetro é feito de uma liga 
de alumínio. Está instalado em uma luva de magnésio que 
possui diâmetro interno de 12 mm e diâmetro externo de 
20 mm. Supondo que os comprimentos originais do parafuso 
e da luva sejam, respectivamente, 80 mm c 50 mm, determinar 
as deformações da luva e do parafuso se a porca for apertada 
de modo que a força no parafuso seja de 8 KN. Suponha que 
o material de A é rígido. E = 70 GPa, Emg = 45 GPa. 


30 mm 








Problema 3,38 


3.39. Foi realizado um teste de tração em um corpo-de- 
prova de aço com diâmetro de 0,503 pol e comprimento de 
referência de 2,00 pol. Os dados estão relacionados na tabela 
a seguir. Construir o diagrama tensão-deformação e deter- 
minar aproximadamente o módulo de elasticidade, o limite 
de escoamento, o limite de resistência e a tensão de ruptura. 
Usar escala de 1 pol = 20 ksi e 1 pol = 0,05 pol/pol. Depois, 
refazer a região elástica com a mesma escala de tensão, porém 
com escala de deformação de 1 pol = 0,001 pol/pol. 
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Carga (kip) | Alongamento (pol) 









0 

0,0005 
0,0015 
0,0025 
0,0035 
0,0050 
0,0080 
0,0200 
0,0400 
0,1000 
0,2800 
0,4000 
0,4600 
















Problema 3.39 


*3.40. O diagrama tensão-deformação de uma resina de 
poliéster é dado na figura. Supondo que a viga rígida esteja 
apoiada por um elo AB e um poste CD, ambos feitos do 
mesmo material e submetidos a uma carga P = 80 kN, deter- 
minar o ângulo de inclinação da viga quando a carga é apli- 
cada. O diâmetro do elo é de 40 mm e o do poste é de 80 mm. 


3.41. O diagrama tensão-deformação de uma resina de 
poliéster é dado na figura. Supondo que a viga rígida esteja 
apoiada por um elo AB e um poste CD, ambos feitos do 
mesmo material, determinar a maior carga P que pode ser 
aplicada à viga antes que tanto AB como CD rompam. O 
diâmetro do elo é de 12 mm e o do poste é de 40 mm. 








e (mm/mm) 
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Problemas 3.40/3.41 
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À CARGA AXIAL 








OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


No Capítulo 1 desenvolvemos o método para en- 
contrar a tensão normal em elementos carregados 
axialmente. Neste capítulo, discutiremos como deter- 
minar a deformação desses elementos; além disso, 
desenvolveremos um método para encontrar as reações 
dos apoios quando elas não puderem ser determinadas 
apenas com a utilização das equações de equilíbrio. 
Analisaremos também os efeitos da tensão térmica, das 
concentrações de tensão, das deformações inelásticas e 
da tensão residual. 


4.1 Princípio DE SAINT-VENANT 


Nos capítulos anteriores conceituamos tensão como 
um meio para medir a distribuição de força no interior de 
um corpo e deformação como a maneira de medir a 
modificação na geometria do corpo. Mostramos também 
que a relação matemática entre tensão e deformação 
depende do tipo de material do qual o corpo é feito. Em 
particular, se o material comporta-se de maneira linear- 
elástica, então se aplica a lei de Hooke e há uma relação 


A tubulação de perfuração de petróleo suspensa no guindaste da proporcional entre tensão e deformação. 
perfurarriz está submetida a cargas e a deformações axiais ex- Partindo dessa idéia, consideremos como uma barra 


tremamente grandes. 


retangular deforma-se elasticamente quando submetida a 

uma força P aplicada ao longo de seu eixo geométrico 
(Figura 4.14). Nesse caso, a barra está fixada rigidamente em uma das extre- 
midades, c a força é aplicada por meio de um furo na outra extremidade. Devido 
ao carregamento, a barra deforma-se como indicado pelas distorções das retas, 
antes horizontais e verticais, da grelha nela desenhada. Observe a deformação 
localizada que ocorre em cada extremidade. Tal efeito tende a diminuir nas me- 
dições feitas cada vez mais longe das extremidades. Além disso, as deformações 
igualam-se e tornam-se uniformes em toda a parte central da barra. 

Como a deformação está relacionada à tensão no interior da barra, 
podemos dizer que a tensão distribui-se mais uniformemente ao longo da árca 
da seção transversal se o corte for feito longe do ponto em que a carga externa 
está aplicada. Como exemplo, consideremos o perfil da variação da distribuição 
de tensão que atua nas seções a-a, b-b e c-c, cada uma das quais mostrada na 
Figura 4.1b. Por comparação, a tensão quase atinge um valor uniforme na seção 
c-c, suficientemente distante da extremidade. Em outras palavras, a seção c-c está 
suficientemente distante do ponto de aplicação de P, de modo que a deforma- 
ção provocada por P anula-se. A distância mínima da extremidade da barra em 
que essa condição ocorre é determinada por uma análise matemática bascada 
na teoria da elasticidade. 


A carga distorce as retas 
próximas a ela 


As retas localizadas longe 
da carga e do apoio 
permanecem retas 


A carga distorce as 
retas localizadas 
perto do apoio 





(a) 
Figura 4.1 


Entretanto, como regra geral, que se aplica também a muitos outros casos 
de carregamento e geometria do elemento, consideramos que essa distância 
seja pelo menos igual à maior dimensão da seção transversal sob carga. Então, 
no caso da barra da Figura 4.1b, a seção c-c deve estar localizada a uma 
distância pelo menos igual à largura (não à espessura) da barra." Essa regra 
baseia-se na observação experimental do comportamento do material e somente 
em casos especiais, como o discutido aqui, foi confirmada matematicamente. 
Deve ser observado, porém, que a regra não se aplica a todo tipo de elemento 
ou caso de carregamento. Por exemplo: membros feitos de elementos com 
paredes finas, quando submetidos a cargas que provocam deflexões grandes, 
podem criar tensões e deformações localizadas que exercem influência a 
distâncias consideráveis do ponto de aplicação da carga. 


P 





seção a-a seção b-b seção c~e seção cc 


(b) ©) 


No apoio mostrado na Figura 4.14, observe como a barra é impedida de 
reduzir sua largura, provavelmente devido ao alongamento lateral — conse- 
quência do ‘efeito Poisson” discutido na Seção 3.6. Pelos mesmos argumentos 
expostos anteriormente, podemos demonstrar, todavia, que a distribuição de 
tensão no apoio também se equilibra e se torna uniforme na seção transversal 
a uma distância pequena do apoio; além disso, a intensidade da força resultante 
criada pela distribuição de tensão é igual a P. 

O fato de a tensão c a deformação comportarem-se dessa maneira é 
denominado princípio de Saint-Venant, porque foi observado primeiro pelo 
cientista francês Barré de Saint-Venant em 1855. Essencialmente, o princípio 
diz que a tensão e a deformação produzidas em pontos do corpo sufi- 
cientemente distantes da região de aplicação da carga serão as mesmas 


! Quando a seção c-c tem essa localização, a teoria da elasticidade prediz que a tensão máxima é 
Omáx = 1020mea- 
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my 


Oméd 





Observe como as retas nesta mem- 
brana de borracha se distorcem quando 
ela é esticada. As distorções locali- 
zadas dos engastes alisam-se, como 
esperado, devido ao princípio de Saint- 
Venani. 
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produzidas por quaisquer cargas aplicadas que tenham a mesma resultante 
estaticamente equivalente e que sejam aplicadas na mesma região do corpo. 
Por exemplo: se duas forças P/2 aplicadas simetricamente atuam sobre uma 
barra (Figura 4.1c), a distribuição de tensão na seção c-c, suficientemente 
afastada dos efeitos localizados dessas cargas, será uniforme e, portanto, 
equivalente a amea = P/A como antes. 

Em resumo, não precisamos considerar as distribuições de tensão 
complexas que possam realmente desenvolver-se nos pontos de aplicação da 
carga ou nos apoios quando estudamos a distribuição de tensão em um corpo 
em seções suficientemente distantes dos pontos de aplicação da carga. O 
princípio de Saint-Venant afirma que efeitos localizados provocados por qual- 
quer carga que atua sobre o corpo dissipam-se ou ajustam-se nas regiões 
suficientemente distantes da carga. Além disso, a distribuição de tensão re- 
sultante nessas regiões será a mesma provocada por qualquer outra carga 
estaticamente equivalente aplicada ao corpo na mesma área. 


4,2 Derormação ELÁSTICA DE UM ELEMENTO COM 
CARREGAMENTO AXIAL 


Usando a lei de Hooke e as definições de tensão e deformação, de- 
senvolveremos uma equação para determinar a deformação elástica de um 
elemento submetido a cargas axiais. Para gencralizar a demonstração, con- 
sideremos a barra mostrada na Figura 4.24, barra essa cuja área varia gra- 
dualmente ao longo do comprimento L. A barra está submetida a cargas 
concentradas em suas extremidades e a uma carga externa variável distribuída 
ao longo de seu comprimento. Essa carga distribuída representa, por exemplo, 
o peso de uma barra vertical ou as forças de atrito que atuam na superfície da 
barra. Queremos calcular o deslocamento relativo ô (delta) de uma extre- 
midade da barra em relação à outra extremidade provocado pelo carregamento. 
Na análise que se segue, desprezaremos as deformações localizadas que 
ocorrem nos pontos de carga concentrada e onde a seção transversal muda 
subitamente. Como observado na Seção 4.1, os efeitos ocorrem em regiões 
pequenas do comprimento da barra e, portanto, pouco influirão no resultado 
final. Em sua maior parte, a barra deforma-se uniformemente, de modo que a 
tensão normal distribui-se uniformemente pela seção transversal. 

Usando o método das seções, um elemento infinitesimal de comprimento 
dx e área da seção transversal A(x) é isolado da barra em uma posição arbitrá- 
ria x. O diagrama de corpo livre desse elemento é mostrado na Figura 4.2b. A 
força axial interna resultante é representada por P(x), uma vez que o carre- 
gamento externo faz com que ela varie ao longo do comprimento da barra. A 
carga P(x) deformará o elemento para a forma indicada pelo contorno 
tracejado e, portanto, o deslocamento de uma extremidade do elemento em 
relação à outra será dô. A tensão e a deformação do elemento são: 


— PO) _ dê 
TAG) E “a 





Desde que essas quantidades não excedam o limite de proporcionalidade, 
podemos relacioná-las usando a lei de Hooke. Ou seja: 


q = Ee 

Px) _ d8 
A(x) E (3è) 
_ P(x) dx 
“AQE 





dê 





Pi 





(a) 


Figura 4.2 


Devemos integrar essa expressão em todo o comprimento L da barra para 
encontrar o deslocamento requerido da extremidade, o que produz: 


| im = P) dx | 


41 
o AQ) E | (4.1) 
onde: 
ô = deslocamento de um ponto da barra em relação a outro 
L = distância entre os pontos 
P(x) = força axial interna da seção, localizada a uma distância x de uma 


extremidade 
A(x) = área da seção transversal da barra expressa em função de x 
E módulo de elasticidade do material 


Carga Constante e Área da Seção Transversal. Em muitos casos, a barra 
tem área da seção transversal constante A; o material será homogêneo, logo 
E é constante. Além disso, se uma força externa constante for aplicada em cada 
extremidade (Figura 4.3), então a força interna P ao longo de todo o com- 
primento da barra também será constante. Integrando-se a Equação 4.1, 
obtém-se: 


(42) 





Se a barra for submetida a diversas forças axiais diferentes ou, ainda, a 
área da seção transversal ou o módulo de elasticidade mudarem abruptamente 
de uma região para outra da barra, a equação anterior poderá ser aplicada a 
cada segmento da barra em que essas quantidades sejam todas constantes. O 
deslocamento de uma extremidade da barra em relação à outra é então deter- 
minado pela adição algébrica dos deslocamentos de cada segmento. Nesse caso: 


(4.3) 











Figura 4.3 
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m> P, roa hm 
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1 
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(b) 





O deslocamento veriical no topo 
dessas colunas depende da carga apli- 
cada na cobertura e da laje acoplada 
ao seu ponto central. 
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+P r- 

da = t 
H 
+ô 


Convenção de sinal positivo para P e ô 


Figura 4.4 


Convenção de Sinais. A fim de aplicar a Equação 4.3, devemos estabelecer 
uma convenção de sinais para a força axial interna e para o deslocamento de 
uma extremidade da barra em relação à outra. Nesse sentido, consideraremos 
ambos, força e deslocamento, como positivos se provocarem, respectivamente, 
tração e alongamento (Figura 4.4), ao passo que força e deslocamento serão 
negativos se provocarem compressão e contração, respectivamente. 

Como exemplo, consideremos a barra mostrada na Figura 4.5a. As forças 
axiais internas P são determinadas pelo método das seções para cada segmento 
(Figura 4.5b). Elas são Pap = +5 kN, Pac = —3 KN, Pep = —7 kN. A variação 
da carga axial é mostrada no diagrama de força axial (ou normal) da barra 
(Figura 4.5c). Aplicando a Equação 4.3 para obter o deslocamento da ex- 
tremidade A em relação à extremidade D, temos: 








8 se = G kN) Las + (3 KN) Lec 4 (—7 KN) Lep 
AD DAE AE AE AE 





Se os outros dados forem substituídos c obtivermos uma resposta positiva, 
isso significará que a extremidade A afasta-se da extremidade D (a barra 
alonga), enquanto o resultado negativo indicará que a extremidade A move-se 
na direção da extremidade D (a barra encurta). A notação com duplo subscrito 
é usada para indicar tal deslocamento relativo (d4/p); entretanto, se o deslo- 
camento tiver de ser determinado em relação a um ponto fixo, então será usado 
apenas um subscrito simples. Por exemplo, se D estiver localizado em um apoio 


fixo, então o deslocamento calculado será denotado simplesmente por ô4. 


Pag =5kN 


5KN A 





5 kN 7kN 
o msm 
A B g D 
|- Lap + Lec l Lep -| 
(a) 
P(kN) 








8kN 
— rem 6*— Pac =3KN 5 
B 


5kN A 








Fe = TN — Et 7 KN 
D 


(b) 


PONTOS IMPORTANTES 


Figura 4.5 


e O princípio de Saint-Venant estabelece que tanto a deformação como a tensão, que ocorrem nas regiões de apli- 


cação de carga ou nos apoios, 


tendem a ajustar-se a uma distância suficientemente grande dessas regiões. 


e O deslocamento de um elemento com carga axial é determinado relacionando-se a carga aplicada com a tensão 


por meio da expressão o = P 


/A,e a deformação pela expressão e = dô/dx. Finalmente, as duas equações são 


combinadas pela lei de Hooke, o = Ee, o que resulta na Equação 4.1. 


e Como a lei de Hooke é usada no desenvolvimento da equação de deslocamento, é importante que a carga não 
provoque escoamento do material e que esse material seja homogêneo e comporte-se de mancira lincar-elástica. 
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PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


e O deslocamento relativo entre dois pontos A e B em um elemento com carga axial é determinado aplicando-se 
a Equação 4.1 (ou 4.2). A aplicação requer os passos seguintes. 


Força Interna. 


Usar o método das seções para determinar a força axial interna P no elemento. 


Se a força variar ao longo do comprimento do elemento, o corte será feito em uma localização arbitrária, dis- 
tante x de uma das extremidades do elemento, e a força expressa em função de x, ou seja, P(x). 


Se várias forças externas constantes atuam sobre o elemento, a força interna em cada segmento do elemento, 
entre quaisquer duas forças externas, deve então ser determinada. 


Em qualquer segmento, uma força de tração interna é positiva e uma força de compressão interna é negativa. 
Por conveniência, os resultados do carregamento interno são mostrados graficamente construindo-se o dia- 
grama de força normal. 


Deslocamento. 


e Quando a área da seção transversal do elemento varia ao longo de seu eixo, deve ser expressa em função de 
sua localização x, isto é, A(x). 


Se a área da seção transversal, o módulo de elasticidade ou a carga interna mudam subitamente, a Equação 4.2 
deve ser aplicada a cada segmento nos quais essas grandezas sejam constantes. 


Ao substituir os dados nas equações 4.1 a 4.3, certifique-se de usar o sinal adequado de P; cargas de tração são 
positivas, e cargas de compressão são negativas. Use também um conjunto de unidades consistente. Em qual- 
quer segmento, se o resultado calculado for uma quantidade numérica positiva, isso indica alongamento; se for 
negativa, indica contração. 





A barra composta de aço A-36 mostrada na Figura 4.6a está composta por 
dois segmentos, AB e BD, com áreas da seção transversal Aus = 1 pol e Agp 
= 2 poľ. Determinar o deslocamento vertical da extremidade A e o 
deslocamento de B em relação a C. 





15 
o pgi 
|4kip  4kip) |4kip Ea 


| 
Po =15kip 1) 











4 8 kip 
id é 
Psc =7 kip Eoo 
LS 
` A 3,5 
3 
Rp=9kip [ 
(a) b) 
-9-4,5 
SOLUÇÃO 
x(pés) 
Força Interna. Devido à aplicação das cargas externas, as forças axiais internas 
nas regiões AB, BC e CD serão diferentes. As forças são obtidas aplicando-se o (o) 


método das seções e a equação de equilíbrio da força vertical, como mostrado s 
na Figura 4.6b. Essa variação é mostrada graficamente na Figura 4.6c. Figura 4.6 
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Deslocamento. Pela tabela de propriedades no final do livro, Eaço = 29(10º) 
ksi. Pela convenção de sinais — isto é, as forças de tração internas são positivas 
e as de compressão negativas —, o deslocamento vertical de A em relação ao 
apoio fixo D é: 


E E PL [+15 kip](2 pés)(12 pol/pé) [+7 kipJ(1,5 pé)(12 pol/pé) 
^ AE (1 pop29(0) kip/pol?] (2 po)[29(10º) kip/po] 
[>9 kipJ(1 péJ(12 pol/pé) 
F (2 po®)[29(10°) kip/po?] 
= +0,0127 pol Resposta 
Sendo o resultado positivo, a barra alonga-se e, assim, o deslocamento de 


A é para cima. 
Aplicando-se a Equação 4.2 entre B e C, obtemos: 


— PreLpc 147 kipl(LS pé)U2 pol/pé) 


= = =+ 
ôg AncE 2 poP)P9(10?) Kip/poP] 0,00217 pol Resposta 


Nesse caso, B afasta-se de C, uma vez que o segmento alonga-se. 





O conjunto mostrado na Figura 4.7a consiste de um tubo de alumínio AB 
com área da seção transversal de 400 mm?. Uma haste de aço de 10 mm de 
diâmetro está acoplada a um colar rígido que passa através do tubo, Se for 
aplicada uma carga de tração de 80 kN à haste, qual será o deslocamento da 
extremidade C? Supor que Esço = 200 GPa, Ea; = 70 GPa. 








p= mem ao inca 
| = - 600 mm l E «af ===) 80 kN 
(a) 


Figura 4.7 


SOLUÇÃO 


Força Interna. O diagrama de corpo livre do tubo e da haste (Figura 4.7b) 
mostra que a haste está sujeita a uma tração de 80 kN e o tubo está sujeito a 
uma compressão de 80 kN. 

Deslocamento. Vamos primeiro determinar o deslocamento da extremidade 
C em relação à extremidade B. Trabalhando com unidades em newtons e 
metros, temos: 


PL [+80(10°) N](0,6 m) 
ce = AE n(0,005 m)?[200(10°) N/m°] 





= +0,003056 m — 
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O sinal positivo indica que a extremidade C move-se para a direita em 
relação à extremidade B, visto que a barra se alonga. 
O deslocamento da extremidade B em relação à extremidade fixa A é: 


PL [-80(10°) NJ(0,4 m) 
AE [400 mmê(109) m?/mm?][70(10º) N/m?] 


= —0,001143 m = 0,001143 m — 





ôg = 


Nesse caso, o sinal negativo indica que o tubo se encurta e, assim, B move- 
se para a direita em relação a 4. 

Como ambos os deslocamentos são para a direita, o deslocamento 
resultante de € em relação à extremidade fixa A é, pois, 


(5) ôc = ôs + qe = 0,001143 m + 0,003056 m 
= 0,00420 m = 4,20 mm — Resposta 
~ 


EXEMPLO 4.3 


Uma viga rígida AB apóia-se sobre dois postes curtos como mostrado na 
Figura 4.84. AC é feito de aço e tem diâmetro de 20 mm; BD é feito de alumínio 
e tem diâmetro de 40 mm. Determinar o deslocamento do ponto Fem AB se 
for aplicada uma carga vertical de 90 kN nesse ponto. Admitir Laço = 200 GPa, 
Ea = 70 GPa. 


SOLUÇÃO 


Força Interna. As forças de compressão que atuam sobre o topo de cada 
poste são determinadas pelo equilíbrio do elemento AB (Figura 4.8b). Essas | 
forças são iguais às forças internas em cada poste (Figura 4.8c). 300 mm 





90 kN 
200 mm , 


| 400 mm =al 





Deslocamento. O deslocamento no topo de cada poste é: 














Poste AC: 
” 90 kN 
200 mm | E, - F 
us PacLac [-60(10?) N1(0,300 m) — —286(1079) m ia f | 
2 AscEaço  m(0,010 m)[200(10º) N/m? + o 
60 kN 30 kN 
= (0,286 mm | (b) 
60 KN 30 kN 
Poste BD: y | 
| j 
PspLep [-30(10º) N](0,300 m) iý À 
Ses = = —102(10 t LS 
P AspEa (0,020 m[70(10”) N/m?] RE ym Pere Pap= 30KN 
= 0,102 mm ) 
600 mm 





O diagrama que indica os deslocamentos da linha de centro nos pontos 4, 0.102 mmf 
Be F é mostrado na Figura 4.8d. Pela proporção do triângulo sombreado, o 
deslocamento do ponto F é, portanto: 0,184 mm 







Fi=-— 400 mm B 
EE 


0,286 mm 


Ra =0,225mm | Resposta Figura 4.8 


600 mm 
e 


ôr = 0,102 mm + (0,184 mm) 
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Um elemento é feito de um material com peso específico y e módulo de 
elasticidade E. Supondo que ele tenha formato de cone e as dimensões mos- 
tradas na Figura 4.94, determinar a distância que sua extremidade é deslocada 
devido à gravidade quando cle está suspenso na posição vertical. 


SOLUÇÃO 


Força Interna. A força axial interna varia ao longo do elemento, visto que 
depende do peso W(y) de um segmento do elemento abaixo de qualquer seção 
(Figura 4.9b). Então, para calcular o deslocamento devemos usar a Equação 
4.1. Na seção localizada a uma distância y da extremidade inferior, o raio x, em 
função de y, é determinado por proporção. Isto é: 

Es RR 

E L 

O volume de um cone com raio da base x e altura y é: 


2 
T 2 0.3 
== 

314 = 372 


Como W = yV, a força interna na seção torna-se: 








2 
ar 
—— r +f25,=0; P(y) = T 
R Deslocamento. A área da seção transversal também é função de y (Figura 
4.9b). Logo, 3 
Tr 
A= mê = 


Aplicando a Equação 4.1 entre os limites y = 0 e y = L, temos: 


“(Pd o f L (ymo/31º) y`] dy 





db AQE b K(m/L)y]E 
É 
cep 
BE 
x 12 
©) sda Resposta 


Figura 4.9 a : ; 
Como verificação parcial desse resultado, observar de que maneira as 


unidades dos termos, quando canceladas, produzem o deslocamento em uni- 
dades de comprimento conforme esperado. 





Ê PROBLEMAS 


As informações sobre propriedades mecânicas dos materiais 
estão no final do livro. 







o y j 
Ss. 


E AER 






Lembrando: 1 kip = 1.000 Ib e 1 ksi = 1.000 Ib/poP. 


4.1. O navio é impulsionado pelo eixo da hélice, feito de 
aço A-36 e com 8 m de comprimento, medidos da hélice ao 
mancal de encosto D do motor. Se esse eixo tiver diâmetro 
externo de 400 mm e espessura da parede de 50 mm, qual 
será sua contração axial quando a hélice exercer uma força 
de 5 KN sobre cle? Os apoios B e € são mancais. 


r——— 8m 


Problema 4.1 


4.2. Uma coluna de aço A-36 é usada para apoiar as cargas 
simétricas de dois pisos de um edifício. Determinar o 
deslocamento vertical de seu topo A se P, = 40 kip, Po = 62 
kip e a coluna tem área da seção transversal de 23,4 pol”. 


4.3. Uma coluna de aço A-36 é usada para apoiar as cargas 
simétricas de dois pisos de um edifício. Determinar as cargas 
Pı e P2 se A move-se 0,12 pol para baixo e B move-se 0,09 
pol para baixo quando as cargas são aplicadas. A coluna tem 
área da seção transversal de 23,4 pol?. 











Problemas 4.2/4.3 


“44, O cixo de bronze C86100 está submetido às cargas 
axiais mostradas. Determinar o deslocamento da extremidade 


A em relação à extremidade D se os diâmetros de cada 
segmento são das = 0,75 pol, dec = 2 pole dep = 0,5 pol. 


4.5. Determinar o deslocamento da extremidade A em 
relação à extremidade C do eixo no Problema 4.4. 


E. pés 10 pés Gs a 

kip | A | lkip | skp 

Da a a 
A 2kip B C lkip? 


Problemas 4.4/4.5 


4.6. O conjunto consiste de uma haste CB de aço A-36 e de 
uma haste BA de alumínio 6061-T6, cada uma com diâmetro 
de 1 pol. Se a haste está sujeita a uma carga axial P, = 12 kip 
em A e P, = 18 kip na conexão B, determinar o deslocamento 
da conexão B e da extremidade A. O comprimento de cada 
segmento sem alongamento é mostrado na figura. Desprezar 
o tamanho das conexões em B e C e supor que sejam rígidas. 


4.7. O conjunto consiste de uma haste CB de aço A-36 e de 
uma haste BA de alumínio 6061-T6, cada uma com diâmetro de 
1 pol. Determinar as cargas aplicadas P, e P) se A desloca-se 
0,08 pol para a direita e B desloca-se 0,02 pol para a esquerda 
quando as cargas são aplicadas. O comprimento de cada 
segmento sem alongamento é mostrado na figura. Desprezar o 
tamanho das conexões em B e C e supor que sejam rígidas. 








4 pés | 


Problemas 4.6/4.7 
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*4.8. A junta é feita de três chapas de aço A-36 ligadas pelas 
suas costuras. Determinar o deslocamento da extremidade A 
em relação à extremidade D quando a junta é submetida às 
cargas axiais mostradas. Cada chapa tem espessura de 6 mm. 


100 mm 


A E B D 
600 mm- - 
mm bagt 800 mm J 


Problema 48 









4.9. O conjunto consiste de duas barras rígidas inicialmente 
horizontais. Elas são apoiadas por pinos e pelas hastes de aço 
A-36 FC e EB, cada uma com 0,25 pol de diâmetro. Se for 
aplicada uma carga vertical de 5 kip na barra inferior AB, 
determinar o deslocamento em C, Be E. 











5 kip 

Problema 4,9 
4.10. A treliça é feita de três elementos de aço A-36 com 
400 mm? de área da seção transversal. Determinar o deslo- 


camento vertical do rolete em C quando a treliça é submetida 
à carga P = 10 kN. 


4.11. A treliça é feita de três elementos de aço A-36 com 
400 mm? de área da seção transversal. Determinar a carga P 
requerida para deslocar o rolete 0,2 mm para baixo. 


T 














Problemas 4.10/4.11 


*4.12. A carga é suportada pelos quatro arames de aço 
inoxidável 304 acoplados aos elementos rígidos AB e DC. 
Determinar o deslocamento vertical provocado pela apli- 
cação da carga de 500 Ib se os elementos estavam inicialmente 
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na horizontal. A área da seção transversal de cada arame tem 
0,025 pol’. 


4.13. A carga é suportada pelos quatro arames de aço 
inoxidável 304 acoplados aos elementos rígidos AB e DC. 
Determinar o ângulo de inclinação de cada elemento depois 
de aplicada a carga de 500 lb. Inicialmente os elementos 
estavam na horizontal, e cada arame tem 0,025 po? de área 
na seção transversal. 


E F G 








Problemas 4.12/4.13 


4.14. O sistema articulado é feito com três elementos de aço 
inoxidável 304, com 0,75 pol de área na seção transversal, 
acoplados por pinos. Supondo que seja aplicada uma força 
horizontal P = 6 kip na extremidade B do membro AB, 
determinar o deslocamento horizontal do ponto B. 


4.15. O sistema articulado é feito com três elementos de aço 
inoxidável 304, com 0,75 pol? de área na seção transversal, 
acoplados por pinos. Determinar a grandeza da força P 
necessária para deslocar o ponto B 0,08 pol para a direita. 





Problemas 4.14/4.15 


*4.16. O suporte de tubo, apoiado por molas, consiste em 
duas molas, inicialmente sem estiramento e com rigidez k = 
60 kN/m; três hastes de aço inoxidável 304, AB e CD, com 
diâmetro de 5 mm, e EF, com diâmetro de 12 mm; e uma viga 
rígida GH. Supondo que o tubo e o fluido que transporta 
tenham peso total de 4 kN, determinar o deslocamento do 
tubo quando acoplado ao suporte. 


4.17. O suporte de tubo, apoiado por molas, consiste em 
duas molas, inicialmente sem estiramento e com rigidez k = 
60 kN/m; três hastes de aço inoxidável 304, AB e CD, com 
diâmetro de 5 mm, e EF, com diâmetro de 12 mm; e uma viga 
rígida GH. Supondo que o tubo se desloque 82 mm quando 
cheio de fluido, determinar o peso do fluido. 





FE 
0,25m 0,25m 
Problemas 4.16/4.17 


4.18. O conjunto consiste em três hastes de titânio (Ti-6A1- 
4V) e uma barra rígida AC. A área da seção transversal de 
cada haste é dada na figura. Se for aplicada uma força de 6 kip 
no anel, qual será o deslocamento horizontal do ponto F? 


4.19. O conjunto consiste de três hastes de titânio (Ti-6A1- 
4V) e uma barra rígida AC. A área da seção transversal de 
cada haste é dada na figura. Se for aplicada uma força de 6 
kip no anel F, qual será o ângulo de inclinação da barra AC, 
em radianos? 





6 pés 
Problemas 4,18/4.19 


*420. A viga rígida é suportada em suas extremidades por 
dois tirantes de aço A-36. Supondo que a tensão admissível 
para o aço seja Cadm = 16,2 ksi, a carga w = 3 kip/pée x = 4 
pés, determinar o diâmetro de cada tirante de modo que a viga 
permaneça na posição horizontal quando estiver com carga. 


42. A viga rígida é suportada em suas extremidades por 
dois tirantes de aço A-36. Os tirantes têm diâmetros d4g = 0,5 
pole dcp = 0,3 pol. Supondo que a tensão admissível para o 
aço seja Oaam = 16,2 ksi, determinar a intensidade da carga 
distribuída w e seu comprimento x na viga, de modo que a viga 
permaneça na posição horizontal quando estiver com carga. 








po 


Problemas 4.20/4.21 


4.22. A treliça consiste de três elementos feitos de aço 
A-36 com área da seção transversal de 0,75 pol?. Determinar 
a maior carga P que pode ser aplicada de modo que o apoio 
de rolete B não se desloque mais do que 0,03 pol. 


4.23. Resolver o Problema 4.22 quando a carga P atua em 
C verticalmente para baixo. 





Problemas 4,22/4.23 


*4.24. Os segmentos de tubos e conexões usados na per- 
furação de um poço de petróleo com 15.000 pés de pro- 
fundidade são feitos de aço A-36, que pesa 20 Ib /pé. Têm 
diâmetro externo de 5,50 pol e diâmetro interno de 4,75 pol. 
A fim de evitar que o tubo sofra flambagem devido ao pró- 
prio peso, ele é parcialmente apoiado em seu topo pelo 
guindaste da perfuratriz. Supondo que a força seja P = 299 
kip, determinar a força F do solo sobre o tubo e o alonga- 
mento do tubo para essa condição. 


4.25. Os segmentos de tubos e conexões usados na perfu- 
ração de um poço de petróleo com 15.000 pés de profun- 
didade são feitos de aço A-36, que pesa 20 Ib/pé. Têm 
diâmetro externo de 5,50 pol e diâmetro interno de 4,75 pol. 
Determinar a força P necessária para retirar o tubo, excluindo 
o atrito ao longo de seus lados e requerendo F = 0. Qual é 
o alongamento do tubo quando ele começa a ser levantado? 





Problemas 4,24/4.25 


4.26. O poste é feito de abeto Douglas e tem diâmetro de 
60 mm. Supondo que seja submetido a uma carga de 20 kN 
e o solo ofereça resistência ao atrito de w = 4 kN im, 
uniformemente distribuída ao longo de seus lados, deter- 
minar a força F em sua parte inferior necessária ao equilíbrio. 
Qual é o deslocamento do topo do poste A em relação à sua 
parte inferior B? Desprezar o peso do poste. 


4.27. O poste é feito de abeto Douglas e tem diâmetro de 
60 mm. Supondo que seja submetido a uma carga de 20 kN 
e o solo ofereça resistência ao atrito distribuída ao longo de 
seu comprimento, a qual varie linearmente de w = 0 em 
y=0aw =3kN/memy=2m, determinar a força Fem 
sua parte inferior necessária para o equilíbrio. Qual é o 
deslocamento do topo do poste A em relação à sua parte 
inferior B? Desprezar o peso do poste. 
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Problemas 4.26/4.27 


*4.28. A haste é ligeiramente cônica e tem comprimento L. 
Está suspensa do teto e suporta uma carga P em sua ex- 
tremidade. Mostrar que o deslocamento de sua extremidade 
devido a essa carga é ô = PL /(mEr>r,). Desprezar o peso do 
material. O módulo de elasticidade é E. 


4.29. Resolver o Problema 4.28 incluindo o peso do ma- 
terial, considerando que seu peso específico seja y (peso/ 
volume). 





Problemas 4.28/4.29 


4.30. Determinar o alongamento da tira de alumínio 
quando submetida a uma força axial de 30 kN. E, = 70 GPa. 


50 mm 6 mm 


15 mm 


050 N 


15 mm 


ps riral- 


<— 
30 kN 30 kN 


800 mm 





Problema 4.30 


4.31. A barra tem área da seção transversal A = 3 poľ e E 
= 35(10º) ksi. Determinar o deslocamento da extremidade 
quando a barra está submetida a uma carga distribuída, 


es w = 500x13 Ib/pol 
EE 
=== 
4 pés -| 
Problema 4.31 
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*4,32. O material do osso tem um diagrama tensão- 
deformação definido pela relação o = kEle/(1 + Ee)], onde 
k e E são constantes. Determinar a compressão do compri- 
mento L do osso, supondo que a área da seção transversal A 
seja constante. 





Problema 4.32 


4.33. O apoio é feito cortando-se os dois lados opostos de 
uma esfera com raio rọ. Supondo que a altura inicial do apoio 
seja ro/2, determinar quanto ele encurta quando suporta a 
carga P. O módulo de elasticidade é E. 





Problema 4.33 


4.34. O fundido é feito de um material com peso específico 
y e módulo de elasticidade E. Supondo que tenha a forma 
de pirâmide com as dimensões mostradas, determinar quanto 


sua extremidade é deslocada devido à gravidade quando a 
peça é suspensa na posição vertical. 





Problema 4.34 


4.35. Dois postes apóiam a viga rígida, cada um tendo 
largura d, espessura d e comprimento L. Supondo que o 
módulo de elasticidade do material A seja E, e do material 
B seja En, determinar a distância x para aplicar a força P de 
modo que a viga permaneça horizontal. 








Problema 4.35 


*4.36. Consideremos o problema geral de uma barra feita 
de m segmentos, cada um com área da seção transversal A,, 
e comprimento L,,. Supondo que haja n cargas na barra co- 
mo mostrado, escrever um programa de computador que 
possa ser usado para determinar o deslocamento da barra em 
qualquer localização específica x. Mostrar uma aplicação do 
programa usando os valores Ly = 4 pés, dı = 2 pés, P4 = 400 1b, 
A =3 pol’, L, = 2 pés, d3 = 6 pés, P = -300 lb, A2 = 1 po. 




















Problema 4.36 


a ac cg ing 


4.3 PRINCÍPIO DA SUPERPOSIÇÃO 


O princípio da superposição é geralmente usado para determinar a tensão 
ou o deslocamento em determinado ponto do elemento quando este está sujei- 
to a carregamento complexo. Ao subdividir a carga em componentes, o princípio 
da superposição afirma que, para se determinar a tensão ou o deslocamento 
resultante no ponto, é preciso encontrar primeiro a tensão ou o deslocamento pro- 


vocados pela carga do componente individual que atua separadamente sobre o 
elemento. A tensão ou o deslocamento resultante são, então, determinados 
somando-se algebricamente as contribuições provocadas pelos componentes 
individuais. 

As duas condições seguintes devem ser válidas para que o princípio da 
superposição seja aplicado. 


1. A carga deve ser linearmente relacionada à tensão ou ao deslocamento 
a determinar. Por exemplo, as equações o = P/A e = PL /AE envolvem 
relações lineares entre Pe o ou ô. 


2 A carga não deve mudar significativamente a geometria ou a confi- 
guração original do elemento. Se ocorrerem mudanças significativas, a 
direção e a localização das forças aplicadas e seus braços de momento 
mudarão e, consequentemente, a aplicação das equações de equilíbrio terá 
resultados diferentes. Como exemplo, consideremos a barra fina mostrada 
na Figura 4.104, sujeita à carga P. Na Figura 4.10b, P é substituída por dois 
de seus componentes: P = P, + P,. Se P provocar deflexão muito grande 
na haste, como mostrado, o momento da carga, Pd, em torno de seu apoio 
não será igual à soma dos momentos de suas cargas componentes: Pd + 
Pd, + Pdz, porque dı + dp + d. 


A maioria das equações que envolvem carga, tensão e deslocamento 
neste texto consiste em relações lineares entre essas grandezas. Além disso, 
os elementos ou corpos a serem considerados são tais que a carga produz 
deformações muito pequenas, a ponto de a mudança na posição e na direção 
da carga ser insignificante e poder ser desprezada. Uma exceção a essa regra 
será, no entanto, discutida no Capítulo 13. Consiste em uma coluna que su- 
porta uma carga axial equivalente à carga crítica ou de flambagem. Será 
mostrado que, quando tal carga aumenta apenas levemente, provoca grandes 
deflexões laterais na coluna, mesmo que o material permaneça linear-elástico. 
Essas deflexões, associadas a componentes de qualquer carga axial, não 
podem se sobrepor. 





Cap. 4 


CARGA AXIAL 








P P 
= m y “| = | 
—d E s À | do + 


(a) (b) 
Figura 4.10 


4.4 MEMBRO com CARGA AXIAL ESTATICAMENTE 
INDETERMINADO 


Quando uma barra fixada em uma só extremidade é submetida a uma 
carga axial, a equação de equilíbrio da força aplicada ao longo do eixo da barra 
é suficiente para encontrar a reação do apoio fixo. Um problema como esse, 
em que as reações podem ser determinadas estritamente pela equação de 
equilíbrio, é denominado estaticamente determinado. Se a barra, porém, estiver 
fixa em ambas as extremidades, como na Figura 4.11a, então ocorrem duas 
reações axiais desconhecidas (Figura 4.11b) e a equação de equilíbrio da força 
torna-se: 


103 


104 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


A Nesse caso, a barra é dita estaticamente indeterminada, visto que as 
equações de equilíbrio não são suficientes para determinar as reações. 

A fim de estabelecer uma equação adicional necessária para a solução, é 
preciso considerar a geometria da deformação. Explicitamente, uma equação 
que especifique as condições do deslocamento é denominada condição de 
compatibilidade ou cinemática. Uma condição de compatibilidade adequada 
requer que o deslocamento relativo de uma extremidade da barra em relação 
à outra extremidade seja nulo, uma vez que os apoios das extremidades são 
fixos. Podemos, então, escrever: 





B a/g =D 


Essa equação pode ser expressa em termos das cargas aplicadas usando-se 
E Fa a relação carga-deslocamento, que depende do comportamento do material. Por 
exemplo, se ocorrer comportamento linear-elástico, pode ser usado ô = PL /AE. 
Compreendendo que a força interna no segmento AC é +F, e no segmento CB 
é -Fp (Figura 4.11c), a equação de compatibilidade é escrita como: 


Fa FaLac  Folcs 


| fp AE dE o 
P 





Supondo que AE seja constante, podemos resolver as reações pelas duas 
equações anteriores, o que dá: 


, L 
F= p(+*2) e FpR= p(=2) 











Fs Fy L 
(b) (e) Ambos os resultados são positivos; assim, as reações estão mostradas 
Figura 4.11 corretamente no diagrama de corpo livre. 


Pontos IMPORTANTES 


e O princípio da superposição é usado para simplificar problemas de tensão e 
deslocamento com carregamento complexo. A aplicação consiste em subdi- 
vidir a carga em componentes e somar algebricamente os resultados. 


e A superposição requer que a carga esteja relacionada linearmente à tensão e 
ao deslocamento e que não mude significativamente a geometria original do 
elemento. 


e Um membro é estaticamente indeterminado se as equações de equilíbrio não 
forem suficientes para determinar as reações sobre ele. 





A maioria das colunas de concreto é re- 
forçada com barras de aço; como esses 
dois materiais trabalham juntos para 
suportar a carga aplicada, a coluna 
torna-se estaticamente indeterminada. 


e As condições de compatibilidade especificam as restrições que ocorrem nos 
apoios ou outros pontos do membro. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


ə As forças desconhecidas dos problemas estaticamente indeterminados são calculadas satisfazendo-se os requi- 
sitos de equilíbrio, compatibilidade e força-deslocamento do membro. 


Equilíbrio. 


e Desenhar o diagrama de corpo livre do elemento a fim de identificar todas as forças que atuam sobre ele. 


e O problema é classificado como estaticamente indeterminado se o número de reações desconhecidas no dia- 
grama de corpo livre for maior que o número de equações de equilíbrio disponíveis. 


e Escrever as equações de equilíbrio do membro. 





(Continuação) 
Compatibilidade. 
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Para estabelecer as equações de compatibilidade, desenhar o diagrama de deslocamento a fim de investigar a 
maneira como o elemento alonga-se ou contrai-se quando submetido a cargas externas. 


Expressar as condições de compatibilidade em termos do deslocamento provocado pelas forças. 


Usar uma relação carga-deslocamento, tal como 8 = PL /AE, para relacionar os deslocamentos desconhecidos 


com as reações desconhecidas. 


Resolver as equações de equilíbrio e compatibilidade para as forças de reação desconhecidas. Se qualquer das 
grandezas tiver valor numérico negativo, isso indica que tal força atua na direção oposta ao sentido apontado 
no diagrama de corpo livre. 





A haste de aço mostrada na Figura 4.12a tem diâmetro de 5 mm. É presa 
à parede fixa em A e, antes de ser carregada, mantém uma folga de 1 mm em 
relação à parede B’. Determinar as reações em A e B' se a haste for submetida 
a uma força axial P = 20 kN como mostrado. Desprezar o tamanho do colar 
C e supor que Esço = 200 GPa. 


SOLUÇÃO 


Equilíbrio. Como mostrado no diagrama de corpo livre (Figura 4.12b), admi- 

tiremos que a força P seja suficientemente grande para provocar o contato da 

extremidade B da haste com a parede B'. O problema é estaticamente 

indeterminado porque há duas incógnitas e apenas uma equação de equilíbrio. 
O equilíbrio da haste requer que: 


> 2H = 0; -F4 — Fg + 20(10°) N = 0 (1) 


Compatibilidade. A carga provoca o movimento do ponto B para B', sem 
deslocamento adicional. Portanto, a condição de compatibilidade da haste é: 
ôg JA = 0,001 m 


O deslocamento é expresso em termos das reações desconhecidas usando-se 
a relação carga-deslocamento (Equação 4.2), aplicada aos segmentos AC e CB 
(Figura 4.12c). Trabalhando com unidades em newtons e metros, temos: 


= Falac  FrLcs 








s/a = 0,001 
B/A 0, m AE 
F4(0,4 m) 
0,001 m = 
O m (00025 m)?[200(107) N /m?] 
Fp(0,8 m) 
(0,0025 m)?[200(10º) N /m?] 
ou: 


F4(0,4 m) — Fa(0,8 m) = 3.927,00 N -m (2) 
Resolvendo as equações 1 e 2, temos: 
Fa = 16,6 EN Fg = 3,39 kN Resposta 


Como a resposta de Fg é positiva, a extremidade B toca a parede B', 
como suposto inicialmente. Por outro lado, se Fg fosse uma quantidade 
negativa, o problema seria estaticamente determinado, de modo que Fp = 0 
e Fa = 20 kN. 





P=20kN 1 mm 
A io 
| 
300 mm 800 mm— 
(a) 
-P =20kN 
” L=] 5 <— F; 


(b) 


ae R 


Fy — A t F} 


(c) 


Figura 4.12 


Do 


106 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


EXEMPLO 4.6 





O poste de alumínio mostrado na Figura 4.134 é reforçado com um núcleo 





P=9kip de latão. Supondo que o conjunto suporte uma carga resultante axial de 
2 pés o = pol compressão P = 9 kip, aplicada na tampa rígida, determinar a tensão normal 
Pas SAS média no alumínio e no latão. Supor, também, que Ea = 10(10º) ksi e Ejarão = 


í 15(10°) ksi. 
| 15% SOLUÇÃO 

Equilíbrio. O diagrama de corpo livre do poste é mostrado na Figura 4.13b. 
Nesse caso, a força axial resultante na base é representada pelos componentes 
desconhecidos suportados pelo alumínio, F.,, e pelo latão, Fiação: O problema é 


estaticamente indeterminado. Por quê? 
O equilíbrio da força vertical requer que: 


a 9 kip +f EF, = 0; —9 kip + Far + Patão = O (1) 
dE Ea Compatibilidade. A tampa rígida no topo faz com que ambos, alumínio e 
Te Mi latão, desloquem-se pela mesma distância. Portanto, 


l | dal = Blatão 





Usando as relações carga-deslocamento, 














E ; , Fal FiatãoL 
| F kal Aguai = AjuãoEiatão 
ca Fa = Fiat Aa K Eal ) 
(b) Aarão IN Ejarão 
2 3 : 
Ojarao = 0,955 ksi Fa = Fiuno mí(2 pol? — (1 pol)” | iata ksi | 
G, = 0,637 ksi ; m(1 pol)? JL 15(10°) ksi 
Fa = 25 Tatão (2) 


Resolvendo as equações 1 e 2 simultaneamente, temos: 
Fa =6 kip Fiatāo =3 kip 


Como os resultados são positivos, o esforço é, na verdade, de compressão. 





© A tensão normal média do alumínio e do latão é, portanto: 
6 kip E i 
Figura 4.13 Ta = AC pol) — (1 pol 0,637 ksi Resposta 
3 kip E 
Oiatão — ml pol? = 0,955 ksi Resposta 


As distribuições da tensão são mostradas na Figura 4.13c. 





As três barras de aço A-36 mostradas na Figura 4.144 são acopladas a um 
elemento rígido por pinos. Supondo que a carga aplicada ao elemento seja de 
15 EN, determinar a força desenvolvida em cada barra. Cada uma das barras 
AB e EF tem área da seção transversal de 25 mm?, e a barra CD tem área da 
seção transversal de 15 mm’. 


SOLUÇÃO 


Equilíbrio. O diagrama de corpo livre do elemento rígido é mostrado na 
Figura 4.14b. Esse problema é estaticamente indeterminado porque há três 
incógnitas e apenas duas equações de equilíbrio disponíveis. Essas equa- 
ções são: 


+1ZF,=0; Fat Fo+ Fg- 15kKN=0 (1) 
W2Me=0, —F4(0,4 m) + 15 KN(0,2 m) + Fg(0,4 m) = 0 (2) 


Compatibilidade. A carga aplicada povocará o movimento da reta ACE 
para a posição inclinada A'C'E' mostrada na Figura 4.14c. Os deslocamentos 
dos pontos A, C e E estão relacionados pelos triângulos proporcionais. Assim, 
a equação de compatibilidade desses deslocamentos é: 


08m 04m 


la ad 
de= 0a +58 
c 9: A 2 E 


Usando a relação carga-deslocamento (Equação 4.2), temos: 





FL z 1 Fab 1 FL 
(15 mm?) Eso 5165 TAM tá | 25 aa 


Fe == 0,3F A a. 0,3FE£ 


(3) 
Resolvendo as equações 1 a 3 simultaneamente, temos: 
Fa = 9,52 kN Resposta 
Fe = 3,46 kN Resposta 
Fg = 2,02 kN Resposta 
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| di 


| oo row 


02m | 02m 








ôs E he +++ 
e E 

ds [= ôy 
A Se 


(e) 
Figura 4.14 





O parafuso mostrado na Figura 4.15a é feito de liga de alumínio 2014-T6 
e apertado de modo que comprima um tubo cilíndrico feito de liga de magnésio 
Am 1004-T61. O tubo tem raio externo de 3 pol e supõe-se que tanto seu raio 
interno como o raio do parafuso sejam de 4 pol. As arruelas nas partes superior 
e inferior do tubo são consideradas rígidas e têm espessura desprezível. A porca 
é apertada inicialmente com a força da mão; depois, é apertada com uma chave, 
dando-se mais meia volta. Se o parafuso tem 20 roscas por polegada, determinar 
a tensão nele. 


SOLUÇÃO 


Equilíbrio. Consideremos o diagrama de corpo livre de uma seção de corte 
do parafuso e do tubo (Figura 4.15b), a fim de relacionar a força no parafuso, 
Fp à do tubo, F, 

O equilíbrio requer que: 


+1 EF, = 0; F,- F,=0 (1) 


O problema é estaticamente indeterminado visto que há duas incógnitas 
nessa equação. 


(a) 
Figura 4.15 
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Compatibilidade. Quando a porca é apertada no parafuso, o tubo encurta 
ô, e o parafuso alonga-se 8, (Figura 4.15c). Como a porca sofre meia volta de 
aperto, avança uma distância de (1)(5; pol) = 0,025 pol ao longo do parafuso. 
Assim, a compatibilidade desses deslocamentos requer: 


(+1) ô = 0,025 pol — 8, 


Usando o módulo de elasticidade mostrado nas tabelas de propriedades 
no final do livro e aplicando a Equação 4.2, temos: 
F(3 pol) F3 pol) 
7 x aro = 0,025 pol 7 q 
m[(0,5 pol} — (0,25 pol)*)[6,48(10º) ksi] 17(0,25pol)*[10,6(10) ksi] 


0,78595F, = 25 — 1,4414F, (2) 











Resolvendo as equações 1 e 2 simultaneamente, obtemos: 
F, = F, = 11,22 kip 


As tensões no parafuso e no tubo são, portanto, 






Posição 











F, 11.22 ki 
final P > p ; 
= = 57,2 k R l 
Tp A, n025 pol? si esposta 
de F, 11,22 kip l 
q =— = » = 19,1 ksi 





l A, (0,5 pol? — (0,25 pol? 
- Posição 
inicial E 
As tensões são menores que os limites de escoamento tabelados de cada 
material (05)a = 60 ksi e (Tg)mg = 22 Ksi (consultar as tabelas de propriedades 


Figura 4.15 no final do livro) e, portanto, essa análise ‘elástica’ é válida. 


©) 





4.5 MÉTODO DAS FORÇAS PARA ANALISAR MEMBROS 
COM CARGA AXIAL 


Também é possível resolver problemas estaticamente indeterminados 

escrevendo a equação de compatibilidade com a superposição das forças que 
atuam no diagrama de corpo livre. Esse método de solução é em geral 
denominado método da flexibilidade ou método das forças. Para mostrar como 
é aplicado, consideremos novamente a barra da Figura 4.11a. A fim de escrever 
a equação de compatibilidade requerida, primeiro escolhemos qualquer dos 
apoios como ‘redundante’ e retiramos temporariamente seu efeito da barra. A 
palavra redundante, como usada aqui, indica que o apoio não é necessário para 
manter a barra em equilíbrio estável, de modo que, quando removido, a barra 
torna-se estaticamente determinada. Nesse caso, vamos escolher o apoio B 
L como redundante. Pelo princípio da superposição, a barra da Figura 4.16a é- 
equivalente à barra sujeita apenas à carga externa P (Figura 4.16b), mais a 
P barra sujeita apenas à carga redundante desconhecida Fg (Figura 4.16c). 
Se a carga P faz B deslocar-se para baixo uma quantidade ôp, a reação Fg 
(a) deve deslocar a extremidade B da barra para cima uma quantidade ôg, de modo 
que não ocorra deslocamento em B quando as duas cargas são superpostas. 
Assim: 


Sem deslocamento C f 
em B 








B 
Figura 4.16 (+) 0 = ôp — ôn 
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Essa equação representa a equação de compatibilidade dos deslocamentos II 
do ponto B, desde que os admitamos positivos para baixo. 





Aplicando a relação carga-deslocamento a cada caso, temos ôp = A 
PLac/AE e ôp = FgL/AE. Conseqiientemente: 
0= PL AC FpL 
z AE AE Deslocamento em 8 quando 
a força redundante p 
E em B é removida 
Fp= rec) 
L (b) 
Pelo diagrama de corpo livre da barra (Figura 4.11b), a reação em A é 
determinada pela equação de equilíbrio: 4 Jô 
+1 EF, = 0; Lac e 
» > P L +Fa—- P=0 A 


Como Les = L — Lac, então: 
Deslocamento em B 
Fen) quando apenas a força 









redundante é aplicada em B 
E 


F 7 aa P 
(e) 

Esses resultados são os mesmos obtidos na Seção 4.4, exceto que aqui 
aplicamos a condição de compatibilidade e depois a condição de equilíbrio para 
obter a solução. Observe também que o princípio da superposição pode ser 
usado nesse caso, visto que o deslocamento e a carga estão relacionados 
linearmente (8 = PL/AE), o que supõe, naturalmente, que o material com- 

porta-se de maneira linear-elástica. Figura 4.16 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 
O método das forças requer os seguintes passos. 
Compatibilidade. 


* Escolher um dos apoios como redundante e escrever a equação de compatibilidade. Para isso, relaciona-se o 
deslocamento conhecido do apoio redundante, geralmente nulo, ao deslocamento do apoio provocado apenas 
pelas forças externas que atuam sobre o elemento, somado — entenda-se a soma como uma superposição — 
(vetorialmente) ao deslocamento do apoio provocado apenas pela reação redundante que atua sobre o ele- 
mento. 


Expressar a carga externa e os deslocamentos redundantes em termos das cargas usando uma relação carga- 
deslocamento, tal como ô = PL/AE. 


Uma vez estabelecida, a equação de compatibilidade pode então ser resolvida para se encontrar a intensidade 
da força redundante. 


Equilíbrio. 


e Desenhar o diagrama de corpo livre e escrever as equações de equilíbrio apropriadas para o elemento usando 
os resultados calculados para a redundante. Resolver essas equações para determinar as outras reações. 





A haste de aço A-36 mostrada na Figura 4.17a tem diâmetro de 5 mm. 
E presa à parede fixa em A e, antes de ser carregada, mantém uma folga de 
1 mm em relação à parede B'. Determinar as reações em A e B’. 
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SOLUÇÃO 
Compatibilidade. 








S) 


1 mm- 


P =20KN 


Aqui consideraremos o apoio B’ como redundante. Usan- 
do o princípio da superposição (Figura 4.17b), temos: 


0,001 m = ôp — ôp (1) 


As deflexões ôp e ôp são determinadas pela Equação 4.2: 


[20(10º) NJ(0,4 m) 





PLac 





| Posição õp AE 
P=20kN inicial 
a, = Pelas 
— Posição Bo AE 
sa 
| (b) 








7(0,0025 m)*[200(10”) N /m2] 


~ (0,0025 m)?[200(10) N /m?] 


= 0,002037 m 


Fo(1,20 
a20 ty = 0,3056(109Fy 


Substituindo na Equação 1, obtemos: 


0,001 m = 0,002037 m — 0,3056(10" Fx 


Fp = 3,40(10°) N = 3,40 KN Resposta 
E, BON 3,40 kN 
i i di Equilíbrio. Pelo diagrama de corpo livre (Figura 4.17c), temos: 
© 
$ EF, = 0; -F4 + 20 kN — 3,40 kN = 0 Fa = 16,6 KN Resposta 


Figura 4.17 





| PROBLEMAS 


Lembrando: 1 kip = 1.000 Ib e 1 ksi = 1.000 lb/poľ. 


4.37. A coluna de aço A-36, com área da seção transversal 
de 18 po?, está embutida em concreto de alta resistência, 
como mostrado. Supondo que seja aplicada uma força de 60 
kip à coluna, determinar o esforço de compressão médio no 
concreto e no aço. Quanto a coluna encolhe? Seu compri- 
mento original é de 8 pés. 


4.38. A coluna de aço A-36 está embutida em concreto de 
alta resistência, como mostrado, Supondo que seja aplicada 
uma força de 60 kip à coluna, determinar a área requerida 
de aço para que a força seja compartilhada igualmente entre 
o aço e o concreto. Quanto a coluna encolhe? Seu com- 
primento original é de 8 pés. 


60 kip 





Problemas 4,37/4,38 


4.39. Um tubo de aço A-36 tem um núclco de alumínio 
6061-T6. Ele está submetido a uma força de tração de 
200 kN. Determinar a tensão normal média no alumínio e no 


aço devido a esse carregamento. O tubo tem diâmetro 
externo de 80 mm e diâmetro interno de 70 mm. 


o -400 mm 
o E — ~- 


Problema 4.39 


*4,40. O poste A de aço inoxidável 304 tem um diâmetro 
d = 2 pol e está envolto por um tubo B de latão C83400. 
Ambos repousam em uma superfície rígida. Se for aplicada 
uma força de 5 kip sobre a tampa rígida, qual será a tensão 
normal média desenvolvida sobre o poste e o tubo? 


4.41. O poste 4 de aço inoxidável 304 está envolto por um 
tubo B de latão C83400. Ambos repousam em uma superfície 
rígida. Supondo que seja aplicada uma força de 5 kip sobre 
a tampa rígida, determinar o diâmetro d requerido do poste 
de aço de modo que a carga seja compartilhada igualmente 
entre o poste e o tubo. 





Problemas 4.40/4,41 


4.42. A coluna de concreto é reforçada com quatro barras 
de aço, cada uma com diâmetro de 18 mm. Determinar a 
tensão normal média do concreto c do aço se a coluna está 
submetida a uma carga axial de 800 kN. Eaço = 200 GPa e 
Ec = 25 GPa. 


4.43. A coluna é construída de concreto de alta resistência e 
quatro barras de reforço de aço A-36. Supondo que ela seja 
submetida a uma força axial de 800 kN, determinar o diâmetro 
requerido de cada barra de modo que um quarto da carga seja 
suportada pelo aço e três quartos pelo concreto. 


800 kN 





300 mm 
> 


Problemas 4,42/4,43 


*444. A barra uniforme está submetida a uma carga P no 
colar B. Determinar as reações nos pinos A e C. Desprezar 
as dimensões do colar. 





Problema 4,44 


4.45. Os dois tubos são feitos do mesmo material e estão 
acoplados como mostrado. Supondo que a área da seção trans- 
versal de BC seja A e a de CD seja 24, determinar as reações 
em B e D quando a força P for aplicada na junção C. 





Problema 4.45 


4.46. O parafuso AB tem diâmetro de 20 mm e passa através 
de um cilindro com diâmetro interno de 40 mm e diâmetro 
externo de 50 mm. O parafuso e o cilindro são feitos de aço 
A-36 e estão presos aos suportes rígidos como mostrado. Se 
o comprimento do parafuso for de 220 mm e o do cilindro 
200 mm, determinar a tensão no parafuso quando for aplicada 
uma força de 50 kN aos suportes. 


— 200 mm — 


25 kN 25 kN 


25 kN 
E — 220 mm — 


Problema 4.46 
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4.47. A carga de 1.500 Ib deve ser suportada por dois arames 
verticais de aço A-36. Se, inicialmente, o arame AB tiver 50 
pol de comprimento e o arame AC tiver 50,1 pol de com- 
primento, determinar a força desenvolvida em cada arame 
depois que a carga estiver suspensa. Cada arame tem área da 
seção transversal de 0,02 pol”. 


*4.48. A carga de 15 kip deve ser suportada por dois arames 
verticais de aço A-36. Se, inicialmente, o arame AB tiver 50 
pol de comprimento e o arame AC tiver 50,1 pol de com- 
primento, determinar a área da seção transversal de AB se a 
carga tiver de ser compartilhada igualmente entre os arames. 
O arame AC tem área da seção transversal de 0,02 pol. 





Problemas 4,47/4,48 


4.49. O elo rígido é suportado por um pino em A, um arame 
de aço BC (com 200 mm de comprimento sem deformação e 
área da seção transversal de 22,5 mm’), e por um pequeno bloco 
de alumínio (com 50 mm de comprimento sem carga e área da 
seção transversal de 40 mm?). Supondo que o elo seja submetido 
à carga vertical mostrada, determinar a tensão normal média no 
arame e no bloco. Esc = 200 GPa, Ea = 70 GPa. 


4.50. O elo rígido é suportado por um pino em A, um arame 
de aço BC (com 200 mm de comprimento sem deformação 
e área da seção transversal de 22,5 mm?), e por um pequeno 
bloco de alumínio (com 50 mm de comprimento sem carga 
e área da seção transversal de 40 mm’). Supondo que o elo 
seja submetido à carga vertical mostrada, determinar sua 
rotação em torno do pino 4. Dar a resposta em radianos. 
Eaço = 200 GPa, Eu = 70 GPa. 









B 
100 ni 150 mm 


450 N 


Problemas 4,49/4,50 


4.51. Os três arames de aço A-36 têm, cada um, diâmetro de 
2 mm e comprimentos sem carga de Lac = 1,60 m e Lap = 
Lap = 2,00 m. Determinar a força em cada arame depois que 
a massa de 150 kg for suspensa pelo anel em A. 
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*4.52. Os arames de aço A-36 AB e AD têm, cada um, 
diâmetro de 2 mm e comprimentos sem carga de Lac = 
1,60 m e Lag = Lap = 2,00 m. Determinar o diâmetro 
requerido do arame AC de modo que cada arame seja 
submetido à mesma força provocada pela massa de 150 kg 
suspensa pelo anel em A. 





Problemas 4,51/4.52 


4.53. O poste central B do conjunto tem comprimento 
original de 124,7 mm, enquanto os postes 4 e C têm com- 
primento de 125 mm. Supondo que as tampas superior e 
inferior sejam consideradas rígidas, determinar a tensão 
normal média em cada poste. Os postes são feitos de alumínio 
e têm área da seção transversal de 400 mm’. Ear = 70 GPa. 





7] 800 kN/m 
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4.54. O conjunto consiste de um parafuso de aço A-36 e um 
tubo de latão C83400. Supondo que a porca seja apertada 
contra o tubo de modo que L = 75 mm e depois girada uma 
quantidade adicional de modo que avance 0,02 mm no 
parafuso, determinar a força no parafuso e no tubo. O parafuso 
tem diâmetro de 7 mm, e o tubo tem área da seção transversal 
de 100 mm”. 


4.55. O conjunto consiste de um parafuso de aço A-36 e um 
tubo de latão C83400. A porca é apertada contra o tubo de 
modo que L = 75 mm. Determinar o avanço máximo 
adicional da porca no parafuso de modo que nenhum dos 
materiais escoe. O parafuso tem diâmetro de 7 mm, e o tubo 
tem área da seção transversal de 100 mm?, 











H L | 


Problemas 4.54/4,55 


*4.56. O corpo-de-prova representa um sistema filamento- 
molde reforçado, feito de vidro (filamento) e plástico (molde). 
Supondo que haja n filamentos, cada um com A, de área da 
seção transversal, embutidos em um molde de área da seção 
transversal Am, determinar a tensão no molde e em cada 
filamento quando P é aplicada ao corpo-de-prova. 





Problema 4.56 


4.57. Os três tirantes são feitos do mesmo material e têm 
áreas da seção transversal A iguais. Determinar a tensão 
normal média em cada tirante se a viga rígida ACE estiver 
submetida à força P. 








Problema 4.57 


4.58. A barra é articulada por um pino em A e apoiada 
por duas hastes de alumínio, cada uma com diâmetro de 
1 pol e módulo de elasticidade E, = 10(10º) ksi. Supondo 
que a barra seja rígida e inicialmente vertical, determinar o 
deslocamento da extremidade B quando é aplicada a força 
de 2 kip. 


4.59. A barra é articulada por um pino em A e apoiada por 
duas hastes de alumínio, cada uma com diâmetro de 1 pol e 
módulo de elasticidade Ey = 10(10º) ksi. Supondo que a 
barra seja rígida e inicialmente vertical, determinar a força 
em cada haste quando é aplicada a força de 2 kip. 





Problemas 4.58/4.59 


*4.60. A barra rígida é apoiada por dois postes curtos de 
madeira e por uma mola. Supondo que cada poste tenha 
comprimento de 500 mm sem carga e uma área da seção 
transversal de 800 mm, e a mola tenha uma rigidez de k = 
1,8 MN/m e um comprimento sem estiramento de 520 mm, 
determinar a força em cada poste depois que a carga for 
aplicada à barra. E, aa = 11 GPa. 


4.61. A barra rígida é apoiada por dois postes curtos de 
madeira e por uma mola. Supondo que cada poste tenha 
comprimento de 500 mm sem carga e área da seção trans- 
versal de 800 mm?, e a mola tenha rigidez de k = 1,8 MN /m 
e comprimento sem estiramento de 520 mm, determinar o 
deslocamento vertical de A e B depois que a carga for 
aplicada à barra. E, ad = 11 GPa. 


60 kN 





Problemas 4.60/4.61 


4.62. O conjunto consiste de dois postes feitos dos seguintes 
materiais: material 1 com módulo de elasticidade E, e área 
da seção transversal A;; material 2 com módulo de elas- 
ticidade E, e área da seção transversal Az. Se for aplicada 
uma carga central P na tampa rígida, qual será a força em 
cada poste? O apoio também é rígido. 


P 





Problema 4.62 


4.63. O conjunto consiste de dois postes AB e CD feitos do 
material 1, que tem módulo de elasticidade E, e área da seção 
transversal A, e de um poste central EF feito do material 2, 
que tem módulo de elasticidade E, e área da seção transversal 
Ao. Se os postes AB e CD tiverem de ser substituídos por 
outros construídos com o material 2, determinar a área da 
seção transversal necessária para os novos postes de modo que 
ambos os conjuntos deformem a mesma quantidade quando 
carregados. O apoio também é rígido. 


*4,64. O conjunto consiste de dois postes AB e CD feitos 
do material 1, que tem módulo de elasticidade E; e área da 
seção transversal A4, e de um poste central EF feito do 
material 2, que tem módulo de elasticidade E, e área da seção 
transversal A2. Se o poste EF tiver de ser substituído por 
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outro feito do material 1, determinar a área da seção 
transversal requerida para o novo poste de modo que ambos 
os conjuntos deformem a mesma quantidade quando carre- 
gados. O apoio também é rígido. 





Problemas 4.63/4.64 


4,65. O conjunto consiste em um elemento de alumínio 
6061-T6 e um elemento de latão C83400 que repousam sobre 
chapas rígidas. Determinar a distância d em que a força P deve 
ser colocada sobre as chapas, de modo que estas permaneçam 
horizontais quando os materiais se deformarem. Cada ele- 
mento tem largura de 8 pol, e eles não estão unidos. 


30 pol 


Alumínio < ` 
Latão 





6 pol 3 pol 
Problema 4,65 


4.66. O suporte é preso à parede por três parafusos de aço 
A-36 em B, Ce D. Cada parafuso tem diâmetro de 0,5 pol e 
comprimento não deformado de 2 pol. Supondo que seja 
aplicada uma força de 800 lb sobre o suporte como mostrado, 
determinar a distância s que o topo do suporte se afasta da 
parede no parafuso D. Supor, também, que o parafuso não 
sofra cisalhamento; ao contrário, a força vertical de 800 Ib é 
suportada pela extremidade A. Admitir, por fim, que a pare- 
de e o suporte sejam rígidos. É mostrada uma deformação 
exagerada dos parafusos. 





Problema 4.66 
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467. O poste é feito de alumínio 6061-T6 e tem diâmetro de 
50 mm. Está engastado em A e B e no seu centro C há uma 
mola espiral acoplada ao colar rígido preso ao poste. Se a mola 
inicialmente não estiver comprimida, quais serão as reações 
em A e B quando a força P = 40 kN for aplicada ao colar? 


*4.68. O poste é feito de alumínio 6061-T6 e tem diâmetro 
de 50 mm. Está engastado em A e B e no seu centro C há uma 
mola espiral acoplada ao colar rígido preso ao poste. Se a mola 
inicialmente não estiver comprimida, qual será a compressão 
nela quando a força P = 50 kN for aplicada ao colar? 








Problemas 4.67/4.08 


4.69. A barra rígida é apoiada por dois postes de madeira 
pinho branco e por uma mola. Se cada poste tem compri- 
mento de 1 m sem carga aplicada e área da seção transversal 
de 600 mm?, e a mola tem rigidez de k = 2 MN/m e com- 
primento de 1,02 m, sem deformação, qual será a força em 
cada poste depois de aplicada à barra a carga mostrada? 


4.70. A barra rígida é apoiada por dois postes de madeira 
pinho branco e por uma mola. Se cada poste tem com- 
primento de 1 m sem carga e área da seção transversal de 
600 mm?, e a mola tem rigidez de k = 2 MN/m e compri- 
mento de 1,02 m, sem deformação, qual será o deslocamento 
vertical de A e B depois de aplicada à barra a carga mostrada? 


50 kN/m 











h rn Im | 


Problemas 4.69/4.70 Problema 4,73 ] 


4.71. O elemento cônico está engastado em suas extremi- 
dades A e B e submetido a uma carga P = 7 kip em x = 30 
pol. Determinar as reações dos apoios. O material tem 
espessura de 2 pol e é feito de alumfnio 2014-T6. 








- 60 pol es | 
Problema 4.74 





*4.72. O parafuso é feito de aço A-36, e sua rosca simples 
tem passo de 0,100 mm. Determinar a tensão normal máxima 
no parafuso se a porca receber uma volta completa adicional 
depois de apertada contra a chapa rígida. Supor que a arruela, 
a cabeça do parafuso e a porca também sejam rígidas. Nota: 
o passo é a distância que a rosca avança ao longo de seu eixo 
em uma volta completa. 


20 mm 


pm Do 
[E] 


= RE | 
99 mm “Tas mm ' 





Problema 4,72 


4.73. A mola tem comprimento sem deformação de 250 mm 
e rigidez de k = 400 kN/m. Se estiver comprimida e colocada 
no trecho AC de 200 mm de comprimento da barra de 
alumínio AB e for solta, qual força a barra exercerá sobre a 
parede em Á? Antes do carregamento há folga de 0,1 mm 
em B entre a barra e a parede. Desprezar a espessura da 
chapa rígida em C. Ea; = 70 GPa. 






0,1 mm 
200 mm —=+ f- 100 mm 


4.6 Tensão TÉRMICA 


Uma mudança na temperatura pode provocar alterações nas dimensões 
de um material. Em geral, se a temperatura aumenta, o material se expande; 
se a temperatura diminui, o material se contrai. Normalmente, a expansão ou 


contração está linearmente relacionada ao aumento ou à diminuição de tem- 
peratura ocorrida. Se esse for o caso e o material for homogêneo e isotrópico, 
será determinado experimentalmente que a deformação de um elemento com 
comprimento L será calculada pela fórmula: 


ôr = aATL | (4.4) 


onde: 


a = propriedade do material, denominada coeficiente linear de expansão 
térmica. Sua unidade de medida é a deformação específica por grau 
de temperatura. As unidades são 1/ºF (Fahrenheit), no sistema Pés- 
Libras-Segundo ou FPS”, e 1/°C (Celsius) ou 1/ºK (Kelvin) no SI. 
Valores típicos estão relacionados na tabela no final do livro. 

AT = mudança algébrica na temperatura do elemento 

L comprimento original do elemento 

ôr = mudança algébrica no comprimento do elemento 


Se a mudança na temperatura varia em todo o comprimento do elemento, 
isto é, AT = AT(x), ou se a varia ao longo do comprimento, então a Equação 
4.4 aplica-se a cada segmento de comprimento dx. Nesse caso, a mudança no 
comprimento do membro é: 


E; 
a=] a AT dx us 


A mudança no comprimento de um elemento estaticamente determinado 
é calculada prontamente pela Equação 4.4 ou 4.5, uma vez que o elemento fica 
livre para se expandir ou contrair quando sofre mudança de temperatura. 
Entretanto, em um elemento estaticamente indeterminado, esses deslocamentos 
térmicos são limitados pelos apoios, o que produz tensões térmicas que devem 
ser consideradas no projeto. 

A tensão térmica é calculada pelos métodos descritos nas seções anteriores. 
Os exemplos a seguir ilustram algumas aplicações. 


EXEMPLO 4.10 


A barra de aço A-36 mostrada na Figura 4.18 está confinada entre os dois 
apoios quando T; = 60°F. Se a temperatura aumentar para T) = 120ºF, qual 
será a tensão térmica normal média desenvolvida na barra? 


SOLUÇÃO 


Equilíbrio. O diagrama de corpo livre da barra é mostrado na Figura 4.18b. 
Como não há carga externa, a força em A é igual, porém oposta, à força que 
atua em B, isto é: 


+125,=0; Fa=Fr=F 


O problema é estaticamente indeterminado, visto que a força não pode 
ser determinada somente pelo uso das equações de equilíbrio. 


Compatibilidade. Como 64,5 = 0,0 deslocamento térmico 87 que ocorreria 
em A (Figura 4.18c) é contrabalançado pela força F que seria necessária para 


` Das iniciais de foot, pound e second, em inglês (N. do R.T.) 
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A maioria das pontes é projetada com 
juntas de dilatação para equilibrar o 
movimento térmico do tabuleiro e, as- 
sim, evitar tensão térmica. 








(a) 
Figura 4,18 
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(c) 
Figura 4.18 





a barra ser deslocada êp de volta à sua posição original. A condição de com- 
patibilidade em A leva a: 


(+17) ôa/B = 0 = ôr- ôr 
Aplicando as relações térmica e de carga-deslocamento, temos: 


FL 
EEN e 
a AE 


Então, pelos dados sobre as propriedades dos materiais no final do livro: 


F 


CATA E 
= [6,60(107)/ºFI(120ºF — 60ºF)(0,5 pol)*[29(10°) kip /pol’] 
= 2,87 kip 


Pela intensidade de F, percebe-se que as mudanças de temperatura podem 
provocar grandes forças de reação em elementos estaticamente indeterminados. 

Como F também representa a força axial interna no interior da barra, a 
tensão de compressão normal média é: 


F ' 
P e kip 


A = 0,5 pol)? = 11,5 ksi Resposta 





EXEMPLO 4.11 





Um tubo de alumínio 2014-T6 com área da seção transversal de 600 mm? 
é usado como luva para um parafuso de aço A-36 com área da seção transversal 
de 400 mm? (Figura 4.194). Quando a temperatura é T, = 15°C, a porca mantém 
o conjunto apertado em uma posição tal que a força axial no parafuso é 
desprezível. Se a temperatura aumentar para T} = 80°C, qual será a tensão 
normal média no parafuso e na luva? 





Figura 4.19 
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SOLUÇÃO 


Equilíbrio. Um diagrama de corpo livre da seção de um segmento do 
conjunto é mostrado na Figura 4.19b. As forças F, e F; são produzidas visto 
que a luva tem um coeficiente de expansão térmica maior que o do parafuso 
e, portanto, expande-se mais que ele quando a temperatura aumenta. O pro- 
blema é estaticamente indeterminado, uma vez que as forças não podem ser 
determinadas pelo equilíbrio. Entretanto, é requerido que: 


+1ZF,=0; Fi=F, (1) 


Compatibilidade. O aumento de temperatura provoca a expansão (3) e 
(ôp)r da luva e do parafuso (Figura 4.19c). Entretanto, as forças redundantes 
F, e F; alongam o parafuso e encurtam a luva. Conseqiientemente, a extre- 
midade do conjunto atinge uma posição final diferente da inicial. Portanto, a 
condição de compatibilidade torna-se: 


(+) ô= (ôp)r + (8p)r = (Dr — (ô)r 


Posição 


inicial ` ET [1 6) 
dr TE dl (o 

3 + CPF Posição 

EN final 


“O 








(e) 


Aplicando as equações 4.2 e 4.4 e usando as propriedades mecânicas das 
tabelas no final do livro, temos: 
[120109 /ºC](80ºC — 15°C) (0,150 m) 
F,(0,150 m) 
* (400 mm(10-º m2/mm?)[200(107) N/m?] 


= [23(10 9/ºC](80ºC — 15ºC)(0,150 m) 





F(0,150 m) 
— 600 mm?(107f m? /mm?)[73,1(10°) N/m?] 





Usando a Equação 1 e resolvendo, temos: 
Fı = F, = 20,26 KN 
A tensão normal média no parafuso e na luva é, portanto: 





20,26 kN 50.6 MP 
e 400 mm?(10 4 m2/mm?) — 20 MPa espia 
o 20,26 kN ee 
“= 600 mm?(107º m?/mm?) ~ ** a Resposta 


Como nessa análise se pressupôs que o material tem comportamento 
linear-elástico, as tensões calculadas devem ser verificadas para assegurar que 
não excedam os limites de proporcionalidade do material. 


<I 
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Aço Alumínio Aço 
(a) 
90 kN 
ro ; 1 
i i 
Faço Fy Faço 
(b) 
ðr pao 
Posição inicial 1 -y7 À E feau y 
Baço = Ôu (oco) Posição final 


© 
Figura 4.20 


250 mm 


A barra rígida mostrada na Figura 4.20a está presa no topo dos três postes 
feitos de aço A-36 e alumínio 2014-T6. Cada poste tem comprimento de 250 
mm quando não há carga aplicada sobre a barra e a temperatura é T,=20º€. 
Determinar a força suportada em cada poste se a barra estiver submetida a 
uma carga uniformemente distribuída de 150 kN/m e a temperatura for 
aumentada para T3 = 80°C. 


SOLUÇÃO 


Equilíbrio. O diagrama de corpo livre da barra é mostrado na Figura 4.20b. 
O equilíbrio dos momentos em torno do centro da barra requer que as forças 
nos postes de aço sejam iguais. Somando as forças no diagrama de corpo livre, 


temos: 
+î1 EF, = 0; 2Faço + Far — 90(10°) N = 0 (1) 


Compatibilidade. Devido à simetria da carga, da geometria e do material, 
o topo de cada poste desloca-se o mesmo tanto. Logo, 


(+)) aço E du (2) 


A posição final do topo de cada poste é igual ao seu deslocamento 
provocado pelo aumento de temperatura, somado ao seu deslocamento pro- 
vocado pela força de compressão axial interna (Figura 4.20c). Assim, para o 
poste de aço e o de alumínio, temos: 


(+) = —(daço)r + (Baco) F 
(H) da = —(Su)r + (da)r 


Aplicando a Equação 2, temos: 
—(Sacço)Tr + (Saco)r = = (u)r T (a)r 


Usando as equações 4.2 e 4.4 e as propriedades do material relacionadas 
nas tabelas no final do livro, obtemos: 


[o ço 








2 -6y jo gea , Faco(0,250 m) 
[12(1076) /°C](80°C — 20°C)(0,250 m) + (0,020 m [200 (10º) N/mê] 
= —[23(1076) /°C](80°C — 20ºC)(0,250 m) + PAUN 
ã 200 m) E (0,03 m)[73,1(10º) N/m?] 
Fago = 1,216Fa — 165,9(10º) (3) 


Para ser consistentes, todos os dados têm de ser expressos em newtons, 
metros e graus Celsius. Resolvendo as equações 1 e 3 simultaneamente, temos: 


Faço = —16,4 KN Fa = 123 kN 


O valor negativo de Faço indica que essa força atua no sentido contrário 
ao mostrado na Figura 4.20b. Em outras palavras, os postes de aço estão sob 
tração e o poste de alumínio está sob compressão. 


Resposta 


| PROBLEMAS 


Lembrando: 1 kip =1.000 Ib e 1 ksi =1.000 Ib /poP. 


4.74. Três barras feitas de materiais diferentes estão aco- 
pladas e colocadas entre duas paredes sob uma temperatura 


Tı = 12°C. Determinar a força exercida sobre os apoios 
(rígidos) quando a temperatura muda para T) = 18°C. As 
propriedades dos materiais e a área das seções transversais 
são dadas na figura. 


Aço Latão Cobre 


Eao=200GPa  Fião=100GPa E, =120GPa 
aço = 1210C Aago = 2110C aey = AOC 


Acu = 515 mm? 


E =200 mm? Atarao= 450 mm? E 


[300 mm— ad. 200 mm— J 
100 mm 


Problema 4.74 





4.75. Um cano de vapor com 6 pés de comprimento é feito 
de aço A-36 e está acoplado diretamente a duas turbinas A 
e B como mostrado. O cano tem diâmetro externo de 4 pol 
e sua parede tem espessura de 0,25 pol. A ligação foi feita a 
uma temperatura 7T} = 70°F. Supondo que os pontos de 
acoplamento das turbinas sejam rígidos, determinar a força 
que o cano exerce sobre estas quando o vapor — e, portanto, 
o cano — atingem uma temperatura T, = 275ºF. 


*4.76. Um cano de vapor com 6 pés de comprimento é feito 
de aço A-36 e está acoplado diretamente a duas turbinas A 
e B como mostrado. O cano tem diâmetro externo de 4 pol 
e sua parede tem espessura de 0,25 pol. A ligação foi feita a 
uma temperatura 7T} = 70°F. Supondo que os pontos de 
acoplamento das turbinas tenham rigidez de k = 80(10°) 
kip/pol, determinar a força que o cano exerce sobre as 
turbinas quando o vapor — e, portanto, o cano — atingem 
uma temperatura T, = 275ºF. 


por 


Problemas 4.75/4.76 


4.77. Os trilhos de uma ferrovia, feitos de aço A-36 e com 40 
pés de comprimento cada, foram colocados com uma pequena 
folga entre si para permitir expansão térmica. Determinar a 
folga requerida ô de modo que os trilhos apenas se toquem 
quando a temperatura aumentar de T} = —20ºF para T, = 
90°F. Considerando a mesma folga, qual seria a força axial 
sobre os trilhos se a temperatura aumentasse para T; = 110ºF? 
A área da seção transversal de cada trilho é de 5,10 pol’. 


—p-ô 5—— 


40 pés ] 


Problema 4.77 





4.78. O parafuso de aço A-36 com 0,40 pol de diâmetro é 
usado para prender o conjunto (rígido). Determinar a força 
de aperto que o parafuso deve exercer quando a temperatura 
for T, = 90°F, de modo que tal força seja de 500 lb quando 
Tı = 175ºF 


4.79. O parafuso de aço A-36 com 0,40 pol de diâmetro é 
usado para prender o conjunto (rígido). Se a porca estiver 
apertada (sem força axial sobre o parafuso) quando T = 
90°F, qual força de aperto exercerá sobre o conjunto quando 
T = 20°F? 
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Problemas 4.78/4.79 


*4.80. Uma porta térmica consiste de uma chapa AB de 
alumínio 6061-T6 e uma chapa CD de magnésio Am-1004- 
T61, cada uma com largura de 15 mm e ambas engastadas 
nas extremidades. Se a folga entre elas for de 1,5 mm quando 
a temperatura é T} = 25°C, determinar a temperatura re- 
querida para apenas fechar a folga. Qual será a força axial 
em cada chapa se a temperatura tornar-se T) = 100°C? Supor 
que não ocorre flexão ou flambagem. 


10 pma 


E 600 mm 





Problema 4.80 


4.81. O tubo de aço A-36 com área da seção transversal de 
0,5 pol? está acoplado a apoios fixos e transporta um líqui- 
do que o submete a uma queda de temperatura AT = 
(-0,2x7)º)ºF, onde x é dado em polegadas. Determinar a força 
axial desenvolvida no tubo. 


4.82, O tubo de aço A-36 com área da seção transversal de 
0,5 pol? está acoplado a apoios fixos e transporta um líqui- 
do que o submete a uma queda de temperatura AT = 
(=0,2x!23ºF, onde x é dado em polegadas. Determinar a de- 
formação máxima e a mínima na direção normal. 


4.83. O tubo de aço A-36 com área da seção transversal de 
0,5 pol? está acoplado a apoios fixos e transporta um líqui- 
do que o submete a uma queda de temperatura AT = 
(20 — x)ºF onde x é dado em polegadas. Determinar a tensão 
normal média desenvolvida no tubo. 











100 pol l 
Problemas 4.81/4.82/4.83 





*4.84. A haste AB de latão C83400 e a haste BC de alumínio 
2014-T6 estão unidas pelo colar B e engastadas em suas extre- 
midades. Supondo que não haja carga sobre os membros 
quando T; = 50°F, determinar a tensão normal média em 
cada elemento quando T, = 120°F Por qual distância o colar 
será deslocado? A área da seção transversal de cada membro 
é 1,75 pol’. 


A B C 


| | | 
bja 1 —2 ps —] 


Problema 4.84 
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4.85. Os dois segmentos de haste circular, um de alumínio 
e o outro de cobre, estão presos a paredes rígidas de modo 
que haja uma folga de 0,008 pol entre eles quando T, = 60°F. 
Que temperatura maior T, é necessária a fim de apenas 
fechar a folga? Cada haste tem diâmetro de 1,25 pol, 
@ar = 13(1076)/°F, Ear = 10(10°) ksi, cu = 94(109/ºF, 
Ecu = 18(10°) ksi. Determinar a tensão normal média em 
cada haste se 15 = 200ºF. 


4.86. Os dois segmentos de haste circular, um de alumínio 
e o outro de cobre, estão presos a paredes rígidas de modo 
que haja uma folga de 0,008 pol entre eles quando T, = 60°F. 
Cada haste tem diâmetro de 1,25 pol, au = 13(10 9/ºF, 
Eu = 10(10°) ksi, qu = 94010 9/F, Eeu = 18(10°) ksi. 
Determinar a tensão normal média em cada haste se T; = 
300°F e calcular também o novo comprimento do segmento 
de alumínio. 


—+| |-— (3,008 pol 














Sh 4 pol —+ |- 8 pol 


Problemas 4.85/4,86 


4.87. O tubo é feito de aço A-36 e está acoplado aos colares 
A e B. Quando a temperatura é de 60º F, não há carga axial 
sobre ele. Supondo que o gás quente transportado no tubo 
provoque o aumento em sua temperatura de AT = (40 + 
15x)ºF, onde x é expresso em pés, determinar a tensão normal 
média no tubo. O diâmetro interno é de 2 pol, e a espessura 
da parede é de 0,15 pol. 


*4.88. O tubo de bronze 86100 tem raio interno de 0,5 pol, 
e sua parede tem espessura de 0,2 pol. Supondo que o gás 
que flui através dele mude a temperatura do tubo uniforme- 
mente de Ta = 200ºF em A para Tg = 60°F em B, determinar 
a força axial que ele exerce sobre as paredes. O tubo foi 
instalado entre as paredes quando T = 60°F. 


8 pés 





Problemas 4.87/4.88 


4.89. O bloco rígido tem um peso de 80 kip e deve ser supor- 
tado pelos postes A e B, feitos de aço A-36, e pelo poste C, 
feito de latão C83400. Supondo que todos os postes tenham 
o mesmo comprimento original antes de carregados, deter- 
minar a tensão normal média desenvolvida em cada um quan- 
do o poste C é aquecido de modo que sua temperatura aumen- 
ta 20°F. Cada poste tem área da seção transversal de 8 pol. 





Es pés 3 pés—| 


Problema 4.89 


4.90. Os arames AB e AC são de aço e o arame AD é de 
cobre. Antes de ser aplicada a força de 150 Ib, AB e AC têm 
60 pol de comprimento cada um e AD tem 40 pol. Supondo 
que a temperatura suba para 80ºF, determinar a força 
necessária em cada arame para suportar a carga. Supor, 
também, que Eaço = 29(10°) ksi, Eeu = 17(10°) ksi, aço = 
8(1076)/°F, acu = 9,60 (107%) /°F. Cada arame tem área da 
seção transversal de 0,0123 pol. 





Problema 4.90 


4.91. O parafuso de aço tem diâmetro de 7 mm e está 
instalado em uma luva de alumínio como mostrado. A luva 
tem diâmetro interno de 8 mm e diâmetro externo de 10 mm. 
A porca em A é ajustada de modo que fica apenas apertada 
contra a luva. Se o conjunto está inicialmente em uma 
temperatura T, = 20°C e depois é aquecido até T) = 100°C, 
qual a tensão normal média no parafuso e na luva? Esço = 
200 GPa, Eu = 70 GPa, Guço = 14(1079)/º€, aa = 2310 9)/ºC, 





Problema 4,91 


*4,92. O tubo CD de alumínio 2014-T6 é colocado no 
fixador e os parafusos do fixador são apertados de leve. 
Supondo que o conjunto seja submetido a um aumento de 
temperatura de AT = 50°C, determinar a tensão normal 
média desenvolvida no tubo e no parafuso. Supor, também, 
que os cabeçotes do fixador são rígidos e que os parafusos 
são de aço A-36. Os parafusos têm diâmetro de 14 mm; o 
tubo tem diâmetro externo de 35 mm e sua parede tem 
espessura de 2 mm. 





-— 150 mm — 
185 mm 


Problema 4,92 


4.93. O cilindro de 50 mm de diâmetro, feito de magnésio 
Am 1004-T61, é colocado no fixador quando a temperatura 
é Ty = 15°C. Supondo que os dois parafusos do fixador, feitos 
de aço inoxidável 304, tenham diâmetro de 10 mm e apertem 
o cilindro de leve com força desprezível contra as garras 
rígidas, determinar a temperatura em que a tensão normal 
média, tanto no magnésio como no aço, torna-se 12 MPa, 


Cap.4 CARGA AXIAL 121 


4.94. A barra tem área da seção transversal A, comprimento 
L, módulo de elasticidade E e coeficiente de expansão 
térmica «. Sua temperatura muda uniformemente ao longo 
do comprimento, indo de uma temperatura inicial T4 em A 
para Tg em B, de modo que, em qualquer ponto x ao longo 
da barra, T = T4 + x(Tg — T4)/L. Determinar a força que 
a barra exerce sobre as paredes rígidas. Inicialmente, não há 
força axial sobre ela. 














Problema 4.93 Problema 4.94 


EE SS 


4,7 CONCENTRAÇÕES DE TENSÃO 


Na Seção 4.1 atentou-se para o fato de que, quando uma força axial é 
aplicada em um elemento, cria-se uma distribuição de tensão complexa em uma 
região localizada do ponto de aplicação da carga. Tais distribuições de tensão 
típicas foram mostradas na Figura 4.1. Distribuições de tensão complexas 
aparecem não apenas sob cargas concentradas, mas também nas seções em que 
a área da seção transversal muda. Como exemplo, consideremos a barra da 
Figura 4.21a, sujeita a uma carga axial P. Pode-se verificar que as retas da 
grelha, antes horizontais e verticais, defletem-se em um padrão irregular em 
torno do furo central. A tensão normal máxima ocorre na seção a-a, cortada 
pela menor área da seção transversal. Desde que o material comporte-se de 
maneira linear-elástica, a distribuição de tensão que atua na seção é deter- 
minada tanto por análise matemática, usando-se a teoria da elasticidade, como 
experimentalmente, medindo-se a deformação normal na seção a-a e 
calculando-se a tensão pela lei de Hooke, o = Ee. Independentemente do 
método usado, a forma geral da distribuição de tensão será como a mostrada 
na Figura 4.21b. De modo similar, se a barra sofrer uma redução em sua seção 
transversal, determinada por curvas de concordância como indicado na Figura 
4.224, então, novamente, a tensão normal máxima ocorrerá na menor área da 
seção transversal, seção a-a, e a distribuição de tensão será como a mostrada 
na Figura 4.22. 


Omáx 


P% 


Distribuição de tensão verdadeira 
(b) 








Distorção Distribuição de tensão média 


(a) (c) 
Figura 4.21 
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Com fregiiência, concentrações de 
tensão surgem nos cantos vivos de 
máquinas pesadas. Os engenheiros 
podem atenuar esse efeito soldando 
contentores em cada canto. 


-e 


Figura 4.2 


Em ambos os casos, o equilíbrio da força requer que a intensidade da força 
resultante desenvolvida pela distribuição de tensão seja igual a P. Em outras 
palavras, 


P= Í o dA (4.6) 
A 


Como afirmamos na Seção 1.4, essa integral representa graficamente o 
volume sob cada um dos diagramas de distribuição de tensão mostrados na 
Figura 4.21b ou na Figura 4.22b. Além disso, o equilíbrio de momento requer 
que cada distribuição de tensão seja simétrica na seção transversal, de modo 
que P passe pelo centróide de cada volume. 

Na prática da engenharia, no entanto, a distribuição de tensão verdadeira 
não precisa ser determinada. Em vez disso, apenas a tensão máxima nessas 
seções deve ser conhecida e o elemento é então projetado para resistir a essa 
tensão quando a força axial P for aplicada. Nos casos em que a área da seção 
transversal muda, como os já discutidos, valores específicos da tensão normal 
máxima na seção crítica são determinados por métodos experimentais ou 
técnicas matemáticas avançadas que empregam a teoria da elasticidade. Em 
geral, os resultados dessas investigações são que empregam informados em 
forma gráfica por meio do fator de concentração de tensão K. Definimos o K 
como a relação entre a tensão máxima e a tensão média que atuam sobre a 
menor seção transversal, isto é: 


= O máx 


O méd 


(4.7) 





Desde que K seja conhecido e a tensão normal média tenha sido calculada 
por omnes = P/A, onde A é a menor área da seção transversal (figuras 4.21c e 
4.22c), então, pela equação anterior, a tensão máxima na seção transversal 
é Omáx 7 K(P/A). 


Tmix 


Distribuição de tensão verdadeira 


(b) 





O méd 
P Pa~ 





Distorcida 


(a) (e) 


Distribuição de tensão média 


Figura 4.22 


Valores específicos de K são informados geralmente sob a forma gráfica 
nos manuais de análise de tensão. Exemplos de tais gráficos são mostrados nas 
figuras 4.24 e 4.25, respectivamente. 2 Observar, em particular, que K independe 
das propriedades do material da barra; em vez disso, depende apenas da 
geometria da barra e do tipo de descontinuidade. À medida que a descon- 
tinuidade, r, decresce, a concentração de tensão aumenta. Por exemplo, se uma 
barra requer uma mudança na seção transversal, foi determinado teoricamente 
que um canto vivo (Figura 4.234), produz um fator de concentração de tensão 
maior que 3. Em outras palavras, a tensão normal máxima será três vezes maior 


2 Consultar Lipson, C. e Juvinall, R. C., Handbook of stress and strength, Macmillan, 1963. 
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que a tensão normal média na seção menor. Entretanto, essa tensão pode ser 
reduzida a, digamos, 1,5 introduzindo-se uma curva de concordância (Figura 
4.23b). Pode-se ter uma redução adicional, ainda, por meio de sulcos ou furos 
pequenos colocados na zona de transição (figuras 4.23c e 4.23d). Em todos 
esses casos, os formatos ajudam a reduzir a rigidez do material que circunda 
os cantos, de modo que ambas, deformação e tensão, sejam distribuídas mais 
igualmente em toda a barra. 

Os fatores de concentração de tensão mostrados nas figuras 4.24 e 4.25 
foram determinados com base em um carregamento estático, sob a hipótese de 
que a tensão no material não excede o limite de proporcionalidade. Se o 
material for muito frágil, o limite de proporcionalidade pode estar na tensão 
de ruptura, de modo que para esse material a falha começa no ponto de 
concentração de tensão quando o limite de proporcionalidade é atingido. 
Basicamente, nesse ponto começa a se formar uma trinca e uma concentração 
de tensão maior sc desenvolve na ponta dessa trinca. Isso, por sua vez, provoca 
a progressão da trinca ao longo da seção transversal, o que resulta em fratura 
súbita. Por essa razão, é muito importante usar fatores de concentração de 
tensão no projeto quando materiais frágeis são usados. Por outro lado, se o 
matcrial for dúctil e estiver sujeito a uma carga estática, os calculistas geral- 
mente desprezam os fatores de concentração de tensão, uma vez que qualquer 
tensão que exceda o limite de proporcionalidade não resultará em trinca. Em 
vez disso, o material tem resistência de reserva devido ao escoamento e ao 
endurecimento por deformação (encruamento). Na próxima seção discutiremos 
os efeitos provocados por esse fenômeno. 

Concentrações de tensão também são responsáveis por muitas falhas em 
elementos estruturais ou elementos mecânicos sujeitos a carregamentos cíclicos. 
Nesses casos, uma concentração de tensão provoca trinca no material se a 
tensão excede o limite de resistência à fadiga do material, seja este dúctil ou © trincamento ocorreu em todos os 
frágil. O material localizado na ponta da trinca permanece no estado frágil e, pra Pera ea ara 
desse modo, a trinca continua a crescer, levando a uma fratura progressiva. kesas concentra coes detensao põder 
Portanto, os engenheiros envolvidos no projeto de tais elementos devem ser evitadas pela presença de um bu- 
procurar meios de limitar o dano provocado por fadiga. raco circular. 
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Figura 4.24 Figura 4.25 
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PONTOS IMPORTANTES 


e Concentrações de tensão ocorrem nas seções em que a área da seção transversal muda subitamente. Quanto 
mais severa a mudança, maior a concentração de tensão. 


e Para projeto ou análise, é necessário apenas determinar a tensão máxima qua atua sobre a seção transversal de 
menor área. Isso é feito usando-se um fator de concentração de tensão, K, determinado por meio de experi- 
mento e que só é uma função da geometria do corpo-de-prova, 


e Normalmente, a concentração de tensão em um corpo-de-prova dúctil sujeito a carregamento estático não pre- 
cisa ser considerada no projeto; entretanto, se o material for frágil ou sujeito a carregamentos cíclicos, então as 
concentrações de tensão tornam-se importantes. 


EXEMPLO 4.13 





Uma barra de aço tem as dimensões mostradas na Figura 4.26. Supondo 
que a tensão admissível seja cadam = 16,2 ksi, determinar a maior força axial P 
que a barra pode suportar. 


1 pol 
0,5 pol + 0,5 pol 


0,5 pol 


-2 pol 


P 
Figura 4.26 
SOLUÇÃO 
Como há uma curva de concordância, o fator de concentração de tensão 


pode ser determinado usando-se o gráfico da Figura 4.24. Calculando os parâ- 
metros geométricos necessários, temos: 





5 pol 

e e = 0,50 

w 2 pol 

h Ipol ` 2 
Assim, pelo gráfico: 

K=1,4 
Calculando a tensão normal média na menor seção transversal, temos: 
E 


=2P 


Oméd — 


(1 poD(0,5 pol) 
Aplicando a Equação 4.7 com dam = Omax temos: 


Oadm — Komed 
16,2 ksi = 1,4(2P) 
P=5,79kip Resposta 
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EXEMPLO 4.14 


A tira de aço mostrada na Figura 4.27 está submetida a uma carga axial 
de 80 kN. Determinar a tensão normal máxima desenvolvida na tira e o 
deslocamento de uma de suas extremidades em relação à outra. O aço tem 
limite de escoamento o = 700 MPa e Eaço = 200 GPa. 









20 mm 









6 mm 








800 mm 
Figura 4.27 





am mm | 





Lica | 


SOLUÇÃO 


Tensão Normal Máxima. Por inspeção, a tensão normal máxima ocorre na 
menor seção transversal, onde a curva de concordância começa em B ou C. O 
fator de concentração de tensão é determinado a partir da Figura 4.23. Requer- 
se que: 
r 6 mm 
h 20mm 
Assim, K = 1,6. 
A tensão máxima é, portanto, 


w  40mm 
h 20 mm 





2 





P 80(10°) N 
n=KÍ= 
mam a E m)(0,01 m) 


Observe que o material permanece elástico, uma vez que 640 MPa < 
og = 700 MPa. 


l = 640 MPa Resposta 


Deslocamento. Aqui desprezamos as deformações localizadas em torno da 
carga aplicada e na mudança súbita da seção transversal da curva de 
concordância (princípio de Saint-Venant). Temos: 














E E PL | 80(10°) N(0,3 m) 
MD DAE O fa m)(0,01 m)[200(10”) | 
80(10*) N(0,8 m) 
F o m)(0,01 m)[200(10º) N | 


S4/D = 2,20 mm Resposta 


*4.8 DEFORMAÇÃO AXIAL INELÁSTICA 


Até este ponto, consideramos somente cargas que fazem o material de um 
elemento comportar-se elasticamente. Algumas vezes, entretanto, o elemento 
é projetado de modo que a carga provoque o escoamento do material e, dessa 
forma, deforme-o permanentemente. Tais elementos são feitos, em geral, de 
metal altamente dúctil, como aço recozido com baixo teor de carbono, que 
possui diagrama tensão-deformação similar ao da Figura 3.6 e é modelado como 
mostrado na Figura 4.28h. Um material que exibe esse comportamento é 
denominado elástico perfeitamente plástico ou elastoplástico. - - 

Para ilustrar fisicamente como tal material comporta-se, consideremos a 4 falha deste tubo de aço ocorreu na 
barra da Figura 4.284, submetida à carga axial P. Se a carga provoca o Menor r Or ni 
desenvolvimento de uma tensão elástica o = o, na barra, então, de acordo com $ E ra OSTEO ma 


k 3 terial que escoou ao redor da super- 
a Equação 4.6, o equilíbrio requer P = fo, dA = o A. Além disso, a tensão o} ficie fraturada antes do rompimento. 
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provoca a deformação e; como indicado no diagrama tensão-deformação 
(Figura 4.28b). Se a carga P for aumentada para P, de forma que cause 
escoamento do material, isto é, o = gg, então P, = fog dA = pA. A carga P, 
é chamada carga plástica, uma vez que representa a carga máxima suportada 
por um material elastoplástico. Nesse caso, as deformações não são definidas 
de maneira única. Ao contrário, no instante em que oz é atingida, a barra é 
submetida primeiro à deformação de escoamento ex (Figura 4.28h), após o que 
a barra continuará a escoar (ou alongar-se) de modo que as deformações «e — 
depois e; etc. — serão geradas. Como nosso ‘modelo’ do material exibe com- 
portamento de material perfeitamente plástico, o alongamento continuará 
indefinidamente sem aumento de carga. Na realidade, porém, o material, depois 
de algum escoamento, começará a endurecer por deformação, de modo que a 
resistência extra que ele obtém impedirá qualquer deformação adicional. Como 
resultado, qualquer projeto baseado nesse comportamento será seguro, porque 
o endurecimento por deformação (encruamento) fornece potencial para o 
material suportar uma carga adicional se necessário. 


Sg | 


9 





& E2 E3 





Figura 4.28 


Consideremos agora o caso de uma barra com um furo conforme mostrado 
na Figura 4.29a. Como a intensidade de P é aumentada, ocorre uma con- 
centração de tensão no material próximo ao furo ao longo da seção a-a. A 
tensão, nesse caso, atingirá um valor máximo de, digamos, máx = 71, € tem 
deformação elástica correspondente e, (Figura 4.29h). As tensões e corres- 
pondentes deformações em outros pontos ao longo da seção transversal serão 
menores, como indicado pela distribuição de tensão mostrada na Figura 4.29. 
Como esperado, o equilíbrio requer que P = f ø dA. Em outras palavras, P é 
geometricamente equivalente ao ‘volume’ contido na distribuição de tensão. 
Se agora a carga for aumentada para P’, de modo que omax = Cp, O material 





(d) 





Figura 4.29 


começará a escoar para longe do furo, até que a condição de equilíbrio P’ = f 
o dA seja satisfeita (Figura 4.29d). Como se vê, essa condição produz uma 
distribuição de tensão que tem um “volume” geometricamente maior do que o 
mostrado na Figura 4.29c. Um aumento ainda maior da carga provocará o 
escoamento do material em toda a seção transversal, até que nenhuma carga 
maior possa ser suportada pela barra. Essa carga plástica P, é mostrada na 
Figura 4.29e. Ela é calculada pela condição de equilíbrio: 


A 


Aqui o; é a tensão de escoamento e A é a área da seção transversal da 
barra no corte a-a. 

Os exemplos a seguir ilustram numericamente como esses conceitos 
aplicam-se a outros problemas em que o material tem comportamento 
elastoplástico. 
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Dois arames de aço são usados para suspender o peso de 3 kip (Figura 
4.304). O arame AB tem comprimento de 20,00 pés sem estiramento, e o arame 
AC tem 20,03 pés sem estiramento. Supondo que cada arame tenha área da 
seção transversal de 0,05 pol? e o aço possa ser considerado elástico perfei- 
tamente plástico como mostrado pelo gráfico o—e da Figura 4.30b, determinar 
a força em cada arame e seu alongamento. 


SOLUÇÃO 


Por inspeção, o arame AB começa a suportar o peso quando o gancho é 
levantado. Entretanto, se esse arame esticar mais do que 0,03 pé, a carga será 
então suportada por ambos os arames. Para que essa condição ocorra, a 
deformação no arame AB deve ser: 


_ 0,03 pé 


20 pés = 0,0015 


EAB 


que é menor do que a deformação elástica máxima, er = 0,0017 (Figura 4.30b). 
Além disso, quando acontece essa condição, a tensão no arame AB é 
determinada na Figura 4.30b por proporção, isto é: 


0,0017 _ 0,0015 
50 ksi Tan 





cas = 44,12 ksi 


Assim, a força no arame é: 
Fas = gag A = (44,12 ksi)(0,05 pol?) = 2,21 kip 


Como o peso a ser suportado é de 3 kip, concluímos que ambos os arames 
devem ser usados para suportá-lo, 

Uma vez suportado o peso, a tensão nos arames depende da deformação 
correspondente. Há três possibilidades, ou seja, as deformações em ambos os 
arames são elásticas, o arame AB deforma-se plasticamente enquanto o arame 
AC deforma-se clasticamente, ou ambos os arames deformam-se plasticamente. 
Começemos por supor que ambos os arames permaneçam elásticos. O exame 






20,00 pés | | 20,03 pés 





(a) 








0,0017 





(c) 
Figura 4,30 
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do diagrama de corpo livre do peso suspenso (Figura 4.30c) indica que o 
problema é estaticamente indeterminado. A equação de equilíbrio é: 


Como AC é 0,03 pé maior do que AB, então, pela Figura 4.30d, 
20,00 pés | [20,03 pés a compatibilidade do deslocamento das extremidades B e C requer que: 


ôAB = 0,03 pé = ôAC (2) 





O módulo de elasticidade (Figura 4.30b) é Eaço = 50 ksi /0,0017 = 29,4(10º) 
ksi. Como esta é uma análise linear-clástica, a relação carga-deslocamento é 


Sas = 0,03 pé + 4c 
B 


Posição inicial 





Cc 





= Bj ô = PL/AE e, portanto, 
Ce 720,00 pés)(12 pol/pé) «420,03 pés)(12 pol/pé) 
Pasto PAO PA pe? , o 4 Tac(20,03 pés)(12 pol/p 
(d) 2 3 ga = 0,03 pé(12 pol/pé) + : 
Figura 4.30 (0,05 pol \[29,4(10 ) ksi] (0,05 pol)[29,4(10º) ksi] 
20,00T4g = 44,11 + 20,03Tac (3) 


Resolvendo as equações 1 e 3, temos: 
Ta B7 2,60 kip 
Tac = 0,400 kip 
A tensão no arame AB é, assim, 


2,60 kip ; 
= = =520k 
Ni 0,05 pol e 


Essa tensão é maior do que a tensão elástica máxima admissível (or = 
50 ksi) e, portanto, o arame AB torna-se deformado plasticamente e suporta a 
carga máxima de: 


Tap = 50 ksi (0,05 pol?) = 2,50 kip Resposta 
Pela equação 1: 
Tac = 0,500 kip Resposta 


Observe que o arame AC permanece elástico porque a tensão nele é oac 
= 0,500 kip/0,05 pol = 10 ksi < 50 ksi. A deformação elástica correspondente 
é determinada pela proporção (Figura 4.30b), ou seja: 


€AC 0,0017 


10ksi  50ksi 
esc = 0,000340 
O alongamento de AC é, então: 
ac = (0,000340)(20,03 pés) = 0,00681 pé Resposta 


Aplicando a Equação 2, temos que o alongamento de AB é, então: 


ag = 0,03 pé + 0,00681 pé = 0,0368 pé Resposta 





EXEMPLO 4.16 





A barra da Figura 4.3la é feita de aço e supõe-se que seja elástica 
perfeitamente plástica, com og = 250 MPa. Determinar (a) o valor máximo da 
carga P que pode ser aplicada sem provocar escoamento do aço e (b) o valor 
máximo de P que a barra pode suportar. Esquematizar a distribuição de tensão 
na seção crítica para cada caso. 
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SOLUÇÃO 


Parte (a). Quando o material se comporta elasticamente, devemos usar um 
fator de concentração de tensão determinado pela Figura 4.23 que seja único 
para a geometria da barra. Aqui: 


4 mm 











x 
= = 0,125 
h (40 mm — 8 mm) 
w 40 mm 
= = 1,25 
h (40 mm — 8 mm) 
A carga máxima, sem provocar escoamento, ocorre quando Onax = Cg. À (a) 


tensão normal média é omea = P/A. Usando a Equação 4.7, temos: 


Pr 
Omáx = Kamea; Og = x 








A 
P 
250(10º) Pa = 1,75 E 
PS foro m)(0,032 sa 
Pg =914kN Resposta (b) 


Essa carga foi calculada usando-se a menor seção transversal. A distri- 


buição da tensão resultante é mostrada na Figura 4.31b. No equilíbrio, o 
‘volume’ contido nessa distribuição deve ser igual a 9,14 kN. 


Parte (b). A carga máxima suportada pela barra provoca o escoamento de 
todo o material da menor seção transversal. Portanto, à medida que P é 
aumentada para a carga plástica P,, a distribuição de tensão do estado elástico 
mostrado na Figura 4.31b muda gradualmente para o estado plástico mostrado 
na Figura 4.31c. Requeremos que: 











P 
O; = p 
É A (e) 
r Fi 4.31 
250 10 Pa= p gura 4,5. 
(10) Pa = om m)(0,032 m) 
P, =16,0kN Resposta 


Aqui, P, é igual ao “volume” contido na distribuição de tensão que, neste 
caso, é P, = OgA. 


aaaea 


*4.9 Tensão RESIDUAL 


Se um elemento ou grupo de tais elementos com carga axial formar um 
sistema estaticamente indeterminado que pode suportar tanto cargas de tração 
como de compressão, então o excesso de carga externa, que provoca o 
escoamento do material, criará tensões residuais nos elementos quando a carga 
for retirada. A razão para isso tem que ver com a recuperação elástica do 
material ocorrida durante a retirada da carga. Como exemplo, consideremos 
um elemento prismático feito de material elastoplástico com diagrama tensão- 
deformação OAB, como mostrado na Figura 4.32. Se uma carga axial produzir 
uma tensão og no material e uma deformação plástica ec correspondente, 
então, quando a carga for retirada, o material responderá elasticamente e 
seguirá a reta CD a fim de recuperar alguma deformação plástica. A 
recuperação total até a tensão zero no ponto O' será possível somente se o 
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elemento for estaticamente determinado, visto que as reações do apoio do ele- 
mento devem ser nulas quando a carga for retirada. Nessas circunstâncias, 
o membro ficará permanentemente deformado e, assim, sua deformação per- 
manente será co.. Se o elemento for estaticamente indeterminado, a retirada da 
carga externa causará, no entanto, resposta das forças do apoio à recuperação 
elástica CD. Como essas forças impedem a recuperação total do elemento, 
induzem tensões residuais nesse elemento. 

Para resolver um problema desse tipo, o ciclo completo de carga e descarga 
do elemento pode ser considerado como a superposição de uma carga positiva 
(carregamento) sobre uma carga negativa (descarga). O carregamento, de O a 
C, resulta em uma distribuição de tensão plástica, enquanto a descarga, ao longo 
de CD, resulta apenas em uma distribuição de tensão elástica. A superposição 
requer que as cargas se anulem; entretanto, as distribuições de tensão não se 
anulam e a tensão residual permanece. 

O exemplo a seguir ilustra numericamente esses conceitos. 


o 


Og =. B 





D 
Figura 4.32 


A haste mostrada na Figura 4.334 tem raio de 5 mm e é feita de um material 
elástico perfeitamente plástico, para o qual o; = 420 MPa e E = 70 GPa (Figura 
4.33b). Supondo que uma força de P = 60 kN seja aplicada à haste e depois 
retirada, determinar a tensão residual na haste e o deslocamento permanente 
do colar em C. 


SOLUÇÃO 


O diagrama de corpo livre da haste é mostrado na Figura 4.33. Por 
inspeção, a haste é estaticamente indeterminada. A aplicação da carga P 
provoca uma das três possibilidades, a saber: ambos os segmentos AC e CB 
permanecem elásticos, AC fica plástico enquanto CB fica elástico, ou AC e 
CB ficam plásticos. 

Uma análise elástica, semelhante à discutida na Seção 4.4, produzirá F4 = 


45 kN e Fg = 15 kN nos apoios. No entanto, isso resulta em uma tensão de: 


Tac = DE = 573 MPa (compressão) > og = 420 MPa 


no segmento AC e: 


15 kN 


acg = ——— ne 5 = 191 MPa (tração 
CB ™ (0,005 m}? (iragan) 

3 A possibilidade de CB tornar-se plástico antes de AC não ocorrerá porque, quando o ponto C 
se deformar, a deformação em AC (visto que esse segmento mais curto) será sempre maior do 
que a deformação em CB. 


Cap.4 CARGA AXIAL 131 


no segmento CB. Como o material do segmento AC escoará, vamos supor que 
AC torne-se plástico, enquanto CB permanece elástico. 
Nesse caso, a força máxima possível desenvolvida em AC é: 




























(Fale = TrA = 420(10º) kN /m2[7(0,005 m)?] (a) 
= 33,0 kN hog==e e eE 
e pelo equilíbrio da haste (Figura 4.33b), ©) 
Fp = 60 kN — 33,0 kN = 27,0 kN TOR 
A tensão em cada segmento da haste é, portanto: il 
er=-0,0060 53N] Ef) 
gac = Or = 420 MPa (compressão) Ec =— 001473 ï 1º || ee = 0.0060 PENRE 





Tei.* en, = 0,004911 





27,0 kN cs fcs 
= ——— > = 344 tração) < j 
oey (0,005 m} MPa (tração) < 420 MPa (OK) ; | a 
2|- Serem 
Tensão Residual. Para se obter a tensão residual, também é necessário a 
conhecer a deformação em cada segmento devido à carga. Como CD responde Figura 4.33 
elasticamente, 
BE n FgLcg Ex (27,0 kN)(0,300 m) = 0,001474 i 





AE (0,005 m)[70(10º) kN /m?] 
Assim: 


c _ 0,001474 m 
Leg 0300m 





ecg +0,004913 


Além disso, como 5 é conhecido, a deformação em AC é: 


: êe 0,001474 m 
Ae mê 0,100 m 











= —0,01474 


Portanto, quando P é aplicada, o comportamento tensão-deformação do 
material no segmento CB move-se de O para A' (Figura 4.33c), e o compor- 
tamento tensão-deformação do material no segmento AC move-se de O para 
B'. Se a carga P for aplicada no sentido contrário — em outras palavras, se a 
carga for retirada —, ocorrerá uma resposta elástica, e as forças contrárias 
Fa = 45 kN e Fg = 15 kN serão aplicadas a cada segmento. Como calculado 
antes, essas forças produzem as tensões dac = 573 MPa (tração) e ocs = 191 
MPa (compressão) e, como resultado, a tensão residual em cada segmento será: 


(Tac): = —420 MPa + 573 MPa = 153 MPa Resposta 
(acg), = 344 MPa — 191 MPa = 153 MPa Resposta 


Essa tensão de tração é a mesma em ambos os segmentos, como esperado. 
Observe também que o comportamento tensão-deformação do segmento AC 
move-se de B’ para D' na Figura 4.33c, enquanto o comportamento tensão- 
deformação do material no segmento CB move-se de A' para C’. 


Deslocamento Permanente. Pela Figura 4.33c, a deformação residual em 
CB é: 
Vo o 153109) Pa 
€c ET 7O(O?) Pa 





= 0,002185 


de modo que o deslocamento permanente de C é: 


dc = €crLcs = 0,002185(300 mm) = 0,656 mm <— Resposta 
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Podemos obter esse resultado determinando também a deformação 
residual e'ac de AC (Figura 4.33c). Como a reta B'D' tem declive E, então: 





Portanto: 


do _ (420 + 153)10º Pa 
dEAC = E = 


70(10º) Pa = 0,008185 


eac = eac + eac = —0,01474 + 0,008185 = —0,006555 


Finalmente: 


dc = e'acLac = —0,006555(100 mm) = 0,656 mm < 


Resposta 





E PROBLEMAS | 
d i e 30 mm 


Lembrando: 1 kip = 1.000 Ib e 1 ksi = 1.000 Ib/poÊ 


4.95. Supondo que a tensão normal admissível para a barra 
seja Cadm = 120 MPa, determinar a força axial máxima P que 
pode ser aplicada à barra. 

r 5 mm 





Problema 4.95 


*4.96. A peça deve ser feita de chapa de aço com 0,25 pol 
de espessura. Se for feito um furo de 1 pol em seu centro, 
determinar a largura aproximada w da chapa suficiente para 
que ela suporte uma força axial de 3.350 Ib. A tensão admis- 
sível é Cadm = 22 ksi. 


0,25 pol 


3.350 1b 





Problema 4.96 


4.97. Determinar a tensão normal máxima desenvolvida na 
barra quando esta é submetida a uma tração P — 2 kip. 


1,875 pol 0,125 pol 
i 1,25 pol 






r=0,25 pol 
0,75 pol po 


Problema 4.97 


4.98. Determinar a tensão normal máxima desenvolvida na 
barra quando esta é submetida a uma tração P = 8 KN. 


60 mm 






r= 15 mm 


12 mm 
Problema 4.98 


4.99. Supondo que a tensão normal admissível da barra seja 
Cadm = 120 MPa, determinar a força axial máxima P que pode 
ser aplicada à barra. 





Problema 4.99 


*4,100. A distribuição da tensão resultante ao longo da 
seção AB da barra é mostrada na figura. Considerando essa 
distribuição, determinar a força axial resultante aproximada 
P aplicada à barra. Além disso, qual é o fator de concentração 
de tensão para essa geometria? 


20 mm 





Problema 4.100 


4.101. Uma chapa de aço A-36 tem espessura de 12 mm. 
Supondo que haja curvas de concordância em Be Ce Gaim 
= 150 MPa, determinar a carga axial máxima P que ela 
suporta. Calcular seu alongamento desprezando o efeito das 
curvas de concordância. 






120 mm 
r= 30 mm 





Problema 4.101 


4.102. A distribuição da tensão resultante ao longo da seção 
AB da barra é mostrada. Considerando essa distribuição, 
determinar a força axial resultante aproximada P aplicada à 
barra. Além disso, qual é o fator de concentração de tensão 
para essa geometria? 


0,5 pol 












. Be N 


re ` 
feio ea i 


Uer To E 


PNS ~ 
fito, gip 





DT | 


E | 
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Ri] ico 


Problema 4,102 


4.103. O peso de 300 kip é ajustado vagarosamente no topo 
de um poste feito de alumínio 2014-T6 com núcleo de aço A- 
36. Se ambos os materiais forem elásticos perfeitamente 
plásticos, qual será a tensão em cada um? 






Alumínio 


Problema 4.103 


*4.104. O peso está suspenso por arames de aço e alumínio 
de mesmo comprimento inicial, 3 m, e área da seção trans- 
versal de 4 mm”. Supondo que os materiais sejam elásticos 
perfeitamente plásticos, com (Or)aço = 120 MPa e (Opa = 
70 MPa, determinar a força em cada arame se o peso for (a) 
600 N e (b) 720 N. Ear = 70 GPa, Eaço = 200 GPa. 
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Problema 4.104 


4.105. A barra tem área da seção transversal de 0,5 pol? e 
é feita de um material cujo diagrama tensão-deformação 
pode ser aproximado pelos dois segmentos de reta mostrados, 
Determinar o alongamento da barra devido à carga aplicada. 


B 8kp C skip 
E Da 











€ (pol/pol) 


0,001 0,021 


Problema 4.105 


4.106. O arame BC tem diâmetro de 0,125 pol e seu material 
tem as características de tensão-deformação mostradas na 
figura. Determinar o deslocamento vertical do cabo em D se 
a força de tração for aumentada vagarosamente e alcançar a 
intensidade de (a) P = 450 lb e (b) P = 600 lb. 








€ (pol/pol) 


0,007 


0,12 


Problema 4.106 
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4.107. A viga rígida é suportada pelas três hastes A, Be C, 
de comprimentos iguais. As hastes A e C têm diâmetro de 25 
mm e são feitas de alumínio, para o qual Ea, = 70 GPa e 
(Cg)a = 20 MPa. A haste B tem diâmetro de 10 mm e é feita 
de latão, para o qual Ejaão = 100 GPa e (OE)iarão = 590 MPa. 
Determinar a menor intensidade de P de modo que (a) 
somente as hastes A e C escoem e (b) todas as hastes escoem. 





Problema 4.107 


*4.108. A viga rígida é suportada pelos três postes A, B e 
C, de comprimentos iguais. Os postes A e C têm diâmetro de 
75 mm e são feitos de alumínio, para o qual E, = 70 GPa e 
(0 E)a = 20 MPa. O poste B tem diâmetro de 20 mm e é feito 
de latão, para o qual Estão = 100 GPa e (OE)rião = 590 MPa. 
Determinar a menor intensidade de P de modo que (a) 
somente os postes A e C escoem e (b) todos os postes escoem. 





-2 m—-2 m—-2 mA-2m A 
Problema 4,108 


4.109. Um material tem diagrama tensão-deformação descrito 
pela curva o = ce". Determinar a deflexão ô da extremidade 
de uma haste feita desse material se ela tiver comprimento L, 
área da seção transversal A e peso específico y. 


Fl 


Problema 4.199 


PROBLEMAS DE REVISÃO 


4.110. A barra rígida é suportada por um pino em A e dois 
arames de aço, cada um com diâmetro de 4 mm. Supondo 
que o limite de escoamento dos arames seja Og = 530 MPa 
e Eao = 200 GPa, determinar a intensidade da carga 
distribuída w que, colocada sobre a viga, provoque apenas 
escoamento do arame EB. Qual é o deslocamento do ponto 
G neste caso? Supor nos cálculos que o aço é elástico 
perfeitamente plástico. 















|-— 400 mm efe 250 mms 


Problema 4110 


4111. A barra rígida é suportada por um pino em A e dois 
arames de aço, cada um com diâmetro de 4 mm. Supondo 
que o limite de escoamento dos arames seja o; = 530 MPa 
e Eaço = 200 GPa, determinar: (a) a intensidade da carga 
distribuída w que, colocada sobre a viga, provoque apenas o 
início do escoamento de um dos arames e (b) a menor 
intensidade da carga distribuída que provoque o escoamento 
de ambos os arames. Supor nos cálculos que o aço é elástico 
perfeitamente plástico. 





w 








400 mm J- 250 mm—+ 


hzo e, 


Problema 4.111 





*4112. Um rebite de aço de 0,25 pol de diâmetro a uma 
temperatura de 1.500ºF está preso entre duas chapas, de 
modo que nessa temperatura tem 2 pol de comprimento e 
exerce uma força de aperto de 250 lb entre as chapas. De- 
terminar a força de aperto aproximada entre as chapas 


quando o rebite esfria para 70°F. Supor nos cáculos que as 
cabeças do rebite e as chapas são rígidas. Adotar maço = 
8(1076) /°F e Esço = 29(10°) ksi. O resultado é uma estimativa 
conservadora da resposta real? Por quê? 





Problema 4,112 


4.113. O cilindro de 50 mm de diâmetro, feito de magnésio 
Am 1004-T61, é colocado no fixador quando a temperatura 
é Ti = 15°C. Os dois parafusos de aço inoxidável 304 do 
fixador têm diâmetro de 10 mm e apertam o cilindro de leve, 
com força desprezível, contra as garras rígidas. Determinar a 
temperatura em que a tensão normal média tanto no mag- 
nésio como no aço não excede cadam = 12 MPa. 








Problema 4.113 


4.114. O conjunto consiste de um cilindro de alumínio 2014- 
T6 com diâmetro externo de 200 mm e diâmetro interno de 
150 mm, junto com um cilindro interno concêntrico de 
magnésio Am 1004-T61 com diâmetro de 125 mm. Supondo 
que a força de aperto nos parafusos AB e CD seja de 4 kN 
quando a temperatura é T} = 16°C, determinar essa força quan- 
do a temperatura torna-se T, = 48°C. Supor que os parafusos 
e as barras de fixação são rígidos. 





A C 
p 
i 
400 mm 
| a 
B D 
Magnésio Alumínio 


Problema 4.114 


4.115. O conjunto consiste em duas barras AB e CD do 
mesmo material, com módulo de elasticidade E, e coe- 
ficiente de expansão térmica q, e uma barra EF com 
módulo de elasticidade E, e coeficiente de expansão 
térmica a2. Todas as barras têm o mesmo comprimento L 
e área da seção transversal A. Se a viga rígida estiver 
inicialmente horizontal na temperatura T}, determinar o 
ângulo que ela faz com a horizontal quando a temperatura 
aumenta para T3. 
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Problema 4.115 


*4.116. O eixo composto, formado por segmentos feitos de 
alumínio, cobre e aço, está submetido ao carregamento 
mostrado. Determinar o deslocamento da extremidade A em 
relação à extremidade D e a tensão normal média em cada 
segmento. A área da seção transversal e o módulo de 
elasticidade de cada segmento são mostrados. Desprezar as 
dimensões dos colares Be C. 


4.117. Determinar o deslocamento de B em relação a C do 
eixo composto do Problema 4.116. 


Alumínio Cobre Aço 
Ea =10(10°)ksi Æ,„=18(10°) ksi Esp =29(10) ksi 
Aag =0,09pol? Agc =0,12pol? Arp =0,06 pol? 


3,50 kip 1,75 kip 
2,00 kip 1,50 kip 
a 
3.50 kip | 1,75 kip 
[is prt iipai— lpo 





Problemas 4.116/4.117 


4.118. O conjunto consiste de uma barra de alumínio ABC, 
com diâmetro de 30 mm e colar fixo em B, e uma haste de 
aço CD com diâmetro de 10 mm. Determinar o deslocamento 
do ponto D quando o conjunto é carregado como mostrado. 
Desprezar as dimensões do colar em B e a conexão em C. 
Eaço = 200 GPa, Ea = 70 GPa. 


mm 








Problema 4.118 
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4.119. O bujão de latão é colocado sob pressão no fundido 
rígido. A pressão normal uniforme do mancal sobre o bujão 
é estimada em 15 MPa. Supondo que o coeficiente de atrito 
estático entre o bujão e o fundido seja ue = 0,3, determinar 
a força axial P necessária para retirar o bujão. Calcular 
também o deslocamento da extremidade B em relação à 
extremidade A imediatamente depois que o bujão começa 
a sair. Emro = 98 GPa. 





Problema 4.119 


ED 


*4.120. O conjunto consiste de dois tirantes AC e BD de aço 
A-36 acoplados à viga rígida uniforme de 100 lb AB. Deter- 
minar a posição x da carga de 300 lb de modo que a viga 
permaneça na posição horizontal tanto antes como depois de 
a carga ser aplicada, Cada haste tem diâmetro de 0,5 pol. 








30 pol 


Problema 4.120 





5 TorçÃo 





OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Neste capítulo discutiremos os efeitos da aplicação 
de esforços torcionais em um elemento linear longo, tal 
como um eixo ou um tubo. Inicialmente considerare- 
mos que o elemento tenha seção transversal circular. 
Mostraremos como determinar tanto a distribuição de 
tensão no interior do elemento como o ângulo de 
torção quando o material comporta-se de maneira 
lincar-elástica e, também, quando é inelástico. Ademais, 
será discutida a análise estaticamente indeterminada de 
eixos e tubos, além de tópicos especiais, como ele- 
mentos com seções transversais não-circulares. Por 
último, concentrações de tensão e a tensão residual 
provocadas por cargas de torção. 


5.1 Derormação POR Torção DE 
UM Eixo CIRCULAR 


Torque é o momento que tende a torcer o membro 
em torno de seu eixo longitudinal. Seu efeito é de 
interesse principal no projeto de eixos ou eixos de 
acionamento usados em veículos e maquinaria. Fisi- 
camente, podemos ilustrar o que acontece quando um 
torque é aplicado em um eixo circular, considerando o morir 
eixo como feito de um material altamente deformável, 
como a borracha (Figura 5.14). Quando o torque é aplicado, os círculos e as 
retas longitudinais da grelha originalmente marcada no eixo tendem a se 
distorcer com o padrão mostrado na Figura 5.1b. Por inspeção, a torção faz os 
círculos permanecerem como círculos e cada reta longitudinal da grelha 
deforma-se em uma hélice que intercepta os círculos em ângulos iguais. Além 
disso, as seções transversais das extremidades do eixo permanecem planas — 
ou seja, não entortam nem incham ou se contraem — e as retas radiais dessas 
extremidades permanecem retas durante a deformação (Figura 5.15). A partir 
dessas observações, podemos supor que, se o ângulo de rotação for pequeno, 
o comprimento do eixo e seu raio permanecerão inalterados. 

Se o eixo estiver preso em uma extremidade e for aplicado um torque na 
outra extremidade, o plano sombreado da Figura 5.2 se distorcerá e assumirá 
uma forma oblíqua como mostrado. Nesse caso, uma linha radial localizada na 
seção transversal a uma distância x da extremidade fixa do eixo girará por meio 
de um ângulo (x). O ângulo (x), assim definido, é denominado ângulo de 
torção. Ele depende da posição x e varia ao longo do eixo como mostrado. 





O esforço de torção desenvolvido no eixo de acionamento des- 
te ventilador de condensação depende da potência de saída do 
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Observe a deformação do elemento 
retangular quando esta barra de bor- 
racha é submetida a um torque. 









Círculos Z2 
permanecem —_ A 
Z circulares 


As retas 
longitudinais 
ficam torcidas 


As retas radiais 
permanecem retas 





Antes da deformação Após a deformação 


(a) (b) 
Figura 5.1 


A fim de compreender como essa distorção deforma o material, vamos 
isolar um elemento pequeno localizado a uma distância radial p (rô) da linha 
de centro do eixo (Figura 5.3). Devido à deformação, como observado na Figura 
5.2, as faces anterior e posterior do elemento sofrem rotação. A face posterior 
por &(x), e a face anterior por &(x) + Ag. O resultado é que a diferença entre 
as rotações, A, torna o elemento sujeito a deformação por cisalhamento. Para 
calcular essa deformação, observe que antes da deformação principal o ângulo 
entre as bordas AB e AC era de 90º; depois dela, entretanto, as bordas do 
elemento passam a ser AD e AC e o ângulo entre elas 6". Pela definição de 
deformação por cisalhamento (Equação 2.4), temos: 


T . 7 
y= -limo 
2 CS5A along CA 
B>A along BA 






plano -~ É På 
deformado Í 






plano sem 
deformação 


O ângulo de torção (x) aumenta à medida que x aumenta. 
Figura 5.2 


Esse ângulo, y, está indicado no elemento. Ele pode ser relacionado ao 
comprimento do elemento Ax e à diferença no ângulo de rotação (Ad) entre 
as faces sombreadas. Se Ax — dx e Ab — dá, temos: 


BD = p dọ = dx y 


Portanto, 


do 


= p +> 5.1 
AF (5.1) 


Como dx e dọ são os mesmos para todos os elementos localizados na seção 
transversal em x, então dp/dx é constante e a Equação 5.1 diz que a 
intensidade da deformação por cisalhamento de qualquer um desses elementos 
varia apenas de acordo com sua distância radial p a partir da linha de centro 
do eixo. Em outras palavras, a deformação por cisalhamento no interior do 
eixo varia linearmente ao longo de qualquer reta radial, de zero na linha de 
centro do eixo a um máximo ymáx em seu limite externo (Figura 5.4). Como 


dp/dx = y/p = Ymax/c, então: 
p 
Y =| | Ymáx (5.2) 


Os resultados obtidos nesse caso também são válidos para tubos circulares. 
Dependem apenas das hipóteses relativas à deformação mencionadas anterior- 
mente. 





A deformação por cisalhamento 
do material aumenta linearmente 
de acordo com p, isto é, Y = (plo)y, 


máx 


Figura 5.4 


5.2 FÓRMULA DA Torção 


Quando um torque externo é aplicado a um eixo, cria um torque interno 
correspondente no interior do eixo. Nesta seção, desenvolveremos uma equação 
que relacione o torque interno com a distribuição das tensões de cisalhamento 
na seção transversal de um eixo ou tubo circular. 

Se o material for linear-elástico, então a lei de Hooke, 7 = G y, aplica-se 
e, consequentemente, como observado na seção anterior, uma variação linear 
na deformação por cisalhamento leva a uma variação linear na tensão de 
cisalhamento ao longo de qualquer reta radial na seção transversal. Assim, 
como a variação tensão-deformação, para um eixo maciço, 7 varia de zero na 
linha de centro longitudinal do eixo a um valor máximo, 7m4x, em seu limite 
externo. Tal variação é mostrada na Figura 5.5 para as faces dianteiras de um 
número selecionado de elementos, localizados em uma posição radial 
intermediária p e na extremidade do raio c. Devido à proporcionalidade dos 
triângulos, ou pela lei de Hooke (1 = G y) e pela Equação 5.2 [y = (p/0) Ymax], 
podemos escrever: 


T= (E rm (5.3) 
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Plano 


P 
é p 
106 
2 X A A 
— Plano não 
deformado 
/ 


Deformação por cisalhamento 
do elemento 









Figura 5.3 
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A tensão de cisalhamento varia 
linearmente ao longo de cada reta 
radial da seção transversal. 


Figura 5.5 


Essa equação expressa a distribuição cisalhamento-tensão como uma 
função da posição radial p do elemento; em outras palavras, ela define a 
distribuição de tensão na seção transversal em termos da geometria do eixo. 
Com ela, podemos então satisfazer a exigência de que o torque produzido pela 
distribuição de tensão em toda a seção transversal seja equivalente ao torque 
interno resultante T na seção, o que manterá o eixo em equilíbrio (Figura 5.5). 
Especificamente, cada elemento de área dA, localizado em p, está submetido 
a uma força dF = r dA. O torque produzido por essa força é dT = p(T dA). 
Temos, portanto, para toda a seção transversal: 


T= I p(t dA) = I A Ens dA (5.4) 


Como Tmax/C é constante, 
Tmáx 2 
T=] pídA (5.5) 
c -JA 


A integral dessa equação depende somente da geometria do eixo. Ela 
representa o momento de inércia polar da área da seção transversal, calculado 
em torno da linha de centro longitudinal do eixo. Usaremos o símbolo J para 
esse valor; assim, a equação anterior pode ser escrita de forma mais compacta, 
ou seja: 


| Tmáx 7 
| 


“| 


| (5.9) 


onde: 


Tmáx = tensão de cisalhamento máxima no eixo, que ocorre na superfície ex- 
terna 
T = torque interno resultante que atua na seção transversal. Seu valor é de- 
terminado pelo método das seções e pela equação do momento de 
equilíbrio aplicada em torno da linha de centro longitudinal do eixo 
J = momento de inércia polar da área da seção transversal 
c = raio externo do eixo 


A tensão de cisalhamento é determinada na distância intermediária pa 
partir de uma equação semelhante obtida por meio das equações 5.3 e 5.6: 


| r= (5.7) 


Qualquer uma das duas equações anteriores é geralmente denominada 
fórmula da torção. Lembre-se de gue ela é usada somente se o eixo for circular 
e o material for homogêneo e comportar-se de maneira lincar-elástica, visto 
que a dedução baseia-se no fato de que a tensão de cisalhamento é proporcional 
à deformação de cisalhamento. 


Eixo Sólido. Se o eixo tiver uma seção transversal circular maciça, deermi- 
naremos o momento de inércia polar J usando um elemento de área sob a 
forma de um anel infinitesimal com espessura dp e circunferência 2mp (Figura 
5.6). Nesse anel, dA = 2%p dp, então: 


e 





1=]) pº da = | p? (Emp dp) = 27 | o? dp = 2m0(5)pº 
A o o 4 o 

f = ] 

| J=Ee | À 

[152º] (5.8) 


Observe que J é uma propriedade geométrica da área do círculo e é sempre 
positiva. As unidades usadas para sua medida são mm” e pol”. 

Foi mostrado que a tensão de cisalhamento varia linearmente ao longo de 
cada reta radial dessa seção transversal do eixo. Entretanto, se um elemento 
de volume do material dessa seção transversal for isolado, então, devido à 
propriedade complementar do cisalhamento, tensões de cisalhamento iguais 
também devem atuar sobre quatro de suas faces adjacentes, como mostrado 
na Figura 5.74. Então, o torque interno T não só desenvolve uma distribuição 
linear da tensão de cisalhamento ao longo de cada reta radial do plano da 
área da seção transversal, como também desenvolve uma distribuição da 
tensão de cisalhamento associada ao longo de um plano axial (Figura 5.7b). 
É interessante observar que, devido a essa distribuição axial da tensão de 
cisalhamento, os eixos feitos de madeira tendem a rachar ao longo do plano 
axial quando submetidos a torque excessivo (Figura 5.8). Isso acontece porque 
a madeira é um material anisotrópico. Sua resistência ao cisalhamento no 
sentido paralelo aos grãos ou às fibras, na direção da linha de centro do cixo, 
é muito menor do que sua resistência no sentido perpendicular às fibras, na 
direção do plano da seção transversal. 





Tanáx 





A tensão de cisalhamento 


Pá varia linearmente ao longo de cada 
F reta radial da seção transversal. 
(a) (b) 


Figura 5.7 


Cap.5 Torção 141 





Figura 5.6 
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Este eixo de acionamento tubular de 
caminhão foi submetido a uma sobre- 
carga, o que resultou na falha provo- 
cada por escoamento do material. 





T 


Falha em um eixo de madeira devido à torção 


Figura 5.8 


Eixo Tubular. Se um eixo tem seção transversal tubular (eixo vazado), com 
raio interno c; e raio externo Ce, então, pela Equação 5.8, determinamos seu 
momento de inércia polar subtraindo o J para o eixo de raio c; daquele deter- 
minado para o eixo de raio ce. O resultado é: 


| J= (ce T ci) | (5.9) 


Como no eixo maciço, a tensão de cisalhamento distribuída sobre a área 
da seção transversal varia linearmente ao longo de qualquer reta radial (Figura 
5.94). Além disso, a tensão de cisalhamento varia ao longo do plano axial do 
mesmo modo (Figura 5.9b). Exemplos da atuação da tensão de cisalhamento 
sobre elementos de volume típicos são mostrados na Figura 5.94. 


Tensão de Torção Máxima Absoluta. Em qualquer seção transversal do eixo, 
a tensão de cisalhamento ocorre na superfície externa. No entanto, se o eixo for 
submetido a uma série de torques externos, ou o raio (momento de inércia polar) 
mudar, a tensão de torção máxima no interior do eixo poderá diferir de uma 
seção para a outra. Se formos determinar a tensão de torção máxima, será 
importante determinar a localização onde a relação Tc/J é máxima, A esse 
respeito, é útil mostrar a variação do torque interno T, em cada seção ao longo 
da linha de centro do eixo, desenhando um diagrama de torque. Especificamente, 
esse diagrama é um gráfico do torque interno T versus sua posição ao longo do 
comprimento do eixo. Pela convenção de sinais, T é positivo se pela regra da 
mão direita a direção do polegar ficar no sentido de afastar-se do eixo quando 
os dedos curvam-se na direção da torção provocada pelo torque (Figura 5.5). 
Uma vez determinado o torque interno em todo o eixo, a relação máxima Tc /J 
pode, então, ser identificada. 





A tensão de cisalhamento varia linearmente 


ao longo de cada reta radial da seção transversal, 


(a) (b) 
Figura 5.9 


Pos Todo 
T 


Cap.5 Torção 143 


Pontos IMPORTANTES 


e Quando um eixo que tem seção transversal circular é submetido a um torque, a seção transversal permanece 
plana enquanto as retas radiais giram. Isso provoca uma deformação por cisalhamento no interior do material 
que varia linearmente ao longo de qualquer reta radial, indo desde zero na linha de centro do eixo até o má- 
ximo no seu limite externo. 


e No caso de material homogênco linear-elástico, devido à lei de Hooke, a tensão de cisalhamento ao longo de 
qualquer reta radial do eixo também varia linearmente de zero na linha de centro até o máximo no seu limite 
externo. A tensão de cisalhamento máxima não deve exceder o limite de proporcionalidade. 


e Devido à propriedade complementar do cisalhamento, a distribuição da tensão de cisalhamento linear no 
plano da seção transversal também é distribuída ao longo de um plano axial adjacente ao eixo. 


e A fórmula da torção baseia-se no requisito de que o torque resultante na seção transversal seja igual ao torque 
produzido pela distribuição da tensão de cisalhamento linear em torno da linha de centro longitudinal do eixo. 
É necessário que o eixo ou o tubo tenha seção transversal circular e seja feito de material homogêneo com 
comportamento linear-elástico. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 
A fórmula da torção é aplicada segundo o procedimento a seguir. 


Carga Interna. 


e Fazer o corte do eixo perpendicular à sua linha de centro no ponto em que a tensão de cisalhamento deve ser 
determinada e usar o diagrama de corpo livre e as equações de equilíbrio necessárias para obter o torque in- 
terno da seção. 


Propriedade da Seção Transversal. 


e Calcular o momento de inércia polar da área da seção transversal. Para uma seção maciça de raio c, J = arc! /2 
e, para um tubo de raio externo c, e raio interno cJ = m(ci— ch) jd: 


Tensão de Cisalhamento. 


e Especificar a distância radial p, medida a partir do centro da seção transversal ao ponto em que a tensão de 
cisalhamento deve ser determinada. Aplicar então a fórmula da torção 7 = Tp/J ou usar Tmax = Tc/J caso a 
tensão de cisalhamento máxima tenha de ser determinada. Ao substituir os dados, certificar-se de usar um con- 
junto de unidades compatíveis. 


A tensão de cisalhamento atua na seção transversal sempre na direção perpendicular a p. A força que ela cria 
deve fornecer um torque em torno da linha de centro do eixo que tenha a mesma direção do torque interno re- 
sultante T que atua na seção analisada. Uma vez estabelecida a direção, um elemento de volume, localizado no 
ponto em que 7 é determinado, pode ser isolado e pode-se mostrar a direção de 7 atuando sobre as três outras 
faces adjacentes do elemento. 





A distribuição de tensão em um eixo maciço foi esquematizada grafi- 
camente ao longo de três retas radiais arbitrárias como mostrado na Figura 
5.104. Determinar o torque interno resultante na seção. 





Figura 5.18 
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SOLUÇÃO I 


O momento de inércia polar da área da seção transversal é: 
JS 5e pol) = 25,13 pol 


Aplicando a fórmula da torção com Tmax = 8 ksi (Figura 5.104), temos: 


“Te co Te pol 
Tméx = 75 8 kip/pol” = (25,13 pol? 
T = 101 kip- pol Resposta 


SOLUÇÃO II 


O mesmo resultado é obtido calculando-se o torque produzido pela 
distribuição de tensão em torno da linha de centro do eixo. Primeiro devemos 
expressar 1 = fp). Usando triângulos proporcionais (Figura 5.10b), temos: 





r _ Bks 
p  2pol 
T= 4p 


Essa tensão atua em todas as partes do elemento do anel infinitesimal com 
área dA = 2%p dp. Como a força criada por 7 é dF = 7 dA, o torque é: 


dT = p dF = p(rdA) = p(40)2xp dp = 87pº dp 
Para toda a área sobre a qual 7 atua, requer-se que: 


2 
= 101 kip - pol Resposta 
0 





í 1 
T= [ 87p° dp = sr(4 5º 
o 4 





EXEMPLO 5.2 





O eixo maciço de raio c é submetido ao torque T (Figura 5.114). 
Determinar a fração de T que é resistida pelo material contido na região 
externa do eixo, com raio interno c/2 e raio externo c. 


SOLUÇÃO 


A tensão no eixo varia linearmente, de tal modo que r = (p/c)Tmáx 
(Equação 5.3). Portanto, o torque dT' no anel (área) localizado na região 
sombreada clara (Figura 5.11b) é: 


AT’ = p(T dA) = p(olC)Tmal2 mp dp) 


O torque para toda a área sombreada clara é: 








De modo que: 


o Vo STO 3 
Figura 5.11 p= 32 máxC (1) 


Cap.5 Torção 145 


O torque T” pode ser expresso em termos do torque aplicado T usando- 
se primeiro a fórmula da torção para determinar a tensão máxima no eixo. 





Temos: 
as se TE 
mx J (mc 
ou 
AR 
TC 


Substituindo pela Equação 1, temos: 


T'= 5 Resposta 

Nesse caso, aproximadamente 94% do torque recebe resistência da região 

sombreada clara e os 6% restantes de T (ou +) recebem resistência do ‘núcleo’ 

interno do eixo, p = O para p = c/2. Como resultado, o material localizado na 

região externa do eixo é altamente efetivo para resistir ao torque, o que justifica 

o uso de eixos tubulares como um meio eficiente de transmitir torque e, 
portanto, economizar material. 








EXEMPLO 5.3 


O eixo mostrado na Figura 5.124 é suportado por dois mancais e está 
sujeito a três torques. Determinar a tensão de cisalhamento desenvolvida nos 
pontos A e B, localizados na seção a-a do eixo (Figura 5.125). 


42,5 kip-pol 





SS 42,5 kip-pol 
Q , Ca 
5 É EA l 
3 E, ( GN 30 kip-pol 


y S `~ 


~ 





(a) (b) 
Figura 5.12 
SOLUÇÃO 
Torque Interno. As reações dos mancais no eixo são nulas, desde que o peso 


do eixo seja desprezado. Além disso, os torques aplicados satisfazem o 
equilíbrio de momento em torno da linha de centro do eixo. 


O torque interno na seção a-a será determinado pelo diagrama de corpo 
livre do segmento esquerdo (Figura 5.12b). Temos: 


2M,=0; 42,5kip-pol-30kip-pol-T=0 T=125kip-pol 


Propriedade da Seção Transversal. O momento de inércia polar da seção 
transversal do eixo é: 


J= 3075 pol)* = 0,497 pol! 
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Tensão de Cisalhamento. Como o ponto A está em p = c = 0,75 pol, 


A y 
Eeo L Te _ (125 kip- po) (0,75 pol) 
TATE (0,497 pol?) 





= 18,9 ksi Resposta 





De modo similar para o ponto B, em p = 0,15 pol, temos: 


3,77 ksi a Tor (12,5 kip - pol)(0,15 pol) 
S (0,497 pol?) 








0,75 pol 0,15 pol = 3,77 ksi Resposta 


(c) 


E zi> As direções dessas tensões em cada elemento em 4 e B (Figura 5.12c) 
igura 5.12 


são estabelecidas pela direção do torque interno resultante T, mostrado na 
Figura 5.12b. Observe cuidadosamente como a tensão de cisalhamento atua 
nos planos de cada um desses elementos. 





EXEMPLO 5.4 





O tubo mostrado na Figura 5.134 tem diâmetro interno de 80 mm e 
diâmetro externo de 100 mm. Supondo que sua extremidade seja apertada 
contra o apoio em A por meio de um torquímetro em B, determinar a tensão 
de cisalhamento desenvolvida no material nas paredes interna e externa ao 
longo da parte central do tubo quando são aplicadas forças de 80 N ao 


80 N AD torquímetro. 
gh mm A A A SOLUÇÃO 






80N Torque Interno. É feito um corte na localização intermediária C ao longo 
do eixo do tubo (Figura 5.13b). A única incógnita na seção é o torque interno 
T. Os equilíbrios da força e do momento em torno dos eixos x e z são satisfeitos. 
Requer-se que: 
BM, = 0; 80 N(0,3 m) + 80 N(0,2m) — 7 =0 

T=40N-m 
Propriedade da Seção Transversal. O momento de inércia polar da área 
80N x da seção transversal é: 


, T = 
00 mm Pad J= z005 m) = (0,04 m) = 5,80(10 6) mî 


a E Tensão de Cisalhamento. Em qualquer ponto localizado na superfície 
300 mm sr E 
| externa do tubo, p = ce = 0,05 m, temos: 


Te, 40 N - m(0,05 m) 


== ignani ma = 0,345 MPa Resposta 
F J 5,80(109) mt P 


tb) 
E, em qualquer ponto localizado na superfície interna do tubo, p = c; = 
0,04 m, de modo que: 


E 

É Te, 40N “(0,04 m) 

1:=0276MP ing e SO Osso e SEA Resposta 

ES Y as 
à Tp= 0345 MPa | 

es E Para mostrar como essas tensões atuam em pontos representativos, como, 


~A 
f 
\ por exemplo, D e E na área da seção transversal, primeiro vamos ver a seção 
xX A 






E transversal pela frente do segmento CA do tubo (Figura 5.134). Nessa seção 
T (Figura 5.13c), o torque interno resultante é igual mas oposto, como mostrado 

(e) na Figura 5.13b. As tensões de cisalhamento em D e E contribuem para esse 

torque e atuam, portanto, nas faces sombreadas dos elementos nas direções 

Figura 5.13 mostradas. Como consegiência, observe como os componentes cisalhamento- 
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tensão atuam sobre as outras três faces. Além do mais, como o topo da face de 
D e a face interna de E estão em regiões sem tensões localizadas nas paredes 
externa e interna do tubo, não pode existir tensão de cisalhamento nessas faces 
nem nas outras faces correspondentes dos elementos, 


e 


5.3 TRANSMISSÃO DE POTÊNCIA 


Eixos e tubos com seção transversal circular são frequentemente em- 
pregados para transmitir a potência gerada por máquinas. Quando usados para 
essa finalidade, são submetidos a torques que dependem da potência gerada 
pela máquina e da velocidade angular do eixo. A potência é definida como o 
trabalho realizado por unidade de tempo. O trabalho transmitido por um eixo 
rotativo é igual ao torque aplicado multiplicado pelo ângulo de rotação. 
Portanto, se durante um instante de tempo dt o torque aplicado T fizer o eixo 
girar d6, então a potência instantânea será: 





O eixo de acionamento desta má- 
T do quina de cortar deve ser projetado 
g dt para satisfazer os requisitos de potên- 
cia de seu motor. 


Como a velocidade angular do eixo é œ = d9/dt, também podemos 
expressar a potência como: 


| P= Tw (5.10) 


No SI, a potência é expressa em watts, quando o torque é medido em 
newton metros (N - m) e w é medido em radianos por segundo (rad/s) 
(1 W = 1N : m/s). No sistema Pés-Libras-Segundo ou FPS, a unidade básica 
de potência é pés-libras por segundo (pés - Ib/s); entretanto, o horsepower (hp) 
é usado comumente na prática da engenharia, sendo: 

1 hp = 550 pés - Ib/s” 

No caso de maquinaria, a fregiiência de rotação de um eixo, f, é geralmente 

conhecida. Expressa em hertz (1 Hz = 1 ciclo /s), ela representa o número de 


revoluções ou ciclos que o eixo realiza por segundo. Como 1 ciclo = 27 rad, 
então w = 27fe a equação da potência apresentada anteriormente se torna: 


| P=2rfT | (5.11) 


Projeto do Eixo. Quando a potência transmitida por um eixo e sua freqüência 
de rotação são conhecidas, o torque desenvolvido no eixo é determinado pela 
Equação 5.11, ou seja, T = P/27f. Conhecendo T e a tensão de cisalhamento 
admissível para o material, Taam, podemos determinar a área da seção 
transversal usando a fórmula da torção, desde que o material seja linear- 
elástico. Em particular, o projeto ou parâmetro geométrico J/c torna-se: 

E E (5.12) 


c Tadm 





Para um eixo maciço, J = (m/2)ct, e, desse modo, após a substituição, 
obtém-se um único valor para o raio do eixo c. Se o eixo for tubular, de modo 
que J = (m/2)(co — ci), o projeto pode ser feito de várias maneiras. Isso por- 
que se pode fazer uma escolha arbitrária tanto de c, como de c; e o outro raio 
(aquele que não foi escolhido arbitrariamente) é determinado pela Equa- 
ção 5.12. 


* Outra unidade de potência utilizada é o cavalo-vapor, c.v., sendo que 1 cy = 7355W e 1 hp = 
1,014 cv (N. do R. T.). 
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O eixo maciço AB mostrado na Figura 5.14 deve ser usado para transmitir 
5 hp do motor M ao qual está acoplado. Supondo que o eixo gire a w = 175 
rpm e o aço tenha tensão de cisalhamento admissível de Tadam = 14,5 ksi, 
determinar o diâmetro necessário para o eixo com aproximação de 4 pol. 





Figura 5.14 


SOLUÇÃO 


O torque no eixo é determinado pela Equação 5.10, ou seja, P = To. 
Expressando P em pés-libras por segundo e w em radianos por segundo, temos: 


550 pés - Ib/s g 
P=5 nof Cabo = 2.750 pés » Ib/s 








175 rev / 2m rad 1 min 
w= ; EA = 18,33 rad/s 
min 1 rey 60s 
Assim: 
P = To; 2.750 pés - lb/s = T(18,33 rad/s) 


T = 150,1 pés -Ib 
Aplicando a Equação 5.12, temos: 











Jonré_Ć_ T 
c iG Tadm 
(2mYys 2(150,1 pés - Ib)(12 pol/pé) “is 
E5 (mtaa) (14.500 1b/pol) 
c = 0,429 pol 


Como 2c = 0,858 pol, escolher um eixo que tenha diâmetro de: 


d= z pol = 0,875 pol Resposta 


Um eixo tubular de diâmetro interno de 30 mm e diâmetro externo de 
42 mm é usado para transmitir 90 kW de potência. Determinar a freqüĉência 


de rotação do eixo de modo que a tensão de cisalhamento não exceda 
50 MPa. 


SOLUÇÃO 
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O torque máximo que pode ser aplicado ao eixo é determinado pela 


fórmula da torção. 


Tmáx — de 
J 
DaN a N ai 
(=/2)[(0,021 m)? — (0,015 m)?] 
T=538N:m 
Pela equação 5.11, a fregiiência de rotação é: 
P=2afT 
90(10º) N : m/s = 2mf(538 N - m) 
f= 26,6 Hz 


Resposta 





E PROBLEMAS 


5.1. Um eixo é feito de liga de aço com tensão de cisalha- 
mento admissível de Taam = 12 ksi. Supondo que o diâmetro 
do eixo seja de 1,5 pol, determinar o torque máximo T que 
pode ser transmitido. Qual seria o torque máximo T” se fosse 
feito um furo de 1 pol de diâmetro ao longo do eixo? Traçar 
o gráfico da distribuição cisalhamento-tensão ao longo de 
uma reta radial em cada caso. 





Problema 5.1 


5.2. O eixo maciço de raio r está submetido a um torque T. 
Determinar o raio r’ do núcleo interno capaz de resistir a um 
quarto do torque aplicado (T/4). Resolver o problema de 
duas maneiras: (a) usando a fórmula da torção e (b) en- 
contrando a resultante da distribuição cisalhamento-tensão. 





Problema 5.2 


5.3. O eixo tem diâmetro externo de 1,25 pol e diâmetro 
interno de 1 pol. Supondo que seja submetido a torques como 
mostrado, determinar a tensão de cisalhamento máxima 
absoluta nele desenvolvida. Os mancais A e B não resistem 
a torque, 


*5.4. O cixo tem diâmetro externo de 1,25 pol e diâmetro 
interno de 1 pol. Supondo que seja submetido a torques como 


mostrado, construir um gráfico da distribuição cisalhamento- 
tensão que atua ao longo de uma reta radial da região EA 
do eixo. Os mancais A e B não resistem a torque. 


600 Ib:pol 





1.500 Ib-pol 






A 


Problemas 5.3/5.4 


5.5. O eixo maciço de 30 mm de diâmetro é usado para 
transmitir os torques aplicados às engrenagens. Determinar 
a tensão de cisalhamento desenvolvida nos pontos C e D do 
eixo. Indicar a tensão de cisalhamento nos elementos de 
volume localizados nesses pontos. 


300Nm 500 Nm 





400 mm B 
a | 
w 
500 J 


Problema 5.5 
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5.6. O conjunto consiste de dois segmentos de tubos de aço 
galvanizado acoplados por uma redução em B. O tubo menor 
tem diâmetro externo de 0,75 pol e diâmetro interno de 0,68 
pol, enquanto o tubo maior tem diâmetro externo de 1 pol e 
diâmetro interno de 0,86 pol. Supondo que o tubo esteja 
firmemente preso à parede em C, determinar a tensão de 
cisalhamento máxima desenvolvida em cada seção do tubo 
quando o conjugado mostrado é aplicado ao cabo da chave. 





151b 
Problema 5.6 


5.7. O eixo maciço de alumínio tem diâmetro de 50 mm e 
tensão de cisalhamento admissível de Taam = 6 MPa. 
Determinar o maior torque T, que pode ser aplicado ao 
eixo se ele também estiver sujeito a outras cargas de torção. 
É requerido que T, atue na direção mostrada. Determinar 
também a tensão de cisalhamento máxima nas regiões CD 
e DE. 


*58, O eixo maciço de alumínio tem diâmetro de 50 mm. 
Determinar a tensão de cisalhamento máxima absoluta nele 
desenvolvida e traçar o gráfico da distribuição cisalhamento- 
tensão ao longo de uma reta radial onde o cisalhamento é 
máximo. Considerar T; = 20 N - m. 





Problemas 5.7/5.8 


5.9. O eixo maciço tem diâmetro de 0,75 pol. Supondo que 
seja submetido aos torques mostrados, determinar a tensão 
de cisalhamento máxima desenvolvida nas regiões BC e DE. 
Os mancais em A e F permitem rotação livre do eixo. 


5.10. O eixo maciço tem diâmetro de 0,75 pol. Supondo 
que seja submetido aos torques mostrados, determinar a 
tensão de cisalhamento máxima desenvolvida nas regiões 
CD e EF. Os mancais em A e F permitem rotação livre 
do eixo. 


D ` A 


A 40 Ib-pés 
A A 20 Ib-pés 


Q) 35 Ib-pés 


Problemas 5,9/5.10 


5.11. Um tubo de aço com diâmetro externo de 2,5 pol 
transmite 35 hp quando gira a 2.700 rev/min. Determinar o 
diâmetro interno d do tubo com aproximação de i pol se a 
tensão de cisalhamento admissível é Taam = 10 ksi. 


Problema 5.11 


m*¥5,12. Consideremos o problema geral de um eixo circular 
feito com m segmentos, cada um com raio c,,. Supondo que 
haja n torques sobre o eixo como mostrado, escrever um 
programa de computador que possa ser usado para deter- 
minar a tensão de cisalhamento máxima em qualquer 
localização especificada x ao longo do eixo. Mostrar uma 
aplicação do programa usando os valores L, = 2 pés, cy = 2 
pol, Lo = 4 pés, c2 = 1 pol, T, = 800 lb - pés, dı = 0, T, = 
—600 lb - pés, d2 = 5 pés. 





Problema 5.12 


5.13. O tubo de cobre tem diâmetro externo de 2,50 pol e 
diâmetro interno de 2,30 pol. Supondo que esteja firmemente 
preso à parede em C e lhe seja aplicado um torque distribuído 
uniformemente como mostrado, determinar a tensão de 
cisalhamento desenvolvida nos pontos 4 e B. Esses pontos 
estão localizados na superfície externa do tubo. Desenhar o 
gráfico da tensão de cisalhamento nos elementos de volume 
localizados em A e B. 


5.14. O tubo de cobre tem diâmetro externo de 2,50 pol e 
diâmetro interno de 2,30 pol. Supondo que esteja firmemente 
preso à parede em C e submetido a um torque unifor- 
memente distribuído ao longo do seu comprimento, deter- 
minar a tensão de cisalhamento máxima absoluta nele 
desenvolvida. Discutir a validade do resultado. 





A o ; i 
Re po 


Problemas 3,13/8.14 


5.15. O eixo maciço de 60 mm de diâmetro está submetido 
às cargas de torção distribuída e concentrada mostradas. 
Determinar a tensão de cisalhamento nos pontos A e B e 
desenhar o gráfico da tensão de cisalhamento nos elementos 
de volume localizados nesses pontos. 


*5.16. O eixo maciço de 60 mm de diâmetro está submetido 
às cargas de torção distribuída e concentrada mostradas. 
Determinar as tensões de cisalhamento máxima e mínima 
absolutas no eixo e especificar suas localizações, medidas a 
partir da extremidade fixa. 


5.17. O eixo maciço está submetido às cargas de torção 
distribuída e concentrada mostradas. Determinar o diâmetro 
requerido d do eixo se a tensão de cisalhamento admissível 
para o material é Taam = 175 MPa. 


css, 2 KN.m/m 





Pa “aga 
l va m B “os 600 Nem 
> “ 
04m < - 400 Nm 
x / 
03m » 
>< dl 
3m- 


Problemas 5.15/5,16/5.17 


5.18. O eixo de aço está submetido à carga de torção mostrada. 
Determinar a tensão de cisalhamento desenvolvida nos pontos 
A e B e desenhar o gráfico da tensão de cisalhamento nos 
elementos de volume localizados nesses pontos. O eixo onde A 
e B estão localizados tem raio externo de 60 mm. 


5.19. O eixo de aço está submetido à carga de torção mos- 
trada. Determinar a tensão de cisalhamento máxima absoluta 
nele desenvolvida e desenhar a distribuição cisalhamento- 
tensão ao longo de uma reta radial em que ela atija o máximo. 





40 mm 


à Naa 
P 60 mm 
L5 kN-m 





WEA 
xX 5 kNm 
Problemas 5.18/5,19 


*5.20. O eixo maciço está submetido às cargas de torção 
distribuída e concentrada mostradas. Determinar a tensão de 
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cisalhamento nos pontos A e B e desenhar essa mesma tensão 
nos elementos de volume localizados em tais pontos. O 
torque distribuído de D a C varia de zero a 900 N - m/m. 
Supor que d = 40 mm. 


5.21. O eixo maciço está submetido às cargas de torção 
distribuída e concentrada mostradas. Determinar a tensão de 
cisalhamento máxima absoluta no eixo e especificar sua 
localização, medida a partir da extremidade fixa C. Supor 
d = 40 mm. 


5.22. O eixo maciço está submetido às cargas de torção 
distribuída e concentrada mostradas. Determinar o diâmetro 
requerido do eixo d se a tensão de cisalhamento admissível 
para o material é Taam = 150 MPa. 


900 N-m/m 
Zo 


77 8 


A > 7 
0,1 m> Pa Sed 
Om >K -i 
0.1m A 300 N-m/m 
0. m 


Problemas 5.20/5.21/5.22 


5.23. Determinar, com aproximação de S pol, o diâmetro de 
um eixo maciço necessário para transmitir 150 hp a 4.000 
rev/min. O material tem tensão de cisalhamento admissível 
Tadm = 8 ksi. 


*5.24. Feito de aço, o tubo de perfuração de uma perfuratriz 
de petróleo tem diâmetro externo de 4,5 pol e espessura de 
0,25 pol. Supondo que o tubo gire a 650 rev/min quando 
acionado por um motor de 15 hp, determinar a tensão de 
cisalhamento máxima nele desenvolvida. 


5.25. O motor de engrenagens desenvolve = hp quando gira 
a 300 rev /min. Supondo que o eixo tenha diâmetro de 5 pol, 
determinar a tensão de cisalhamento máxima nele desen- 
volvida. 


5.26. O motor de engrenagens desenvolve s hp quando gira 
a 300 rev /min. Supondo que a tensão de cisalhamento admis- 
sível para O eixo seja Taam = 4 ksi, determinar o menor diâ- 
metro de eixo que pode ser usado com aproximação de i pol. 





Problemas 5,25/5.26 


5.27. O acoplamento é usado para acoplar dois eixos. 
Supondo que a tensão de cisalhamento nos parafusos seja 
uniforme, determinar o número de parafusos necessários para 
que a tensão de cisalhamento máxima no eixo seja igual à 
tensão de cisalhamento nos parafusos. Cada parafuso tem 
diâmetro d. 
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Problema 5.27 


*5.28. Os eixos de aço estão acoplados por um filete de 
solda como mostrado. Determinar a tensão de cisalhamento 
média na solda ao longo da seção a-a se o torque aplicado 
aos eixos for T = 60 N - m. Nota: a seção crítica onde a solda 
falha localiza-se ao longo da seção a-a. 





Problema 5.28 


5.29. Um motor fornece 500 hp ao eixo de aço, que é tubular 
e tem diâmetro externo de 2 pol. Supondo que o eixo gire a 
200 rad/s, determinar seu maior diâmetro interno, com 
aproximação de $ pol, se a tensão de cisalhamento admissível 
do material for Taam = 25 ksi. 


5.30. A bomba opera com um motor que tem potência de 
85 W. Supondo que o impulsor em B esteja girando a 150 
rev/min, determinar a tensão de cisalhamento máxima 
desenvolvida em A, localizada no eixo de transmissão que tem 
20 mm de diâmetro. 





Problema 5.30 


5.31. Um tubo de aço com diâmetro externo d, = 2,5 pol 
transmite 35 hp quando gira a 2.700 rev/min. Determinar o 
diâmetro interno dz do tubo, com aproximação de + q POL, sea 
tensão de cisalhamento admissível é Tagm = 10 Ri 





Problema 5.31 


*532. Um tubo de aço com diâmetro externo dı = 2,5 pol 
e diâmetro interno d; = 2 pol é usado para transmitir 45 hp. 
Determinar sua taxa de rotação máxima se a tensão de 
cisalhamento admissível for Taam = 12 ksi. 





Problema 5.32 


8.33. Um navio tem um eixo de acionamento da hélice que 
gira a 1.500 rev/min quando desenvolve 1.800 hp. Se o eixo 
tem 8 pés de comprimento e diâmetro de 4 pol, determinar a 
tensão de cisalhamento máxima nele provocada por torção. 


5.34. O eixo está submetido a um torque distribuído de 1 = 
(10x?) N - m/m, onde x é dado em metros, ao longo de seu 
comprimento. Se a tensão máxima deve permanecer cons- 
tante em 80 MPa, determinar a variação requerida do raio c 
do eixo no intervalo 0 = x = 3 m. 





Problema 5,34 


n5.35. O eixo tem diâmetro de 80 mm e, devido ao atrito 
de sua superfície dentro do furo, está submetido a um torque 
variável descrito pela função t = (25xe* 2?) N - m/m, onde x 
é dado em metros. Determinar o torque mínimo To necessário 
para vencer o atrito e girar o eixo. Determinar também a 
tensão máxima absoluta nele desenvolvida. 


| 
Ea 
S 
Z 





Problema 5.35 


*5.36. Determinar o diâmetro d de um eixo sólido 
requerido para transmitir uma potência P se a tensão de 
cisalhamento admissível for Tudm € a velocidade angular do 
eixo for w. 


5.37. O eixo maciço tem forma cônica que varia de r4 em 
uma extremidade a rg na outra. Deduzir a equação da tensão 
de cisalhamento máxima no eixo a uma distância x ao longo 
da linha de centro. 










T 


Problema 5.37 


5.38. O eixo de acionamento de um automóvel consiste em 
um tubo de aço com tensão de cisalhamento admissível de Taam 
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*5.40. O motor fornece 50 hp quando gira com taxa 
constante de 1.350 rev/min em A. Pelo sistema de correia e 
polia, aquela potência é fornecida ao cixo de aço BC do 
ventilador. Determinar, com aproximação de 1 pol, o menor 
diâmetro do eixo se a tensão de cisalhamento admissível para 
o aço É Tadm = 12 ksi. 





Problema 5.40 


5.41, A mola cilíndrica consiste em um anel de borracha 
preso ao anel e ao eixo rígidos. Se o anel for mantido fixo e 
for aplicado o torque T ao eixo, qual será a tensão de cisa- 
lhamento máxima na borracha? 


= 8 ksi. Supondo que o diâmetro externo seja 2,5 pole o motor 
produza 200 hp quando o eixo gira a 1.140 rev /min, determinar 
a espessura mínima requerida para a parede do eixo. 


5.39. O eixo de acionamento de um automóvel deve ser 
projetado como um tubo de paredes finas. O motor fornece 
150 hp quando o eixo gira a 1.500 rev/min. Determinar a 
espessura mínima da parede do tubo se o diâmetro externo 
é de 2,5 pol. O material tem tensão de cisalhamento admis- 
sível Tadam = 7 ksi. 





Problema 5,41 


E E E 


5.4 ÂNGULO DE Torção 


Ocasionalmente, o projeto de um eixo depende de limitações na quanti- 
dade de rotação ou torção ocorrida quando o eixo é submetido ao torque. Além 
disso, o cálculo do ângulo de torção do eixo é importante quando se analisam 
as reações em eixos estaticamente indeterminados. 

Nesta seção desenvolveremos uma fórmula para determinar o ângulo de 
torção « (fi) de uma extremidade do eixo em relação à outra. Suponha que o 
eixo tenha seção transversal circular, que pode variar gradualmente ao longo 
de seu comprimento (Figura 5.154); suponha também que o material seja 
homogêneo e comporte-se de maneira linear-elástica quando o torque é 
aplicado. Como no caso de uma barra com carga axial, vamos desprezar as 
deformações localizadas que ocorrem nos pontos de aplicação dos torques e 
onde a seção transversal muda abruptamente suas dimensões. Pelo princípio de 
Saint-Venant, essas conseqüências ocorrem dentro de pequenas regiões do 
comprimento do eixo e geralmente têm pouca influência sobre o resultado final. 

Usando o método das seções, um disco infinitesimal de espessura dx, 
localizado na posição x, é retirado do eixo (Figura 5.15b). O torque interno 
resultante é representado como T(x), visto que a carga externa pode fazê-lo 
variar ao longo da linha de centro do eixo. Devido a T(x), o disco se torce, de 
modo que a rotação relativa de uma de suas faces em relação à outra é dọ 
(Figura 5.15b). O resultado é que um elemento do material localizado no raio 





Os poços de petróleo são comumente 
perfurados a profundidades que exce- 
dem mil metros. O resultado é que o 
ângulo de torção total nos tubos de 
perfuração é substancial e deve ser cal- 
culado. 
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arbitrário p no interior do disco sofre a deformação por cisalhamento y. 
Os valores de y e dọ são relacionados pela Equação 5.1, ou seja: 


dx 
do = y— 513 
d=7 7 (5.13) 








Quando calculamos a tensão e o ân- 
gulo de torção deste trado, precisamos 
considerar a carga variável que atua 
ao longo de seu comprimento. 


Figara 5.15 


Como a lei de Hooke, y = 7/G, aplica-se e a tensão de cisalhamento pode 
ser expressa em termos do torque aplicado usando-se a fórmula da torção 
T= T()p/Kx). então y = T(x)p/J(x)G. Substituindo pela Equação 5.13, temos 
que o ângulo de torção do disco é: 

Tœ) 
dọ = —~ z d. 
$ JO)G ` 

Integrando em todo o comprimento L do eixo, obtemos o ângulo de torção 
para todo o eixo, ou seja: 


fl To)dx 
b= TESTE (5.14) 












Onde: 


«+ = ângulo de torção de uma extremidade do eixo em relação à outra, me- 
dido em radianos 
T(x) = torque interno na posição arbitrária x, determinado pelo método das 
seções e pela equação do momento na condição de equilíbrio aplicada 
em torno da linha de centro do eixo 
J(x) = momento de inércia polar do eixo expresso como função da posição x 
G = módulo de elasticidade ao cisalhamento do material 


Torque Constante e Área da Seção Transversal. Normalmente, na prática 
da engenharia o material é homogêneo, de modo que G é constante. Além 
disso, a área da seção transversal e o torque aplicado são constantes ao longo 
do comprimento do eixo (Figura 5.16). Se esse for o caso, o torque interno T(x) 
= T, o momento de inércia polar J(x) = J e a Equação 5.14 são integráveis, o 


que resulta em: 
inatas 
TL 
| =". (5.15) 


Es 





Figura 5.16 


As semelhanças entre as duas equações anteriores e as de uma barra com 
carga axial (6 = f P(x) dx/A(x)E e 8 = PL/AE) devem ser observadas. 

Podemos usar a Equação 5.15 para determinar o módulo de elasticidade 
ao cisalhamento do material G. Para isso, um corpo-de-prova de comprimento 
e diâmetro conhecidos é colocado em uma máquina de teste de torção como 
a mostrada na Figura 5.17. O torque T aplicado e o ângulo de torção & são 
medidos no comprimento de referência L. Pela Equação 5.15, G =TL/J4. Para 
obter um valor mais confiável de G, são executados vários testes e usa-se o 
valor médio. 
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Figura 5.17 


Se o eixo estiver sujeito a diversos torques diferentes, ou a área da seção 
transversal ou ainda o módulo ao cisalhamento mudar abruptamente de uma 
região do eixo para outra, a Equação 5.15 será aplicada a cada segmento do 
eixo em que essas quantidades sejam constantes. O ângulo de torção de uma 
extremidade do eixo em relação à outra será, então, determinado pela adição 
de vetores dos ângulos de torção de cada segmento. Nesse caso: 


|l ġ=5 | (5.16) 


Convenção de Sinais. A fim de aplicarmos a equação anterior, devemos 
criar uma convenção de sinais para o torque interno e o ângulo de torção de 
uma extremidade do eixo em relação à outra. Para isso, usaremos a regra da 
mão direita, pela qual o torque e o ângulo serão positivos se a direção indicada 


Cap. 5 


Torção 155 
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CJs 


k Tag = 80 Nm 
80Nm “ 


oa à 
4 pn Toc =70 Nm 


150 N-m 
80 Nm 
10 Nm 
Tcp = 10Nm 
(b) 
E 





pelo polegar for no sentido de afastar-se do eixo quando os dedos são fechados 
para indicar a tendência da rotação (Figura 5.18). 





Convenção de sinal positivo 
para Teg 


Figura 5.18 


Para ilustrar o uso da convenção de sinais, consideremos o eixo mostrado 
na Figura 5.19a, o qual está submetido a quatro torques. O ângulo de torção 
da extremidade A em relação à extremidade D deve ser determinado. Neste 
problema devem ser considerados três segmentos do eixo, visto que o torque 
interno muda em B e C. Usando-se o método das seções, os torques internos 
são determinados para cada segmento (Figura 5.19b). Pela regra da mão direita, 
com torques positivos no sentido que se afasta da extremidade do corte do eixo, 
temos Tap = +80 N: m, Tec = —70 N: me Tep = —10N - m. Esses resultados 
também são mostrados no diagrama de torque do eixo (Figura 5.19c). Aplicando 
a Equação 5.16, temos: 





Pap = JG X JG j JG 

Se os outros dados forem substituídos e a resposta for uma quantidade 
positiva, isso significa que a extremidade A gira como indicado pela curvatura 
dos dedos da mão direita quando o polegar está na direção que se afasta do 
eixo (Figura 5.194). A notação com duplo subscrito é usada para indicar o 
ângulo de torção relativo (ban); entretanto, se o ângulo de torção for de- 
terminado em relação a um ponto fixo, será usado apenas um índice. Por 
exemplo, se D estiver localizado em um apoio fixo, o ângulo de torção calculado 
será denotado por da. 


-70 


(c) 


(a) 


Figura 5.19 
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Pontos IMPORTANTES 


e Determinamos o ângulo de torção relacionando o torque aplicado à tensão de cisalhamento por meio da fór- 
mula da torção, 7 = Tp/J, e relacionando a rotação relativa à deformação por cisalhamento usando dọ = ydx /p. 
Finalmente, essas equações são combinadas por meio da lei de Hooke, 7 = Gy, o que resulta na Equação 5.14. 


° Como a lei de Hooke é usada no desenvolvimento da fórmula do ângulo de torção, é importante que os torques 
aplicados não provoquem escoamento do material e que o material seja homogêneo e comporte-se de maneira 
lincar-elástica. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


O ângulo de torção de uma extremidade de um eixo ou tubo em relação à outra é determinado aplicando- 
se as equações 5.14, 5.15 e 5.16. 


Torque Interno. 


e O torque interno é determinado em um ponto da linha de centro do eixo usando-se o método das seções 
e a equação do momento na condição de equilíbrio aplicada ao longo da linha de centro do eixo. 


e Seo torque variar ao longo do comprimento do eixo, deve ser feito um corte em uma posição arbitrária x 
do eixo e o torque expresso como função de x, isto é, T(x). 


Se vários torques externos atuam sobre o eixo entre suas extremidades, deve ser determinado o torque in- 
terno de cada segmento do eixo, entre quaisquer dois torques externos. O resultado pode ser representado 
como um diagrama de torque. 


Ângulo de Torção. 


* Quando a área circular da seção transversal varia ao longo da linha de centro do eixo, o momento de 
inércia polar deve ser expresso em função de sua posição x ao longo do eixo, J(x). 


Se o momento de inércia polar ou o torque interno mudarem subitamente entre as extremidades do eixo, 


então a fórmula & = [(T(x)/J(x)G) dx ou & = TL/JG deve ser aplicada a cada segmento no qual), GeT 
sejam contínuos ou constantes. 


Quando o torque interno é determinado, certifique-se de usar para o cixo uma convenção de sinais con- 
sistente, tal como a discutida anteriormente, Certifique-se também de empregar um conjunto de unidades 
consistente ao substituir os dados numéricos nas equações. 





EXEMPLO 5.7 





As engrenagens acopladas ao eixo de aço com uma das extremidades fixa 
estão sujeitas aos torques mostrados na Figura 5.204. Supondo que o módulo 
de elasticidade de cisalhamento seja G = 80 GPa e o eixo tenha diâmetro de 
14 mm, determinar o deslocamento do dente P da engrenagem A. O eixo gira 
livremente no mancal em B. 


Tep = 130 Nm 





Tac= 150 Nem EN ita DON R 
I50Nm 150 N-m 3 


: R ; 

ECN 100 mm 7% à) 
N (NG 280 Nem O) 
103 O) ` 


A ad 
< (a) 





Figura 5.20 


158 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


SOLUÇÃO 


Tpg = 170 Nam 

É A Torque Interno. Por inspeção, os torques nos segmentos AC, CD e DE são 
í NI E diferentes porém constantes em cada segmento. Os diagramas de corpo livre 
3 L dos segmentos apropriados do eixo, junto com os torques internos calculados, 
40 Nm são mostrados na Figura 5.20b. Usando a regra da mão direita e a convenção 
NA de sinais estabelecida de que o torque é positivo quando se afasta da 

O extremidade cortada do eixo, temos: 

Mar 


(b) Tac = +150N-m Tcp = —130N-m Tp = -170 N-m 


Esses resultados também são mostrados no diagrama de torque (Figura 
5.20c). 


Ângulo de Torção. O momento de inércia polar do eixo é: 


04 07 l 





2 um) j= (0,007 m) = 3,77(107°) m 





Aplicando a Equação 5.16 a cada segmento e adicionando algebricamente 
(e) os resultados, temos: 
TL (+ 150 N -m)(0,4 m) 
$a = > FG T 37100 °) mif8o(1O?) Nm?) 





OCON wO mw 
+ 3,7110”) m[80(10°) Nim?) 
— C10N:m)(05m) 
+ 5770107) m8010) N/m?)] 7 “0212 rad 





Figura 5.20 


Como a resposta é negativa, pela regra da mão direita o polegar está 
direcionado no sentido da extremidade E do eixo e, portanto, a engrenagem A 
gira como mostrado na Figura 5.20d. 

O deslocamento do dente P na engrenagem A é: 


sp = par = (0,212 rad)(100 mm) = 21,2 mm Resposta 


Lembrar que essa análise é válida apenas se a tensão de cisalhamento não 
exceder o limite de proporcionalidade do material. 





Os dois eixos maciços de aço mostrados na Figura 5.21a estão acoplados 
por meio de engrenagens. Determinar o ângulo de torção da extremidade A 
do eixo AB quando é aplicado o torque T = 45 N - m. Supor G = 80 GPa. O 
eixo AB é livre para girar nos mancais E e F, enquanto o eixo DC é fixo em 
D. Cada eixo tem diâmetro de 20 mm. 





11415 mm 

C = 

Op =0,0134 rad 
AN 


T=45N. . ME AA 
T=5Nm — pr=300NÊS (7150m 


aS F A A 4 Sr k. 
op F. e 





150 mm 





(a) (db) (e) 
Figura 5.21 


SOLUÇÃO 


Torque Interno. Os diagramas de corpo livre de cada eixo são mostrados 
nas figuras 5.21h e 5.21c. Somando os momentos ao longo do eixo x do eixo 
AB, temos a reação tangencial entre as engrenagens F = 45 N - m/0,15m = 
300 N. Somando os momentos em torno do eixo x do eixo DC, temos que essa 
força cria um torque de (Tp). = 300 N(0,075 m) = 22,5 N -m no eixo DC. 


Ângulo de Torção. Para resolver o problema, calculamos primeiro a rotação 
da engrenagem C devido ao torque de 22,5 N -m no eixo DC (Figura 5.21h). 
Esse ângulo de torção é: 


TLpc (+22,5 N - m)(1,5 m) 
$c =-iG — (m/2)(0,010 m) [80(10°) N/m?] 








= +0,0269 rad 


Como as engrenagens na extremidade do cixo estão engrenadas, a rotação 
$c da engrenagem C faz a engrenagem B girar dp (Figura 5.21c), onde: 
pB(0,15 m) = (0,0269 rad)(0,075 m) 
pg = 0,0134 rad 
Vamos determinar agora o ângulo de rotação da extremidade A em relação 


à extremidade B do eixo AB provocado pelo torque de 45 N - m (Figura 5.21c). 
Temos: 


Tas bAR (+45 N: m)(2 m) 
Paus JG —— (m2)(0,010 m)[80(10”) N/m?] 





= +0.0716 rad 


A rotação da extremidade A é, portanto, determinada somando-se dp e 
$a /p Visto que ambos os ângulos estão na mesma direção (Figura 5.21c). Temos 
assim: 


Pa = $r + buys = 0,0134 rad + 0,0716 rad = +0,0850 rad Resposta 
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EXEMPLO 5.9 


O poste maciço de ferro fundido com 2 pol de diâmetro mostrado na Figura 
5.22a está enterrado no solo. Supondo que seja aplicado um torque em seu 
topo com uma chave rígida, determinar a tensão de cisalhamento máxima no 
poste e o ângulo de torção em seu topo. Supor, também, que o torque está 
quase girando o poste e que o solo exerce uma resistência uniforme à torção 
de + lb - pol/pol ao longo do comprimento enterrado de 24 pol. G = 5,5(10?) ksi. 


SOLUÇÃO 


Torque Interno. O torque interno no segmento AB do poste é constante. 
Pelo diagrama de corpo livre (Figura 5.22b), temos: 


ZM, = 0; Tas = 25 Ib(12 pol) = 300 lb - pol 


A intensidade da distribuição uniforme do torque ao longo do segmento 
enterrado BC é determinada pelo equilíbrio de todo o poste (Figura 5.22€). 
Nesse caso: 

ZM; = 0; 25 Ib(12 pol) — (24 pol) = 0 
t = 12,5 lb - pol/pol 

Então, pelo diagrama de corpo livre de uma seção do poste localizada na 

posição x dentro da região BC (Figura 5.22d), temos: 


25 lb 








; a | 
SEA 24 pol 


““6pol 
A 
6pol 251b 





Tu 
(b) 
Figura 5.22 
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e É ani 
x 6pol 251b 
25 1b NE >” 
da 
| 
| 36 pol 
Rs | 
| Ra 
241 | Nu 
Eos 24 pol 
ESN p 
x 
w 
(e) S 


roO Tor 
| | 
-LLT 4=12,51b- pol/pol 


(d) 
Figura 5.22 


2M, re 0; TBc 12,5x =0 
Tec = 12,5x 


Tensão de Cisalhamento Máxima. A maior tensão de cisalhamento ocorre 
na região AB, visto que o torque é maior naquela região e J é constante para 
o poste. Aplicando a fórmula da torção, temos: 


_ TaB (300 1b - pol)(1 pol) ; 
Tmi = = (mn) pol)? = 191 psi Resposta 





Ângulo de Torção. O âmgulo de torção no topo do poste pode ser 
determinado em relação à parte inferior desse poste desde que ele esteja fixado 
e ainda vá girar. Tanto o segmento AB quanto o BC sofrem torção e, nesse 
caso, temos: 


TasLas li LBC Tgc dx 

= —> + pom- a 
Pa JG o JG 

(300 Tb - pol)(36 pol) pol 12,5x dx 
SR pd Í IG 


JG 


10.800 Ib - pol? x 12,5[(24)2/2] 1b - pol? 
JG JG 


E 14.400 Ib - pol F 
= (mi) pol)*5.500(10°) Ib/pol? ~ 090167 rad Resposta 





EXEMPLO 5.10 





(a) 


Figura 5.23 





O eixo cônico mostrado na Figura 5.23a é feito de um material que tem 
módulo de elasticidade ao cisalhamento G. Determinar o ângulo de torção da 
extremidade B do eixo quando este é submetido a torque. 


SOLUÇÃO 


Torque Interno. Por inspeção ou pelo diagrama de corpo livre de uma seção 
localizada na posição arbitrária x (Figura 5.23b), o torque interno é T. 


Ângulo de Torção. Nesse caso, o momento de inércia polar varia ao longo 
da linha de centro do eixo e, portanto, devemos expressá-lo em termos da 
coordenada x. O raio c do eixo é determinado em função da distância x pela 
proporção do declive da reta AB na Figura 5.23c. Temos: 


CC: Co € 


Assim, em x, 





Aplicando a Equação 5.14, temos: 


27 |” 


À ge 


e SM] 


Fazendo a integração com uma tabela de integrais, o resultado torna-se: 


a EEE 





aee 33) 


Rearranjando os termos, obtém-se: 





Zr (cê + cica + à) 
“376 cic 


$ 


Para verificar parcialmente o resultado, observar que, quando c, = c = c, 


je TL _TL 
(mc]G JG 





que é a Equação 5.15. 
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dx T A À T 
N (e — a) 4 P JN 
C2 = X Er ( A A 
N q CN a tdi 
(b) 








Resposta 





É PROBLEMAS 


Lembrando: 1 kip = 1.000 Ib e 1 ksi = 1.000 Ib/poP?. 


5.42. As hélices de um navio estão acopladas a um eixo 
maciço, feito de aço A-36 e com 60 m de comprimento, 
diâmetro externo de 340 mm e diâmetro interno de 260 mm. 
Se a potência de saída for 4,5 MW quando o eixo girar a 20 
rad/s, qual será a tensão de torção máxima no eixo e seu 
ângulo de torção? 


5.43. Um eixo está submetido a um torque T. Comparar a 
eficácia do tubo mostrado na figura com a de um eixo de 
seção maciça de raio c. Para isso, calcular a porcentagem de 
aumento na tensão de torção e no ângulo de torção por 
unidade de comprimento do tubo em relação aos valores do 
eixo de seção maciça. 


NiS 





Problema 5.43 


*5.44. O hidrofólio tem um eixo da hélice, feita de aço 
A-36, com 100 pés de comprimento. Tal eixo está acoplado a 
um motor diesel que fornece potência máxima de 2.500 hp e 
gira a 1.700 rpm. Se o diâmetro externo do eixo é de 8 pol e 
a espessura da parede é de : pol, qual é a tensão de cisa- 
lhamento máxima desenvolvida no eixo? E qual é o ângulo 
de torção do eixo quando a máxima potência é transmitida 
à hélice? 








Problema 5,44 


5.45. As extremidades estriadas e as engrenagens acopladas 
ao eixo de aço A-36 estão submetidas aos torques mostrados. 
Determinar o ângulo de torção da extremidade B em relação 
à extremidade A. O eixo tem diâmetro de 40 mm. 
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300 Nm 


Q 


500 N-m 






200 N-m 
© 
NS 400 Nem 
300 

mm D l 
400 mm B 

N | 

500 mm 


Problema 5.45 


5.46. O eixo de aço A-36 está composto pelos tubos AB e 
CD e por uma parte maciça BC. Apóia-se em mancais lisos 
que lhe permitem girar livremente. Se as extremidades estão 
sujeitas a torques de 85 N - m, qual o ângulo de torção da 
extremidade A em relação à extremidade D? Os tubos têm 
diâmetro externo de 30 mm e diâmetro interno de 20 mm. A 
parte maciça tem diâmetro de 40 mm. 


5.47. O eixo de aço A-36 está composto pelos tubos AB e 
CD e por uma parte maciça BC. Apóia-se em mancais lisos 
que lhe permitem girar livremente. Se as extremidades A 
e D estão sujeitas a torques de 85 N - m, qual o ângulo de 
torção da extremidade B da parte maciça em relação à 
extremidade C? Os tubos têm diâmetro externo de 30 mm e 
diâmetro interno de 20 mm. A parte maciça tem diâmetro de 
40 mm. 


250 mm 





Problemas 5,46/5.47 


*5,48. As engrenagens acopladas ao eixo de aço inoxidável 
ASTM-304 estão sujeitas aos torques mostrados. Determinar 


o ângulo de torção da extremidade A em relação à extre- 
midade B. O eixo tem diâmetro de 1,5 pol. 


5.49. As engrenagens acopladas ao eixo de aço inoxidável 
ASTM-304 estão sujeitas aos torques mostrados. Determinar 


o ângulo de torção da engrenagem C em relação à engre- 
nagem B. O eixo tem diâmetro de 1,5 pol. 


600 Ib-pés 





2.100 Ib- pés 


1.500 Ib-pés ` 
Problemas 5.48/5.49 


5.50. O eixo e o volante rotativos, quando parados subita- 
mente em D, começam a oscilar nos sentidos horário e 
anti-horário, de modo que um ponto A na borda externa do 
volante desloca-se um arco de 6 mm. Determinar a tensão de 
cisalhamento máxima desenvolvida no eixo tubular de aço 
A-36 devido à oscilação. O eixo tem diâmetro interno de 24 
mm e diâmetro externo de 32 mm. Os mancais em B e C 
permitem que ele gire livremente, enquanto o apoio em D o 
mantém fixo. 





Problema 5.50 


5.51. O motor fornece 40 hp ao eixo de aço inoxidável 
ASTM-304 quando gira a 20 Hz. O eixo apóia-se em mancais 
sem atrito em A e B, os quais lhe permitem rotação livre. As 
engrenagens C e D presas ao eixo consomem 25 hp e 15 hp, 
respectivamente. Determinar o diâmetro do eixo, com apro- 
ximação de E pol, se a tensão de cisalhamento admissível é 
Tadm = 8 ksi e o ângulo de torção admissível de C em relação 
a D é de 0,20º. 


*5.52. O motor fornece 40 hp ao eixo de aço inoxidável 
ASTM-304 quando gira a 20 Hz. O eixo tem diâmetro de 1,5 
pol e apóia-se em mancais sem atrito em A e B, os quais lhe 
permitem rotação livre, As engrenagens C e D presas ao eixo 
consomem 25 hp e 15 hp, respectivamente. Determinar a 
tensão máxima absoluta no eixo e o ângulo de torção da 
engrenagem C em relação à engrenagem D. 





Problemas 5,51/5,52 


5.53. O eixo de aço A-36 tem 2 m de comprimento e 
diâmetro externo de 40 mm. Quando gira a 80 rad/s, 
transmite 32 kW de potência do motor E para o gerador G. 
Determinar a menor espessura do eixo se a tensão de 
cisalhamento admissível é tagm = 140 MPa e o eixo não pode 
ter uma torção maior que 0,05 rad. 


5.54. O eixo maciço de aço A-36 tem 3 m de comprimento 
e diâmetro externo de 50 mm. Requer-se que transmita 35 
kW de potência do motor E para o gerador G. Determinar 
a menor velocidade angular que o eixo pode ter se a máxima 
torção admissível é de 1º. 





Problemas 5.53/5,54 


5.55. O eixo de aço A-36 gira a œ = 125 rad/s e transmite 
a potência mostrada. Determinar a tensão de cisalhamento 
máxima absoluta no eixo c o ângulo de torção de C em relação 
a F. Os diâmetros interno e externo do eixo são d; = 30 mm 
e d, = 40 mm. Os mancais de apoio em B e G são lisos. 


*5.56. O eixo de aço A-36 gira a w = 125 rad/s e transmite 
a potência mostrada. Determinar os diâmetros interno e 
externo do eixo se di/do = 0,6, a tensão de cisalhamento 
admissível é Taim = 150 MPa e o ângulo de torção relativo ad- 
missível é adam = 2º/m. Os mancais de apoio em B e G não 
estão em atrito. 


G 60 kW 


Problemas 3,55/5,86 


5.57. O conjunto de aço A-36 consiste em um tubo com raio 
externo de 1 pol e espessura da parede de 0,125 pol. Por meio 
de uma chapa rígida em B, ele é acoplado ao eixo maciço AB 
de 1 pol de diâmetro. Determinar a rotação da extremidade 
C do tubo se um torque de 200 Ib - pol for aplicado nessa 
extremidade. A extremidade A do eixo tem apoio fixo. 


200 Ibspol 
4 pol 


6 pol 


Problema 5.57 
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5.58. Os dois eixos são feitos de aço A-36. Cada um tem 
diâmetro de 1 pol, e eles estão apoiados por mancais em A, 
B e C, o que permite rotação livre. Supondo que o apoio em 
D seja fixo, determinar o ângulo de torção da extremidade B 
quando os torques são aplicados ao conjunto como mostrado. 


5.59, Os dois eixos são feitos de aço A-36. Cada um tem 
diâmetro de 1 pol, e eles estão apoiados por mancais em A, 
B e C, o que permite rotação livre. Supondo que o apoio em 
D seja fixo, determinar o ângulo de torção da extremida- 
de 4 quando os torques são aplicados ao conjunto como 
mostrado. 


80 lbpés MH 





Problemas 5,58/5.59 


*5.60. O eixo da turbina, feito de aço L-2 e com 6 pol de 
diâmetro, está apoiado nos mancais em 4 e B. Se C for fixo 
e as pás da turbina criarem um torque que aumente lincar- 
mente de zero em C para 2.000 lb - pé em D, qual será o 
ângulo de torção do eixo na extremidade D em relação à 
extremidade C? Calcular também a tensão de cisalhamento 
máxima absoluta no eixo. Desprezar as dimensões das pás. 





Problema 5.60 


5.61. O conjunto é feito de aço A-36 e consiste em uma 
haste maciça de 15 mm de diâmetro acoplada ao interior de 
um tubo por meio de um disco rígido em B. Determinar o 
ângulo de torção em 4. O tubo tem diâmetro externo de 
30 mm e sua parede, espessura de 3 mm. 
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30 Nm 


Problema 5.61 


5.62. O dispositivo mostrado é usado para misturar solos a 
fim de fornecer estabilização local. Supondo que o mistu- 
rador esteja acoplado a um eixo tubular de aço A-36 com 
diâmetro interno de 3 pol e diâmetro externo de 4,5 pol, 
determinar o ângulo de torção do eixo em A relativo a € se 
cada pá está submetida aos torques mostrados. 








Problema 5.62 


5.63. O dispositivo funciona como uma mola de torção 
compacta. É feito de aço A-36 e consiste em um eixo interno 
maciço CB circundado por — e acoplado a — um tubo AB 
por meio de um anel rígido em B. O anel em A também pode 
ser considerado rígido e impedido de girar. Supondo que seja 
aplicado um torque T = 2 kip - pol ao eixo, determinar o 
ângulo de torção na extremidade C e a tensão de cisalha- 
mento máxima no tubo e no eixo. 


*5,.64. O dispositivo funciona como uma mola de torção 
compacta. É feito de aço A-36 e consiste em um eixo interno 
maciço CB circundado por — e acoplado a — um tubo AB 
por meio de um anel rígido em B. O anel em 4 também 
pode ser considerado rígido e impedido de girar. Se a tensão 
de cisalhamento admissível para o material for Tadam = 
12 ksi e o ângulo de torção em C for limitado a adm = 3º, 
qual torque máximo T pode ser aplicado à extremidade C., 





Problemas 5.63/5.64 


5.65. O contorno da superfície do eixo é definido pela 
equação y = e*, onde a é uma constante. Se o eixo estiver 
submetido a um torque T em suas extremidades, qual será o 
ângulo de torção da extremidade A em relação à extremidade 
B? O módulo de elasticidade ao cisalhamento é G. 





Problema 5.65 


5.66. O eixo cônico é feito de liga de alumínio 2014-T6 e 
tem raio descrito pela função r = 0,02(1 + x°) m, onde 
x é dado em metros. Determinar o ângulo de torção de 
sua extremidade A se ela estiver submetida a um torque 
de 450 N : m. 





Problema 5.66 


5.67. O eixo de raio c está submetido a um torque distri- 
buído +, medido como torque por comprimento do eixo. 
Determinar o ângulo de torção da extremidade A. O módulo 
de elasticidade ao cisalhamento é G. 





Problema 5.67 


*5.68. O eixo de aço A-36 tem diâmetro de 50 mm e está 
submetido às cargas distribuída e concentrada mostradas. 
Determinar a tensão de cisalhamento máxima absoluta no 
eixo e construir o gráfico do ângulo de torção do eixo em 
radianos versus a distância x. 


200 N-m/m 
A 6 250Nm 





Problema 5.68 


5.69. O tubo de vidro está embutido em um batoque de 
borracha, de modo que, quando o tubo gira com velocidade 
angular constante, o batoque cria uma distribuição constante 
de torque por atrito ao longo do comprimento de contato AB 
do tubo. Supondo que o tubo tenha diâmetro interno de 2 mm 
e diâmetro externo de 4 mm, determinar a tensão de cisalha- 
mento desenvolvida em um ponto qualquer de suas paredes 
interna e externa em uma seção no nível C. Mostrar a 
distribuição cisalhamento-tensão qua atua ao longo de um 
segmento de reta radial nessa seção. Determinar também o 
ângulo de torção em A relativo a B. Guaro = 10 GPa. 


= T=0,15N.m 
fa 
dm A 
30 mm 
€ 
Ommf | 5 


Problema 5.69 
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5.70. O eixo maciço de 60 mm de diâmetro é feito de aço 
A-36 e está sujeito às cargas de torção distribuída e 
concentrada mostradas. Determinar o ângulo de torção na 
extremidade livre A devido a essas cargas. 


= 2 kN.m/m 
CN 600 Nem 
Dno 


Problema 5.70 


*5.71. O eixo cônico de comprimento L tem raio r na ex- 
tremidade A e 2r na extremidade B. Se for engastado na 
extremidade B e submetido a um torque 7; qual será o ângulo 
de torção na extremidade A? O módulo de elasticidade ao 
cisalhamento é G. 





Problema 5,71 


5.72. O eixo maciço de aço consiste em duas extremidades 
cônicas AB e CD e uma parte central BC de diâmetro 
constante. É apoiado por dois mancais sem atrito, o que lhe 
permite girar livremente. Se as engrenagens presas em suas 
extremidades estiverem submetidas a torques de equilíbrio 
de 1.700 lb - pol, qual será o ângulo de torção de uma extre- 
midade em relação à outra. Dica: usar os resultados do 
Problema 5.71. Gaço = 12(10º) ksi. 


1.700 Ib-pol see A 






1700 Ib.pol 
D 


a 0,5 pol 


Problema 5.72 


5.73. Mostre que, quando a barra está submetida ao 
torque T, o comprimento L diminui uma quantidade 
LA - V1 - (27/70º6)). O material de que é feito o eixo 


tem módulo de elasticidade ao cisalhamento G. 





166 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 





Problema 5.73 


5.74. A mola cilíndrica consiste de um anel de borracha 
preso a um anel e a um eixo rígidos. Se o anel for mantido 
fixo e for aplicado o torque T ao eixo rígido, qual será o 
ângulo de torção do eixo? O módulo de elasticidade ao 
cisalhamento da borracha é G. Dica: como mostrado na 
figura, a deformação do elemento no raio r é determinada 
por r dO = dr y. Usar essa expressão juntamente com 7 = 





T(2mºh), do Problema 5.41, para obter o resultado. Problema 5,74 


EEE SR 


~ 


(b) 


(c) 


Figura 5.24 





Th 


Ta 


5.5 ELEMENTOS ESTATICAMENTE INDETERMINADOS 
CARREGADOS COM TORQUE 


Um eixo carregado por torque pode ser classificado como estaticamente 
indeterminado se a equação do momento na condição de equilíbrio aplicada 
em torno de sua linha de centro não for suficiente para determinar os torques 
desconhecidos que atuam sobre ele. Um exemplo dessa situação é mostrado na 
Figura 5.244. Como se vê no diagrama de corpo livre da Figura 5.24b, os torques 
de reação dos apoios A e B são desconhecidos. É requerido que: 


2M,=0; T-Ta- Tg=0 


Como apenas uma equação de equilíbrio é aplicável e há duas incógnitas, 
o problema é estaticamente indeterminado (tem-se um número de incógni- 
tas maior que o número de equações disponíveis). A fim de obter a solução, 
vamos usar o método de análise discutido na Seção 4.4. 

A condição de compatibilidade necessária, ou a condição cinemática, 
requer que o ângulo de torção de uma extremidade do eixo em relação à outra 
seja nulo, visto que os apoios das extremidades são fixos. Portanto, 


pam = 0 


A fim de escrever essa equação em termos dos torques desconhecidos, 
vamos supor que o material comporte-se de maneira linear-elástica, de modo 
que a relação carga-deslocamento seja expressa por ġ = TL /IG. Entendendo- 
se que o torque interno no segmento AC é +T4 e no segmento CB é -Tg 
(Figura 5.24c), a equação de compatibilidade mencionada anteriormente é 
escrita como: 


TaLac _ Telec _ 
JG JG 
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Nesse caso, admite-se que JG seja constante, onde J é o momento de inércia 
polar e G, o módulo de elasticidade ao cisalhamento, 

Resolvendo as duas equações anteriores para as reações, compreendendo 
que L = Lac + Lgo, obtemos: 





L 
Ta = 7 ac) 
e 
— 
Ta = n= 
B r( 7. 


Observe que esses torques de reação aumentam ou diminuem linearmente 
com a localização Lac ou Lge do torque aplicado. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Determinamos os torques desconhecidos em eixos estaticamente indeterminados, satisfazendo os requisitos de 
equilíbrio, compatibilidade e torque-deslocamento do eixo. 


Equilíbrio. 
e Desenhar o diagrama de corpo livre do eixo a fim de identificar todos os torques que atuam sobre ele. Escre- 
ver, então, as equações do momento na condição de equilíbrio em torno da linha de centro do eixo. 


Compatibilidade. 


e Para escrever a equação de compatibilidade, investigar a maneira como o eixo torcerá quando submetido às cargas 
externas, levando em consideração como os apoios restringirão os movimentos do eixo quando este for torcido. 


Expressar a condição de compatibilidade em termos dos deslocamentos rotacionais provocados pelos torques 
de reação e usar, então, uma relação torque-deslocamento, tal como & = TL/JG, para relacionar os torques des- 
conhecidos aos deslocamentos desconhecidos. 


Resolver as equações de equilíbrio e de compatibilidade para os torques de reação desconhecidos. Se qualquer 


das intensidades tiver valor numérico negativo, isso indica que esse torque atua na direção oposta à adotada no 
diagrama de corpo livre, 





O eixo de aço maciço mostrado na Figura 5.25a tem diâmetro de 20 mm. 


Se for submetido aos dois torques, quais serão as reações nos apoios fixos A 
e B? 


500 Nem 3 





(a) (b) 


Figura 5.25 
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(c) 


Figura 5.25 
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SOLUÇÃO 

Equilíbrio. Por inspeção do diagrama de corpo livre (Figura 5.25b), vemos 
que o problema é estaticamente indeterminado uma vez que há apenas uma 
equação de equilíbrio disponível, enquanto T4 e Tg são incógnitas. E requerido 
que: 


XM, = 0; -Tp + 800 N : m- 500 N : m- T4 = 0 (1) 


Compatibilidade. Como as extremidades do eixo são fixas, o ângulo de 
torção de uma extremidade em relação à outra deve ser nulo. Portanto, a 
equação de compatibilidade é: 

Pam =—0 


Essa condição pode ser expressa em termos dos torques desconhecidos 
usando-se a relação carga-deslocamento, & = TL/JG. Nesse caso, há três 
regiões do eixo em que o torque interno é constante: BC, CD e DA. Nos 
diagramas de corpo livre da Figura 5.25c são mostrados os torques internos 
que atuam nos segmentos do eixo, em cada uma das regiões em que ele foi 
secionado. Usando a convenção de sinais estabelecida na Seção 5.4, temos: 


-To(02m) (Ta +500N-mLSm) T03m) 
mM F JG toog L 
ou 
LSTA — 0,2Tg = —750 (2) 
Resolvendo as equações 1 e 2, temos: 
Ta=-345N-m T,=645N:-m 


O sinal negativo indica que Ty atua na direção oposta à mostrada na Figu- 
ra 5.25b. 


Resposta 








T=250 Ib-pés 


O eixo mostrado na Figura 5.26a está composto por um tubo de aço unido 
a um núcleo de latão. Supondo que seja aplicado um torque de T = 250 Ib - pés 
à sua extremidade, esquematizar a distribuição cisalhamento-tensão ao longo 
de uma reta radial da área da seção transversal. Supor, também, que 
Guço = 11,4(10°) ksi e Grão = 5,20(10º) ksi. 


q latão 





(a) 250 Ib-pés (b) 


Figura 5.26 


SOLUÇÃO 


Equilíbrio. O diagrama de corpo livre do eixo é mostrado na Figura 5.26b. 
A reação da parede é representada pela quantidade de torque desconhecido 
resistido pelo aço, Taço, e pelo latão, Tyaão: Trabalhando com as unidades libra 
e polegada, temos que o equilíbrio requer: 


—Taço — Tiatão + 250 lb - pés(12 pol/pé) = 0 (1) 


Compatibilidade. O ângulo de torção da extremidade A tem de ser o mesmo 
para os elementos de aço e latão, visto que eles estão unidos. Assim: 


$ = Paco = Pião 


Aplicando a relação carga-deslocamento, q = TL /JG, temos: 

















Tab 
(mI2)[(1 pol)* — (0,5 pol)*]11,4(10?) kip/po? 
TiatãoL 
(7/2)0,5 pol)*5,20(10º) kip/pol? 
Taco = 32,88Tyatão (2) 


Resolvendo as equações 1 e 2, obtemos: 


Taco = 2.911,0 Ib : pol = 242,6 lb - pés 
Thatão = 88,5 1b - pol = 7,38 1b - pés 


Esses torques atuam ao longo de todo o comprimento do eixo, já que não 
há nenhum torque externo atuando em pontos intermediários ao longo do 
comprimento da linha de centro do eixo. A tensão de cisalhamento no núcleo 
de latão varia de zero em seu centro até o máximo na superfície de contato 
com o tubo de aço. Usando a fórmula da torção: 


(88,5 Ib - pol)(0,5 pol) 
(Tiatão )máx = (m/2)(0,5 pol)? 





= 451 psi 


Para o aço, a tensão de cisalhamento mínima também está nessa interface, 


(2.911,0 Ib - pol)(0,5 pol) 
O = 988 psi 
aso/min | (m/2)I(1 pol)! — (0,5 pol) É 





e a tensão de cisalhamento máxima está na superfície externa, 


(2.911,0 1b - pol)(1 pol) | 
(Taco Jmáx = (mD pol? S (0,5 pol?] = 1.977 psi 





Os resultados estão esquematizados na Figura 5.26c. Observe a descon- 
tinuidade da tensão de cisalhamento na interface entre latão e aço. Essa con- 
dição é esperada, visto que os materiais têm módulos de rigidez diferentes, isto 
é, o aço é mais duro do que o latão (Gaço > Giaão) €, assim, suporta tensão de 
cisalhamento maior na interface. Apesar de a tensão de cisalhamento ser 
descontínua, a deformação por cisalhamento não é. Ao contrário, a deformação 
por cisalhamento é a mesma para ambos, latão e aço. Essa condição é mostrada 
pela lei de Hooke, y= 7/G. Na interface (Figura 5.26d), a deformação por 
cisalhamento é: 

T 451 psi 988 psi 


= = 0,0867(10°)rad 
Y G 52(10psi 1L410%psi Rio 
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988 psi 


fl 
Cos 


Distribuição cisalhamento-tensão 





1.977 psi 3 
0.0867(10) rad 


Ymáx 


PAN 


Distribuição cisalhamento-deformação 


(c) (d) 


Figura 5.26 





PROBLEMAS 





5.75. O eixo de aço tem diâmetro de 40 mm e suas extre- 
midades A e B são fixas. Se ele for submetido ao conjugado 
(veja o desenho), qual será a tensão de cisalhamento máxima 
em suas regiões AC e CB. Gaço = 10,8(10°) ksi. 


A 3 kN 








400 mm 


50 mm 


600 mm 


Problema 5.75 


*5,76. O eixo de aço é feito de dois segmentos: AC tem 
diâmetro de 0,5 pol e CB tem diâmetro de 1 pol. Se ele estiver 
fixo em suas extremidades A e B e for submetido a um torque 
de 500 lb - pés, qual será a tensão de cisalhamento máxima 
nele desenvolvida. Gaço = 10,8(10?) ksi. 


0,5 pol 
C 


D 500 Ib + pés 


5 pol 





12 pol 


Problema 5.76 


5.77. O tubo de bronze C86100 tem diâmetro externo de 
1,5 pol e sua parede, espessura de 0,125 pol. A conexão em 
C é apertada com uma chave, Se o torque desenvolvido em 
A for de 125 lb - pol, qual será a intensidade F do conjugado? 
O tubo está engastado na extremidade B. 


5.78. O tubo de bronze C86100 tem diâmetro externo de 1,5 
pol e sua parede, de 0,125 pol. A conexão em C é apertada 
com uma chave. Se a força aplicada for F = 20 lb, qual será 
a tensão de cisalhamento máxima no tubo? 





Problemas 5.77/5.78 


5.79. Uma haste é feita de dois segmentos: AB é de aço A- 
36 e tem diâmetro de 30 mm; BD é de latão C83400 e tem 
diâmetro de 50 mm. Ela está engastada em suas extremidades 
e submetida a um torque T = 500 N : m. Determinar as 
reações torcionais nas paredes 4 e D. 


*5.80. Determinar a tensão de cisalhamento máxima no 
eixo do Problema 5.79. 






c 500 N-m 


0,75 m 


Problemas 5.79/5.80 


5.81. O eixo de aço A-36 é feito de dois segmentos: AC tem 
diâmetro de 1 pole CB tem diâmetro de 2 pol. Se ele estiver 
fixo em suas extremidades A c B e for submetido a um torque 
T = 500 lb - pés, qual será a tensão de cisalhamento máxima 
absoluta nele desenvolvida. 


5.82. Determinar as reações de torção nas extremidades A 
e B do Problema 5.81. 


5.83. O cixo de aço A-36 é feito de dois segmentos: AC tem 
diâmetro de 1 pole CB tem diâmetro de 2 pol. Supondo que 
ele seja fixo em suas extremidades A e B, determinar a inten- 
sidade do torque aplicado T se a reação em A for 50 lb - pés. 


E audi gado 1,5 pé +— 2 pés — 


Problemas 5,81/5,82/5.83 


*5.84. O eixo feito de material composto (ou compósito) 
consiste de uma seção central que inclui um cixo maciço de 
1 pol de diâmetro e um tubo soldado nas flanges rígidas em 
A e B. Desprezar a espessura das flanges e determinar o 
ângulo de torção da extremidade C do eixo em relação à 
extremidade D. O eixo está submetido a um torque de 
800 lb - pés. O material é aço A-36. 


800 Ib-pés 1 pol 





Problema 5.84 


5.85. Os dois eixos são feitos de aço A-36. Cada um tem 
diâmetro de 25 mm e os dois estão acoplados por engre- 
nagens presas às suas extremidades. As outras extremidades 
estão engastadas nos apoios 4 e B. Os eixos também estão 
apoiados nos mancais C e D, que lhes permitem rotação livre 
ao longo de sua linha de centro. Se for aplicado um torque 
de 500 N - m na engrenagem em E, como mostrado, quais 
serão as reações em A e B? 


5.86. Determinar a rotação da engrenagem em E do Pro- 
blema 5.85. 
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5.87. Um eixo de aço é constituído por uma seção AB 
maciça e um segmento tubular de aço com núcleo de latão. 
Supondo que ele esteja preso a um apoio rígido em A e 
seja aplicado um torque T = 50 lb - pés em C, determinar 
o ângulo de torção que ocorre em C e calcular o 
cisalhamento máximo e a deformação por cisalhamento 
máxima no latão e no aço. Assumir que Gaço = 11,5(10°) 
ksi € Giarão = 5,6(10º) ksi. 


0,5 pol 





lpo œ “T =50lb-pés 


Problema 5,87 


*5.88. O eixo de raio c está submetido a um torque 
distribuído 1, medido como torque por comprimento do eixo. 
Determinar as reações nos engastes A e B. 





Problema 5.88 


5.89. O eixo cônico está confinado entre os apoios engas- 
tados A e B. Se for aplicado um torque T em seu ponto 
central, quais serão as reações nos apoios? 





Problemas 5.85/5.86 Problema 5.89 | 


172 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 





Observe a deformação que ocorre no 
elemento quadrado quando essa barra 
de borracha é submetida a um torque. 





Não-deformado 






Tmáx 





Distribuição da tensão de cisalhamento 
ao longo de duas retas radiais 


(a) 


*5.6 Eixos SóLipos NÃo-CIRCULARES 


Foi demonstrado na Seção 5.1 que quando se aplica um torque a um eixo 
com seção transversal circular — ou seja, simétrico em relação à linha de centro 
— as deformações por cisalhamento variam linearmente de zero no centro a 
um máximo na superfície externa. Além disso, devido à uniformidade da 
deformação por cisalhamento em todos os pontos do mesmo raio, a seção 
transversal não se deforma e, ao contrário, permanece plana após a torção. 
Eixos que têm seção transversal não-circular, no entanto, são assimétricos em 
relação à linha de centro e, como a tensão de cisalhamento na seção transversal 
é distribuída de maneira muito complexa, suas seções transversais arqueiam 
ou entortam quando eles são torcidos. Essa condição fica evidente pela maneira 
como as retas da grelha se deformam em um eixo com seção transversal 
quadrada quando ele é torcido (Figura 5.27). Como conseqiiência dessa defor- 
mação, analisar a torção de eixos não-circulares torna-se uma tarefa conside- 
ravelmente complicada, que não será abordada neste livro. 





Deformado 
Figura 5.27 i T 

Com o uso de análise matemática baseada na teoria da elasticidade, no 
entanto, podemos determinar a distribuição cisalhamento-tensão em um eixo 
de seção quadrada. Exemplos de como a tensão de cisalhamento varia ao longo 
de duas retas radiais são mostrados na Figura 5.28a. Como essas distribuições 
variam de modo complexo, as deformações por cisalhamento que elas geram 
empenam a seção transversal como mostrado na Figura 5.28b. Observe que os 
pontos dos cantos do eixo estão sujeitos a tensão de cisalhamento nula e, 
portanto, deformação por cisalhamento nula. Verificamos a razão disso ao con- 
siderar um elemento de material localizado em um desses pontos (Figura 5.28c). 






Tmáx 





Empeno da área 
da seção transversal 


(b) (c) 
Figara 5.28 
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Podemos supor que a face superior desse clemento esteja submetida a uma Pons 














tensão de cisalhamento, a fim de resistir ao torque aplicado T. Entretanto, esse transversal Tai ? 

não é o caso, visto que as tensões de cisalhamento 7 e 7º que atuam sobre a Quadrada 

superfície externa do eixo devem ser nulas, o que, por sua vez, implica que os dd] den ior 

componentes correspondentes re 7º no topo da face também devem ser nulos. j i G 
Os resultados da análise para seções transversais quadradas, juntamente mana 

com outros resultados da teoria da elasticidade, para eixos com seções = 

transversais triangular e elíptica, podem ser vistos na Tabela 5.1. Em todos os oi 

casos, a tensão de cisalhamento máxima ocorre no ponto da borda da seção a ž 20T 46 TL 

transversal a mais próximo da linha de centro do cixo. Na Tabela 5.1, tais pontos a aG 

são indicados pelas ‘marcas redondas’ nas seções transversais. Também são b=] 

fornecidas as fórmulas do ângulo de torção para cada eixo. Estendendo os Elíptica E 





27 |(a2+ bYTL 


tab? | mods 


resultados a um eixo com seção transversal arbitrária, mostra-se também que E 
um eixo com seção circular é mais eficiente, visto que está sujeito tanto a tensão 





de cisalhamento máxima quanto a ângulo de torção menores que os de um eixo | 4 
que tenha a mesma área da seção transversal, mas no qual ela seja não-circular, rr N 
submetido ao mesmo torque. Tabela 5.1 


EXEMPLO 5.13 


O eixo de alumínio 6061-T6 mostrado na Figura 5.29 tem área da seção 
transversal na forma de um triângulo equilátero. Determinar o maior torque 
T que pode ser aplicado na extremidade do eixo se a tensão de cisalhamento 
admissível é Taam = 8 Ksi e o ângulo de torção em sua extremidade é limitado 
a faam = 0,02 rad. Qual torque poderia ser aplicado a um eixo de seção 
transversal circular feito da mesma quantidade de material? 


SOLUÇÃO 


Por inspeção, o torque interno resultante em qualquer seção transversal 
da linha de centro do eixo também é T. Usando as fórmulas de Tmáx € $ da 
Tabela 5.1, é necessário que: 








= 2T, 3 2 _ — WT < T 
Taam = 35 8(10°) Ib/pol? = (1,5 pol? , 
4 pés 
T = 1.350 lb - pol LN 
DA -60° 
Da mesma maneira: sa 1 | 
46TL 46T(4 pés)(12 pol/pé) | ASpoi 
mE d= 
Poan = AG, OOC rd = T5 pol BI) Ib/pol?] 
“gura 5,24 
T = 170 lb : pol Resposta gn 


Fazendo-se uma comparação, o torque está limitado devido ao ângulo de 
torção. 


Seção Transversal Circular. Se a mesma quantidade de alumínio for uti- 
lizada para produzir o mesmo comprimento do eixo com uma seção transversal 
circular, o raio da seção transversal poderá ser calculado. Temos: 


Acírculo = Á triângulo; ne? = ias pol)(1,5 sen 60°) 





c = 0,557 pol 
As limitações de tensão e ângulo de torção requerem, então: 
TE à 3 T(0,557 pol) 
Taam = 75 8(10º) Ib/pol” = (m/2)(0,557 pol)? 


T = 2.170 lb : pol 
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_ TL, oai T(4 pés)(12 pol/pé) 
URT JG Me Td E (5/2)(0,557 pol)*[3,7(10º) Ib/po??] 
T=233lb-pol Resposta 


Por outro lado, o ângulo de torção limita o torque aplicado. 
Comparando esse resultado (223 lb - pol) com o obtido anteriormente (170 
lb - pol), vê-se que um eixo de seção transversal circular suporta 37% mais 
torque que um de seção transversal triangular. 








Figura 5.30 


*5.7  Tusos DE PAREDE FINA COM SEÇÕES 
TRANSVERSAIS FECHADAS 


Tubos de parede fina de formato não-circular são usados em geral para 
construir estruturas leves como as empregadas em aviões. Em algumas apli- 
cações, estão sujeitos a cargas de torção. Nesta seção analisaremos os efeitos 
da aplicação de torque a um tubo de parede fina com seção transversal fechada, 
isto é, um tubo que não tem quaisquer fraturas ou fendas ao longo de seu 
comprimento. Um tubo como esse, com formato de seção transversal constante 
apesar de arbitrária, é mostrado na Figura 5.304. Para a análise, admitiremos 
que as paredes tenham espessura t variável. Como elas são finas, poderemos 
determinar aproximadamente a tensão de cisalhamento supondo que a tensão 
seja distribuída uniformemente ao longo da espessura do tubo. Em outras 
palavras, seremos capazes de determinar a tensão de cisalhamento média do 
tubo em qualquer ponto dado. Antes, porém, vamos discutir alguns conceitos 
preliminares referentes à ação da tensão de cisalhamento sobre a seção trans- 
versal. 


Fluxo de Cisalhamento. Um pequeno elemento do tubo com comprimento 
finito s e largura infinitesimal dx é mostrado nas Figuras 5.304 e 5.30b. Em uma 
das extremidades o elemento tem espessura t,;na outra, a espessura é tg. Devido 
ao torque aplicado T, surge tensão de cisalhamento na face dianteira do 
elemento. Especificamente, na extremidade A a tensão de cisalhamento é 74 € 
na extremidade B é rg. As duas podem ser relacionadas observando-se que as 
tensões de cisalhamento equivalentes T4 € Tg também devem atuar nos lados 
longitudinais do elemento, que aparecem sombreados na Figura 5.30b. Como 
esses lados têm espessuras constantes ta € tp, as forças que atuam sobre eles são 
dF, = TA(ta dx) e dFg = Teltp dx). A força de equilíbrio requer que essas forças 
sejam de intensidades iguais, mas de sentido oposto, de modo que: 


Tala — TBÍB 


Esse resultado importante afirma que o produto da tensão de cisalha- 
mento longitudinal média multiplicada pela espessura do tubo é o mesmo 
em cada ponto da área da seção transversal. Esse produto é denominado fluxo 
de cisalhamento.) q, e em termos gerais é expresso como: 


| q = Tméat | (5.17) 


Como q é constante na seção transversal, a maior tensão de cisalhamento 
ocorre onde a espessura do tubo é menor. 


| A terminologia ‘fluxo’ é usada, pois q é análogo à água que flui em um canal de seção transversal 
retangular, com profundidade constante e largura w variável. Embora a velocidade v da água em 
cada ponto ao longo do canal seja diferente (como Tmea). O fluxo q = vy será constante. 


Se um elemento infinitesimal com espessura í, comprimento ds e largura 
dx for isolado de um tubo (Figura 5.30c), veremos que a área sobre a qual a 
tensão de cisalhamento média atua é dA = + ds. Então, dF = Tmeal ds = q ds, 
ou q = dF/ds. Em outras palavras, o fluxo de cisalhamento, que é constante na 
área da seção transversal, mede a força por unidade de comprimento ao longo 
da área da seção transversal do tubo. 

É importante observar que os componentes de cisalhamento-tensão mos- 
trados na Figura 5.30c são os únicos que atuam sobre o tubo. Componentes 
atuando em outra direção não podem existir, como mostrado na Figura 5.30d, 
porque as faces superior e inferior do elemento são as paredes interna e externa 
do tubo, e esses limites não devem ter tensão. Em vez disso, como já observado, 
o torque faz com que o fluxo de cisalhamento e a tensão média sempre se 
direcionem tangencialmente à parede do tubo, de tal maneira que contribui para 
o torque resultante T. 


Tensão de Cisalhamento Média. A tensão de cisalhamento média Tméa, 
que atua sobre a área sombreada dA = t ds do elemento infinitesimal 
mostrado na Figura 5.30c, é relacionada ao torque T considerando-se o torque 
produzido pela tensão de cisalhamento em torno de um ponto selecionado 
O no limite do tubo (Figura 5.30e). Como mostrado, a tensão de cisalhamento 
desenvolve uma força dF = Tméa dA = Tmea(t ds) sobre o elemento. Essa força 
atua tangencialmente à linha de centro da parede do tubo e, como o braço 
de momento é A, o torque é: 


dT = h(dF) E h(Tméat ds) 
Requer-se para toda a seção transversal que: 
T= d h Tmédl ds 


Aqui, a “integral de linha” indica que a integração é processada em torno 
q g q graç p 


de todo o limite da área. Como o fluxo de cisalhamento q = Tmeat É constante, * 


esses termos podem ser fatorados para fora da integral, de modo que: 
T = Tmedl d h ds 


Pode-se fazer uma simplificação gráfica para avaliar a integral observando- 
se que a área média, mostrada pelo triângulo escuro da Figura 5.30e, é dA,, = 
(1/2) ds. Assim: 


T= ial dAm = ZTmédtÁ m 


Resolvendo em 7mea, temos: 


ma ZA, | (5.18) 


Onde: 


Tméa = tensão de cisalhamento média que atua sobre a espessura do tubo 
T = torque interno resultante que atua na seção transversal. Seu valor é de- 
terminado pelo método das seções e pelas equações de equilíbrio 
t = espessura do tubo onde Tméa deve ser determinada 
A, = área média compreendida pelo limite da linha de centro da espessura 
do tubo. A, aparece sombreada na Figura 5.30f. 


Como q = Tméat, podemos determinar o fluxo do cisalhamento em toda a 
seção transversal usando a equação: 
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(c) 


— Limite sem tensão 
(parte superior) 


Limite sem tensão 
(parte inferior) 


(d) 





te) 





Figura 5.30 
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q= Ia) 
1 2Am 


(5.19) 


Ângulo de Torção. O ângulo de torção de um tubo de parede fina e 
comprimento L é determinado por meio de métodos de energia, e o desen- 
volvimento das equações necessárias será dado como um problema mais 
adiante no texto. Se o material comporta-se de maneira lincar-clástica e G é 
o módulo de elasticidade ao cisalhamento, o ângulo &, dado em radianos, é 


expresso como: 


z ITL ds 
$= 4G TF 


(5.20) 


Nesse caso, a integração deve ser feita em todo o limite da área da seção 


transversal do tubo. 


PONTOS IMPORTANTES 


e O fluxo de cisalhamento q é o produto da espessura do tubo pela tensão de cisalhamento média. Esse valor é 
constante em todos os pontos ao longo da seção transversal do tubo. O resultado é que a maior tensão de cisa- 


lhamento média na seção transversal ocorre onde a espessura do tubo é menor. 


e Tanto o fluxo de cisalhamento como a tensão de cisalhamento média atuam tangencialmente à parede do tubo 


em todos os pontos e em uma direção tal que contribui para o torque resultante. 


EXEMPLO 5.14 





Calcular a tensão de cisalhamento média em um tubo de parede fina com 


comprimento L? 


>. SOLUÇÃO 


Aplicando a Equação 5.18, temos: 
T T 





seção transversal circular de raio médio r,, e espessura t, sujeito ao torque T 
(Figura 5.31a). Além disso, qual é o ângulo de torção relativo se o tubo tem 


Tensão de Cisalhamento Média. A área média do tubo é Ay = mr. 


Tméd = Am = ma Resposta 
®© Pode-se verificar a validade desse resultado aplicando a fórmula da torção. 
Figura 5.31 Nesse caso, pela Equação 5.9, temos: 
PE N 
tt) 
2 
= Oo Ro ts =) 
Comor,n=r=rnet=r,—r;d= Oram) = mit 
Trm 
de modo que Tméd = im Tin É Resposta 





Jo 2ra mfy 
que está de acordo com o resultado anterior. 


2 Ver o Problema 14.19. 


A distribuição cisalhamento-tensão média que atua sobre toda a seção 
transversal do tubo é mostrada na Figura 5.31b. Também é mostrada a 
distribuição cisalhamento-tensão que atua sobre uma reta radial, conforme 
calculado pela fórmula da torção. Observe como cada mmeg atua em uma direção 
tal que contribui para o torque resultante T na seção. Como a espessura 
decresce, a tensão de cisalhamento em todo o tubo torna-se mais uniforme. 


Ângulo de Torção. Aplicando a Equação 5.20, temos: 


jai pan TL fas 
4446) t Alary Gt 





A integral representa o comprimento em torno do limite da linha de centro, 
o qual é 27r. Substituindo-se, o resultado final é: 


TL 
pre 2rr?,Gt 


Mostrar que se obtém o mesmo resultado usando a Equação 5.15. 


Resposta 
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Distribuição cisalhamento-tensão 
verdadeira 
(fórmula da torção) 
anr 


Tmáx Tméd 





Tméd 


Distribuição 
cisalhamento-tensão média 
(aproximação para parede fina) 


(b) 
Figura 5.31 





EXEMPLO 5.15 


O tubo é feito de bronze C86100 e tem seção transversal retangular como 
mostrado na Figura 5.324. Se ele for submetido a dois torques, qual será a 
tensão de cisalhamento média nos pontos A e B? Além disso, qual é o ângulo 
de torção da extremidade C? O tubo é fixo em E. 


3 mm 





60 mm 





(a) 60 Nm ão 
Figura 5.32 
SOLUÇÃO 


Tensão de Cisalhamento Média. Se o tubo for cortado nos pontos A e B, 
o diagrama de corpo livre resultante será como o mostrado na Figura 5.32b. O 
torque interno é 35 N - m. Como mostrado na Figura 5.32d, a área A, é: 


Am = (0,035 m)(0,057 m) = 0,00200 m? 


Aplicar a Equação 5.18 para o ponto A, t4 = 5 mm, de modo que: 








T 35 N:m 
BR Am = 2(0,005 m)(0,00200 m?) = 1,75 MPa Resposta 
Para o ponto B, tg = 3 mm. Portanto: 
=-= 35N m 2,92 MP R 
Te = Dt, 2(0,003 m)(0,00200 m?) ~ 22 MPa esposta 


Esses resultados são mostrados nos elementos do material localizados nos 
pontos A e B (Figura 5.32e). Observe cuidadosamente na Figura 5.32b como 
o torque de 35 N - m cria as tensões nas faces com sombreamento escuro de 
cada elemento. 





60 Nm 
(b) 


60 N-m 


R 


60 Nm 
(c) 


e 


57 mm 


— 
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— 2,92 MPa Ângulo de Torção. Pelos diagramas de corpo livre das Figuras 5.32b e 5.32c, 
os torques internos nas regiões DE e CD são 35 N -m e 60 N: m, 
respectivamente. De acordo com a convenção de sinais descrita na Seção 5.4, 
esses torques são ambos positivos. Assim, a Equação 5.20 torna-se: 

o To bd 
pe 442,6 f t 
1,75 MPa 60 N - m(0,5 m) 
= 4(0,00200 m°)?(38(10°) N/m?) 























“(57 mm 35 mm 
A sm) + À om) 
5 mm 3 mm /| 











(e) 35 N : m(1,5 m) 57 mm 35 mm 
; + Z2 9 z |2 +2 
Figura 5.32 4(0,00200 m)*(38(10) N/m”) [À 5 mm 3 mm 
= 6,29(107°) rad Resposta 





Um tubo de alumínio quadrado tem as dimensões mostradas na Figura 
5.33a. Determinar a tensão de cisalhamento média no ponto A, se o tubo estiver 
submetido a um torque de 85 lb - pés. Calcular também o ângulo de torção 
devido a essa carga. Assumir que Gu = 3,80(10º) ksi. 





SOLUÇÃO 


Tensão de Cisalhamento Média. Por inspeção, o torque interno resultante 
na seção transversal onde o ponto A está localizado é T = 85 lb - pés. Pela 
Figura 5.33b, a área A,m sombreada é: 


Am = (25 pol(2,5 pol) = 6,25 pol? 





Aplicando a Equação 5.18, temos: 


T 85 lb - pés(12 pol/pé) 
Tméd = ZA > 20, pol)(6,25 po?) 7 163 psi Resposta 





A Como t é constante exceto nos cantos, a tensão de cisalhamento média é a 
mesma em todos os pontos da seção transversal. Na Figura 5.33c, cla é mostrada 
atuando em um elemento localizado no ponto A. Observe que Tmea atua na face 
mais clara, uma vez que contribui para o torque interno resultante T na seção. 


163 psi 





©) Ângulo de Torção. O ângulo de torção provocado por T é determinado pela 
Figura 5.33 Equação 5.20, isto é: 
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RE f ds _ 851b- pés(12 pol/pé)(5 pés)(12 pol/pé) i ds 
$ t 4(6,25 pol?)’[3,80(106) Ib/pol?] (0,5 pol) 
= 0,206(10"?) pol”! f ds 


Nesse caso, a integral representa o comprimento em torno do limite da 
linha de centro do tubo (Figura 5.33b). Assim, 


& = 0,206(107°) pol" ![4(2,5 pol)] = 2,06(107°) rad Resposta 





EXEMPLO 5.17 





Um tubo fino é feito de três chapas de aço A-36 com 5 mm de espessura 
cada, de modo que tem seção transversal triangular como mostrado na Figura 
5.34a. Determinar o torque máximo T ao qual o tubo pode ser submetido se a 
tensão de cisalhamento admissível é Taam = 90 MPa e ele está restrito a uma 
torção de não mais que & = 2(107*) rad. 






y 
T 
200 mm 
( A 
emo / 
Dad | 
T ela 
200 mm * (a) 
SOLUÇÃO 
A área A, aparece sombreada na Figura 5.34b. Ela é: 
ÁS (200 mm)(200 mm sen 60º) 
= 17,32(10º) mm?(107º m?/mm?) = 17,32(107?) m? di 


> 


A maior tensão de cisalhamento média ocorre nos pontos em que a (X 
espessura do tubo é menor, isto é, ao longo dos lados e não nos cantos. AN 
Aplicando a Equação 5.18, com + = 0,005 m, temos: 


a 200 mm + 














T 6 2 T 
= - 90(109) N/m? = 
T (Dm 2(0,005 m)(17,32(107°) m?) ©) 
T = 15,6 kN-m Figura 5.34 
Temos também, pela Equação 5.20: 

gatets 
4A G] t 
TG m) ds 

0,002 rad = 7973210) m)A[75(10) Nim] i (0,005 m) 


300,0 = r$ ds 
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A integral representa a soma das dimensões ao longo dos três lados do 
limite da linha de centro. Assim, 


300,0 = T[3(0,20 m)] 


T=500N-m Resposta 


Por comparação, a aplicação de torque é limitada devido ao ângulo de 


torção. 





1 PROBLEMAS 


5.90. A haste de alumínio tem seção transversal quadrada 
de 10 mm por 10 mm. Se ela tiver 8 m de comprimento, qual 
torque T será necessário para uma extremidade girar 90º em 
relação à outra? Ga; = 28 GPa, (TE)a = 240 MPa. 








TÁ 


10 mm 


Problema 5.90 


5.91. A barra de alumínio 6061-T6 tem seção transversal 
quadrada de 25 mm por 25 mm. Supondo que ela tenha 2 m 
de comprimento, determinar a tensão de cisalhamento 
máxima nela desenvolvida e a rotação de uma extremidade 
em relação à outra. 





Problema 5.91 


*5,92. O eixo é feito de latão C83400 e tem seção transversal 
elíptica. Supondo que seja submetido à carga de torção 
mostrada, determinar a tensão de cisalhamento máxima nas 
regiões AC e BC e o ângulo de torção & da extremidade B 


em relação à extremidade A. 


5,93. Resolver o Problema 5.92 para tensão de cisalha- 
mento máxima nas regiões AC e BC e o ângulo de torção & 
da extremidade B em relação à extremidade C. 





Problemas 5.92/5.93 


5.94. O eixo quadrado é usado na extremidade de um cabo 
de acionamento a fim de registrar a rotação do cabo em um 
marcador. Se o eixo tiver as dimensões mostradas e estiver 
sujeito a um torque de 8 N - m, qual será a tensão de cisa- 
lhamento no ponto A? Desenhar tal tensão em um elemento 
de volume localizado nesse ponto. 





Problema 5.94 


5.95. A haste uniforme de bronze C86100 tem seção 
transversal elíptica. Supondo que ela seja submetida aos cinco 
torques mostrados, determinar a dimensão a da sua seção 
transversal de modo que a tensão de cisalhamento nela 
desenvolvida não exceda Taam = 85 MPa. Além disso, qual é 
a rotação da extremidade A em relação à extremidade B? 


*5,96. A haste uniforme de bronze C86100 tem seção trans- 
versal elíptica. Supondo que ela seja submetida aos cinco 
torques mostrados, determinar a tensão de cisalhamento má- 
xima nela desenvolvida e o ângulo de torção da extremidade 
A em relação à extremidade B. Assumir que a = 20 mm. 





Problemas 5.95/5.96 


5.97, O suporte de alumínio está fixado entre as paredes A 
e B. Se ele tiver seção transversal quadrada de 2 pol por 2 
pol e estiver submetido ao torque de 80 Ib - pés em C, quais 
serão as reações dos apoios fixos? Além disso, qual será o 
ângulo de torção em C? Gar = 3,8(10º) ksi. 





Problema 5.97 


5.98. O arame de latão tem seção transversal triangular de 
2 mm em um lado. Se o limite de escoamento do latão é rg 
= 205 MPa, determinar o torque máximo T ao qual o arame 
pode ser submetido de modo que não escoe. Supondo que o 
torque seja aplicado em um segmento de 4 m de com- 
primento, determinar o maior ângulo de torção, de uma 
extremidade em relação à outra, que não provoque dano 
permanente ao arame. Grão = 37 GPa. 


4m 


Problema 5.98 


5.99. O tubo de plástico está sujeito a um torque de 150 
N : m. Determinar a dimensão média a de seus lados se a 
tensão de cisalhamento admissível é Taim = 60 MPa. Cada 
lado tem espessura de ż = 3 mm. Desprezar as concentrações 
de tensão nos cantos. 


*5,100. O tubo de plástico está sujeito a um torque de 150 
N - m. Determinar a tensão de cisalhamento média nele 
desenvolvida se a dimensão média é a = 200 mm. Cada lado 
tem espessura de t = 3 mm. Desprezar as concentrações de 
tensão nos cantos. 
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Problemas 5.99/5.100 


5.101. Um torque de 2 kip - pol é aplicado ao tubo. Se a 
espessura da parede é de 0,1 pol, qual a tensão de cisalha- 
mento média no tubo? 





1,90 pol 


Problema 5.101 


5.102. O tubo de aço inoxidável 304 tem espessura de 
10 mm. Se a tensão de cisalhamento admissível é Taam = 80 
MPa, qual o torque máximo T que pode ser transmitido. Além 
disso, qual é o ângulo de torção de uma extremidade em 
relação à outra se o tubo tiver 4 m de comprimento? Des- 
prezar as concentrações de tensão nos cantos. As dimensões 
médias são mostradas. 


5.103. O tubo de aço inoxidável 304 tem espessura de 
10 mm. Se o torque aplicado é T = 50 N - m, qual a tensão de 
cisalhamento média no tubo? Desprezar as concentrações 
de tensão nos cantos. As dimensões médias são mostradas. 






al 


30 mm 


Problemas 5.102/5.103 


*5,104. O tubo de plástico tem 5 mm de espessura e as 
dimensões médias mostradas. Determinar a tensão de 
cisalhamento média nos pontos A e B se ele está submetido 
ao torque T = 5 N > m. Mostrar a tensão de cisalhamento 
em elementos de volume localizados nesses pontos. 
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“0 me mm 


Problema 5.104 


5.105. O tubo de aço tem seção transversal elíptica com as 
dimensões médias mostradas e espessura constante t = 0,2 
pol. Supondo que a tensão de cisalhamento admissível seja 
Taam = 8 ksi, determinar a dimensão b necessária para resistir 
ao torque mostrado. A área média da elipse A,, é 7b(0,5b). 


~S 80 Ib-pés 
h ia 


50 Ib:pés 
Problema 5.105 


5.106. O tubo de plástico tem espessura de 5 mm e as 
dimensões médias mostradas. Determinar a tensão de cisa- 
lhamento média nos pontos 4 e B se o tubo estiver sujeito 
ao torque T = 500 N - m. Mostrar a tensão de cisalhamento 
nos elementos de volume localizados nesses pontos. Des- 
prezar as concentrações de tensão nos cantos. 


20 mm 
20 EL, 
[4 


A 






MT 
tee 
50mm 


50 mm 


30 mm, 
Problema 5,106 


5.107. Para dada tensão de cisalhamento média, determinar 
o fator pelo qual a capacidade de resistir ao torque é 
aumentada se as seções de meio círculo forem mudadas das 
posições em linha tracejada para a mostrada. O tubo tem 
0,1 pol de espessura. 





1,80 pol | 





*5,108. Devido a um erro de fabricação, o círculo interno 
do tubo é excêntrico em relação ao externo, Em quantos por 
cento a resistência à torção diminui quando a excentricidade 
e é um quarto da diferença entre os raios? 





Problema 5.108 


5.109. O tubo simétrico é feito de aço de alta resistência, 
com as dimensões médias mostradas e espessura de 5 mm. 
Se for submetido a um torque T = 40 N -m, qual será a 
tensão de cisalhamento média desenvolvida nos pontos A e 
B? Indicar a tensão de cisalhamento nos elementos de 
volume localizados nesses pontos. 





Problema 5.16% 


5.110. O tubo plástico hexagonal está sujeito a um torque 
de 150 N - m. Determinar a dimensão média a de seus lados 
se a tensão de cisalhamento admissível for Taam = 60 MPa. 
Cada lado tem espessura de t = 3 mm. 


t=3mm 





`~ 
a 
T= 150 Nm 


Problema 5,216 


5.8 CONCENTRAÇÃO DE TENSÃO 


A fórmula da torção, Tmax = Tc/J, pode ser aplicada a regiões de um eixo 
com seção transversal circular constante ou levemente cônica. Quando 
aparecem mudanças bruscas na seção transversal, as distribuições cisalha- 
mento-tensão e cisalhamento-deformação do eixo tornam-se complexas e só 
podem ser obtidas por meio de métodos experimentais ou análise matemática 
baseada na teoria da elasticidade. Três tipos comuns de descontinuidade de 
seções transversais que ocorrem na prática são mostrados na Figura 5.35. Eles 
ocorrem em acoplamentos usados para unir dois eixos colineares (Figura 5.354), 
rasgos de chaveta usados para acoplar engrenagens ou roldanas a um eixo 
(Figura 5.35b); e curvas de concordância usadas para fabricar um único eixo 
colinear a partir de dois eixos de diâmetros diferentes (Figura 5.35c). Em cada 
caso a tensão de cisalhamento máxima ocorre no ponto indicado na seção 
transversal. 

Para que o engenheiro não tenha de fazer uma análise complexa da tensão 
na descontinuidade do eixo, a tensão de cisalhamento máxima é determinada 
para uma geometria especificada por meio do fator de concentração de tensões 
de torção, K. Como no caso de elementos com carga axial (Seção 4.7), K, em 
geral, é obtido a partir de um gráfico. Um exemplo, para o eixo com curva de 
concordância, é mostrado na Figura 5.36. Para usar o gráfico, primeiro deter- 
mina-se a razão geométrica D /d para escolher a curva adequada a ser utilizada, 
entre as apresentadas na curva do fator de concentração de tensões, e depois, 
uma vez calculada a abscissa r/d, acha-se o valor de K ao longo das ordenadas. 
A tensão de cisalhamento máxima é então obtida pela seguinte equação: 








(5.21) 
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Figura 5.36 


Neste exemplo, a fórmula da torção é aplicada ao menor dos dois eixos 
acoplados, visto que Tmax ocorre na base da curva de concordância (Figura 
5:356): 
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(e) 
Figura 5.35 
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Concentrações de tensão aparecem 
nos acoplamentos destes eixos, e essa 
condição deve ser considerada quando 
se projeta o acoplamento. 


Pontos IMPORTANTES 


Observa-se pelo gráfico que um aumento no raio r da curva provoca um 
decréscimo em K. Portanto, a tensão de cisalhamento máxima no eixo é 
reduzida pelo aumento no raio da curva de concordância. Além disso, se o 
diâmetro do eixo maior for reduzido, a razão D/d será menor e, desse modo, 
o valor de K e, portanto, Tmáx Serão menores. 

Como no caso de elementos com carga axial, os fatores de concentração 
de tensão de torção devem ser usados sempre que se projetam eixos feitos de 
materiais frágeis ou quando se projetam eixos que estarão sujeitos à fadiga ou 
a cargas cíclicas de torção. Isso porque tais condições dão origem à formação 
de trincas no ponto de concentração de tensão, o que frequentemente leva a 
uma falha súbita do eixo. Deve-se entender também que, se uma grande carga 
de torção estática for aplicada a um eixo feito de material dúctil, surgirão 
deformações inelásticas nesse eixo. Como resultado do escoamento, a distri- 
buição de tensão torna-se ainda mais uniforme em todo o eixo, de modo que 
a tensão máxima resultante não se limita ao ponto de concentração de esforço. 
Esse fenômeno será mais bem discutido na próxima seção. 


e As concentrações de tensão nos eixos ocorrem em pontos de mudança brusca da seção transversal, tais como 
acoplamentos, rasgos de chaveta e curvas de concordância. Quanto mais severa a mudança, maior é a concen- 


tração de tensão. 


e Para projetar ou analisar, não é preciso saber a distribuição cisalhamento-tensão exata na seção transversal. 
Em vez disso, é possível obter a tensão de cisalhamento máxima usando o fator de concentração de tensões, K, 
que foi determinado por meio de experimento e é apenas uma função da geometria do eixo. 


e Normalmente a concentração de tensão em um eixo dúctil sujeito a torque estático não precisa ser considerada 
no projeto; entretanto, se o material for frágil, ou estiver sujeito a cargas de fadiga, então as concentrações de 
tensão tornam-se importantes. 


O eixo em degrau mostrado na Figura 5.37a é apoiado por mancais em A 
e B. Determinar a tensão máxima nele desenvolvida devido aos torques 
aplicados. A curva de concordância na junção de cada eixo tem raio r = 6 mm. 


30 Nm 





Figura 5.37 


SOLUÇÃO 


Torque Interno. Por inspeção, a condição de equilíbrio dos momentos em 
torno da linha de centro do eixo está satisfeita. Como a tensão de cisalhamento 
máxima ocorre nas extremidades da raiz dos eixos de menor diâmetro, o torque 
interno (30 N - m) pode ser determinado nesses pontos aplicando-se o método 
das seções (Figura 5.37b). 


Tensão de Cisalhamento Máxima. O fator de concentração de tensão é 
determinado usando-se a Figura 5.36. Pela geometria do eixo, temos: 


D  2(40 mm) | 


d  X20mm) 


7 6 mm 
do 2(20 mm) ~ 0.15 


Obtém-se, assim, o valor K = 1,3. 
Aplicando a Equação 5.21, temos: 


Te 30 N - m(0,020 m) 
J’ T | (a2)(0,020 m)? 





Tmáx = K | = 3,10 MPa Resposta 


Por evidência experimental, sabe-se que a distribuição de tensão ver- 
dadeira ao longo de uma reta radial da seção transversal na seção crítica tem 
aparência semelhante à mostrada na Figura 5.37c. Compare-a à distribuição 
linear encontrada pela fórmula da torção. 
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30 Nm 








Distribuição 
Distribuição cisalhamento-tensão 
cisalhamento-tensão verdadeira provocada 
prevista pela por concentração 
fórmula da torção de esforço 


(e) 
Figura 5.37 





*5.9 Torção INELÁSTICA 


As equações de tensão e deformação desenvolvidas até agora são válidas 
apenas se o torque aplicado provoca comportamento linear-elástico do ma- 
terial. No entanto, se as cargas de torção são excessivas, o material pode escoar 
e, consegiientemente, deve-se usar uma “análise plástica’ para determinar a 
distribuição cisalhamento-tensão e o ângulo de torção. Para executar tal análi- 
se é necessário satisfazer tanto as condições de deformação quanto as de 
equilíbrio. 

Foi mostrado na Seção 5.1 que as tensões de cisalhamento que se de- 
senvolvem no material devem variar linearmente de zero no centro do eixo até 
o máximo no seu limite externo (Figura 5.384). Essa conclusão baseou-se 
inteiramente em considerações geométricas e não no comportamento do 
material. Além disso, o torque resultante na seção deve equivaler ao torque 
provocado por toda a distribuição cisalhamento-tensão em toda a seção 
transversal. Essa condição é expressa matematicamente, considerando-se a 
tensão de cisalhamento r que atua sobre um elemento de área dA localizado 
à distância p do centro do eixo (Figura 5.38h). A força produzida por essa tensão 
é dF = T dA, e o torque produzido é dT = p dF = p r dA. Requer-se para todo 
o eixo: 


T= Í pr dA (5.22) 
A 


Se a área dA sobre a qual 7 age for definida como um anel infinitesimal de 
área dA = 27p dp (Figura 5.38c), a equação anterior poderá ser escrita como: 


las 7] 


| 
| T=27[ To? dp | (5.23) 
| A | 


Essas condições de geometria e carregamento serão usadas agora para 
determinar a distribuição cisalhamento-tensão em um eixo quando este for 
submetido a três tipos de torque. 
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vi 





Distribuição linear 
cisalhamento-deformação 


(a) 


YE 


(a) 


dA =27pdp 





dA 
/ 


(b) (c) 


Figura 5.38 


Torque Elástico Máximo. Se o torque produzir a máxima deformação por 
cisalhamento elástica yg no limite externo do eixo, a distribuição cisalhamento- 
deformação ao longo de uma reta radial terá a aparência mostrada na Figura 
5.39b. Para estabelecer como é a distribuição do cisalhamento-tensão, devemos 
usar a lei de Hooke ou encontrar os valores correspondentes da tensão de 
cisalhamento no diagrama T—y do material (Figura 5.394). Por exemplo, a 
deformação de cisalhamento yr produz a tensão de cisalhamento Tg em p = c. 
Da mesma maneira, em p = p; a deformação de cisalhamento é yı = (pj/c) yz- 
Pelo diagrama 7—y,y, produz m. Quando essas tensões e outras semelhantes 
são colocadas em p = c, p = py ete., ocorre a distribuição linear cisalhamento- 
tensão mostrada na Figura 5.39c. Uma vez que essa distribuição cisalha- 
mento-tensão pode ser descrita matematicamente como T = Ty(p/c), O torque 
elástico máximo é determinado pela Equação 5.23, isto é: 
Pla 
rd, e) p“ dp 


c 


Tp=2r | 


o 
ou: 


Te=5 TEC (5.24) 


Esse mesmo resultado pode ser obtido de maneira mais direta pela fórmula 
da torção, Tg = Tpc/[(7/2)c*]. Além disso, o ângulo de torção pode ser deter- 
minado pela Equação 5.13, ou seja: 


ipe n (525) 


Como observado na Seção 5.4, essa equação resulta em p= TL/JG, 
quando o eixo é submetido a um torque constante e tem área da seção trans- 
versal constante. 


Torque Elastoplástico. Consideremos agora que o material exiba comporta- 
mento elástico perfeitamente plástico. Como mostrado na Figura 5.40a, essa 





Distribuição - Distribuição E 
y cisalhamento-deformação cisalhamento-tensão 


(b) © 
Figura 5.39 


condição caracteriza-se por um diagrama de tensão de cisalhamento-deforma- 
ção no qual o material sofre uma quantidade crescente de deformação por cisa- 
lhamento quando a tensão de cisalhamento atinge o ponto de escoamento rp. 
Assim, à medida que o torque aplicado aumenta em intensidade acima de 
Tg, começa a provocar escoamento. Primeiro no limite externo do eixo p = c 
e, depois, quando a deformação de cisalhamento máxima aumenta para, 
digamos, y’, a fronteira do escoamento progride para dentro do eixo na direção 
do centro (Figura 5.40b). Como mostrado, essa condição produz um núcleo 
elástico, cujo raio externo do núcleo, por proporção, é py = (yr/y'Jc. Além disso, 
a porção externa do eixo forma um anel plástico, visto que as deformações por 
cisalhamento y são maiores do que yg nessa região. A distribuição cisalha- 
mento-tensão correspondente ao longo da reta radial do eixo é mostrada na 
Figura 5.40c. Para estabelecer tal distribuição, consideramos pontos sucessivos 
da distribuição cisalhamento-deformação e achamos o valor correspondente 
da tensão de cisalhamento no diagrama 7 — y. Por exemplo, em p = c, y dá Tri 
e em p= pp, Yg também dá Tp etc. 

Como 7 pode agora ser estabelecido em função de p, podemos aplicar a 
Equação 5.23 para determinar o torque. Temos como fórmula geral do compor- 
tamento elastoplástico: 


T=27 | tp dp 
o 


Py c 
= 2m f (a2 P dp+ 27 Iê Top dp 


E 








24 Pe C 
= af p? dp +27, | pP dp 
PE o Pp 
=- rei t Edo — 03) 
2pr EFE 3 E E 
TT E 
= a (4° — pé. (5.26) 
— Anel 
plástico 
je 
y* 
Tel — 
Núcleo —— 
elástico 
YE y ý Distribuição cisalhamento-deformação 


(a) (b) 
Figura 5.40 


Torque Plástico, Aumentos adicionais em T tendem a contrair o raio do 
núcleo elástico até que todo o material escoe, isto é, pp — O (Figura 5.40b). O 
material do eixo é então submetido a um comportamento perfeitamente plástico 
e a distribuição do cisalhamento-tensão torna-se constante (Figura 5.404). 
Como nesse momento T = Tp, podemos aplicar a Equação 5.23 para determinar 
o torque plástico T,ias, OU seja, o maior torque possível que o eixo suporta. 


T5 27 | TED? dp 
0 


(5.27) 
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Distribuição cisalhamento-tensão 


(c) 
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Comparando com o torque elástico máximo Tr (Equação 5.24), podemos 
verificar que: 


Em outras palavras, o torque plástico é 33% maior que o torque elástico 
máximo. 
O ângulo de torção & da distribuição cisalhamento-tensão da Figura 5.40d 





Torção severa de um corpo-de-prova 
de alumínio provocada pela aplicação não pode ser definido de modo único. Isso porque T = T não corresponde a 


de torque plástico. um valor único da deformação por cisalhamento y = yp. Como resultado, uma 
vez aplicado T,, o eixo continuará a se deformar ou torcer sem aumento 
correspondente na tensão de cisalhamento. 


Torque Máximo. A maioria dos materiais da engenharia tem diagrama 
tensão de cisalhamento-deformação como o mostrado na Figura 5.41a. Conse- 
quentemente, se T for aumentado de modo que a deformação por cisalhamento 
máxima no eixo se torne y= y, (Figura 5.41b), então, por proporção Yp 
ocorrerá em pr = (Yr/yj)c. Da mesma maneira, as deformações por cisalha- 
mento em, digamos, p = pı € p = pm podem ser encontradas por proporção, ou 
seja, yı = (pi/c)y e y = (p>/c)y,.. Se extrairmos do diagrama 7—y os valores 
correspondentes de Ti, Tm, T2 € T, e construirmos um gráfico, obteremos a 
distribuição cisalhamento-tensão que atua sobre a reta radial da seção trans- 
versal (Figura 5.41c). O torque produzido por essa distribuição de tensão é 
denominado torque máximo, Tmax, UMa vez que qualquer aumento adicional 
na deformação de cisalhamento deve fazer com que a tensão de cisalhamento 
máxima no limite externo do eixo seja menor que 7, e, portanto, o torque pro- 
duzido pela distribuição cisalhamento-tensão resultante será menor que Tmax 

A intensidade de T,,;x pode ser determinada integrando-se “graficamente” 
a Equação 5.23. O procedimento consiste em segmentar a área da seção 


7 transversal do eixo em um número finito de anéis, como o que aparece 
"E i sombreado na Figura 5.41d. A área do anel, AA = 27p Ap, é multiplicada pela 
"e tensão de cisalhamento r que atua sobre ele, de modo que a força AF = r AA 
K f | | possa ser determinada. O torque criado pela força é então AT =p AF = 

f | p(t AA). O somatório dos torques em toda a seção transversal, determinados 


dessa maneira, resulta no torque máximo Tax; OU seja, a Equação 5.23 torna-se 
Táx = 2n57pº Ap. Por outro lado, se a distribuição de tensão puder ser 
expressa como uma função analítica, + = f(p), como nos casos dos torques 














neh h elástico e plástico, então a integração da Equação 5.23 pode ser processada 
(a) diretamente. 
Y 
Ay 
Distribuição máxima cisalhamento-deformação Distribuição máxima cisalhamento-tensão 


(b) (c) (d) 


Figura 5.41 


Pontos IMPORTANTES 
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e À distribuição cisalhamento-deformação sobre uma reta radial do eixo baseia-se em considerações geométricas 
e sempre permanece linear. A distribuição cisalhamento-deformação depende porém do torque aplicado e deve, 
portanto, ser determinada pelo comportamento do material ou pelo diagrama tensão de cisalhamento-defor- 


mação. 


e Uma vez estabelecida a distribuição cisalhamento-tensão para o eixo, ela produz um torque em torno da linha 


de centro equivalente ao torque resultante que atua sobre a seção transversal. 


° O comportamento perfeitamente plástico faz supor que a distribuição cisalhamento-tensão seja constante e o 
eixo continue a se torcer sem aumento do torque. Esse torque é denominado torque plástico. 


EXEMPLO 5.19 


O eixo tubular da Figura 5.42a é feito de uma liga de alumínio que se 
supõe ter um diagrama 7—y elastoplástico como mostrado. Determinar (a) o 
torque máximo que pode ser aplicado ao eixo sem provocar escoamento do 
material e (b) o torque máximo ou plástico que pode ser aplicado ao eixo. Qual 
deve ser a deformação por cisalhamento mínima no raio externo para que um 
torque plástico se desenvolva? 


SOLUÇÃO 


Torque Elástico Máximo. Requer-se que a tensão de cisalhamento na fibra 
externa seja 20 MPa. Usando a fórmula da torção, temos: 


(m/2)[(0,05 m)º — (0,03 m)?] 


Tyc 
J 








TE 7 


:20(109) N/m? = 


Te = 3,42 kNm Resposta 


As distribuições cisalhamento-tensão e cisalhamento-deformação deste 
caso são mostradas na Figura 5.42b. Os valores na parede interna do tubo são 
obtidos por proporção. 


Torque Plástico. A distribuição cisalhamento-tensão deste caso é mostrada 
na Figura 5.42c. Para se aplicar a Equação 5.23 é preciso que 7 = Tg. Temos: 


0,05 m 1 0,05 m 
Tpiás = 277 Í [20(10°) N/m?]p? dp = 125,66(109) =p? 
0,03 m 3 bom 
= 410 EN-m Resposta 


Nesse tubo, Tps representa um aumento de 20% na capacidade do torque 
comparado com o torque elástico Tp. 


Deformação por Cisalhamento no Raio Externo. O tubo torna-se 
totalmente plástico quando a deformação por cisalhamento da parede interna 
torna-se 0,286(10"?) rad, como mostrado na Figura 5.42c. Como a deformação 
por cisalhamento permanece linear na seção transversal, a deformação plástica 
das fibras externas do tubo na Figura 5.42c é determinada por proporção: 


— Ye 0,286(107?) rad 
50 mm - 30 mm 





Ye = 0,477(107?) rad Resposta 





50 mm 


30 mm ~| 


T (MPa) 





| y (rad) 
0,286 (103) 


(a) 


50 mm 12 MPa 





Distribuição elástica 
cisalhamento-tensão 


-3 
(SB 0,286 (10 2) rad 
Y 0,172 (10%) rad 
Distribuição elástica 
cisalhamento-deformação 


(b) 


Figura 5.42 
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20 MPa 
0,477 (10-3) rad 
AN ( ) 
- 0,286 (103) rad 
Distribuição plástica cisalhamento-tensão Distribuição plástica cisalhamento-deformação 


(c) 
Figura 5.42 





EXEMPLO 5.20 


Ye = 0,0016 rad 
Ymáx 7 0,008 rad 


Pj 


Distribuição 
cisalhamento-deformação 


(b) 


ay 


Distribuição 
cisalhamento-tensão 


(e) 
Figura 5.43 





Um eixo circular maciço tem raio de 20 mm e comprimento de 1,5 m. O 
material tem diagrama 7—y elastoplástico como mostrado na Figura 5.43a. 
Determinar o torque necessário para torcer o eixo & = 0,6 rad. 


T(MPa) 


75 


0,0016 0,008 
(a) 


y (rad) 





SOLUÇÃO 


Para resolver o problema, primeiro vamos obter a distribuição cisalha- 
mento-deformação e depois estabelecer a distribuição cisalhamento-tensão. 
Uma vez conhecidas essas distribuições, pode-se determinar o torque aplicado. 

A deformação por cisalhamento máxima ocorre na superfície do eixo, 
p = c. Como o ângulo de torção é & = 0,6 rad em todo o comprimento de 
1,5 m do eixo, temos então, usando a Equação 5.25 para o comprimento total 
do eixo: 

L = Ymáx( 1,5 m) 


pa 0,6 =" 0,02 m) 


Ymáx = 0,008 rad 
A distribuição cisalhamento-deformação, que sempre varia linearmente, é 
mostrada na Figura 5.43h. Observe que ocorre escoamento do material uma 


vez que Ymax > Yg = 0,0016 rad na Figura 5.434. O raio do núcleo elástico, pg, 
é obtido por proporção. Pela Figura 5.43b, 


PE 0,02 m 
0,0016 0,008 


pe = 0,004 m = 4 mm 





A distribuição cisalhamento-tensão, baseada na distribuição cisalhamento- 
deformação, esquematizada em um segmento de reta radial, é mostrada na 
Figura 5.43c. O torque é obtido por meio da Equação 5.26. Substituindo os 
dados numéricos, temos: 
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TTE e 
so A 
q[75(109) N/m?] 


= e [4(0,02 m)? — (0,004 my?) 


1,25 kN em Resposta 
e 


*5.10 Tensão RESIDUAL 


Quando um eixo é submetido a deformações plásticas por cisalhamento 
provocadas por torção, a remoção do torque acarreta a permanência no eixo 
de parte da tensão de cisalhamento. Tal tensão remanescente é conhecida como 
tensão residual e sua distribuição é calculada por meio dos princípios de 
superposição e de recuperação elástica. 

A recuperação elástica, discutida na Seção 3.4, refere-se ao fato de que, 
quando um material é deformado plasticamente, parte da deformação é 
recuperada quando a carga é removida. Por exemplo, se o material for 
deformado para yı, mostrado como ponto C na curva 7—y da Figura 5.44, a 
retirada provocará tensão de cisalhamento inversa, de forma que o com- 
portamento do material seguirá o segmento de reta CD, o que resultará na 
recuperação elástica parcial da deformação por cisalhamento yı. Essa reta é 
paralela ao segmento inicial da reta AB do diagrama 7—y, de modo que ambas 
as retas têm declive G, como indicado. 

Para ilustrar como a distribuição de tensão residual é determinada em um eixo, 
primeiro vamos considerar que esse cixo esteja submetido a um torque plástico 
Tps- Como explicado na Seção 5.9, T, cria a distribuição cisalhamento-tensão 


e 


Comportamento 
elastoplástico do material 





a 


B 





YE E Yı 
- A recuperação 


elástica máxima é 2% 


Comportamento elástico 
invertido do material 





D 
Figura 5,44 


mostrada na Figura 5.454. Vamos supor que a distribuição seja consegiiência da 
deformação do material yı no limite externo do eixo (Figura 5.44). Além disso, 
yı é suficientemente grande, de modo que podemos admitir que o raio do núcleo 
elástico aproxima-se de zero, ou seja, y >> yg. Se T, for retirado, o material 
tende a recuperar-se elasticamente, seguindo ao longo da reta CD. Como ocorre 
comportamento elástico, podemos sobrepor à distribuição de tensão da Figura 
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an 


E plás 


Torque plástico aplicado que provoca 
deformações plásticas por 
cisalhamento em todo o eixo 


(a) 


T piás 


d 


Trup 
Torque plástico invertido 
que provoca deformações elásticas 
por cisalhamento em todo o eixo 


(b) 


Distribuição cisalhamento-tensão 
residual no eixo 


(e) 


Tp 


Torque elastoplástico aplicado 


EXEMPLO 5,21 


5.45a uma distribuição de tensão linear provocada pela aplicação do torque 
plástico Tps em direção oposta (Figura 5.45b). Nesse caso, a tensão de cisa- 
lhamento máxima, calculada para essa distribuição, é chamada módulo de 
ruptura à torção. Ele é determinado pela fórmula da torção,” que dá: 


o T piás su Tptás€ 
Tu q (m/2)c* 


Usando a Equação 5.27, 


(243) mrec?]c “4 
(De gre 


Trup = 


Observe que a aplicação invertida de T, usando a distribuição linear cisa- 
lhamento-tensão da Figura 5.45b é possível aqui, visto que a recuperação 
máxima para a deformação de cisalhamento elástica é 2 yz, como observado na 
Figura 5.44. Isso corresponde a uma tensão de cisalhamento máxima aplicada 
de 215, que é maior do que a tensão de cisalhamento máxima de 4rp calculada 
anteriormente. Por conseguinte, superpondo as distribuições de tensão que 
envolvem aplicação e remoção de torque plástico, obtemos a distribuição 
residual de cisalhamento-tensão no eixo, como mostrado na Figura 5.45c. 
Observa-se pelo diagrama que a tensão de cisalhamento no centro do eixo, 
mostrada como rx, na realidade deve ser nula, uma vez que o material ao longo 
do eixo não está deformado. A razão para não ser nula é porque supomos que 
todo o material do eixo foi deformado além do ponto de escoamento a fim de 
determinar o torque plástico (Figura 5.454). Para ser mais realista, deve ser 
considerado um torque elastoplástico ao se modelar o comportamento do 
material. Isso leva à superposição da distribuição mostrada na Figura 5.45d. 


Tep 


 Tmáx $ Trup 


Torque elastoplástico invertido Distribuição cisalhamento-tensão 


residual no eixo 


(d) 
Figura 5 .45 





Um tubo feito de liga de latão tem comprimento de 5 pés e área da seção 
transversal mostrada na Figura 5.46a. O material tem um diagrama 7—y 
elastoplástico também mostrado na Figura 5.464. Determinar o torque plástico 
Tptás- Quais são a distribuição cisalhamento-tensão residual e a torção perma- 
nente do tubo que restarão se Tpi: for removido imediatamente após o tubo 
tornar-se totalmente plástico? 


* A fórmula da torção é válida somente quando o material comporta-se de maneira linear-elástica; 
no entanto, o módulo de ruptura é assim denominado porque se supõe que o material comporta- 
se elasticamente e então, de súbito, se rompe ao atingir o limite de proporcionalidade. 
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SOLUÇÃO 


Torque Plástico. O torque plástico T, deforma o tubo de modo que todo o 
material escoa. Aqui a distribuição de tensão aparece como mostrado na Figura 
5.46b. Aplicando a Equação 5.23, temos: 


c= tł pol 


Totás = 27 Y Tgp’ dp = e Talc — cj) Ce=2 pol 
G 
= EF (aço?) Ib/pol)I(2 pol)? — (1 pol] = 175,9 kip -pol Resposta 


Quando o tubo se torna totalmente plástico, o escoamento começa no raio j | 
interno, ou seja, em c; = 1 pol, yg = 0,002 rad (Figura 5.46a). O ângulo de j 
torção que ocorre é determinado pela Equação 5.25, que, para todo o tubo, 
torna-se: 








y (rad) 


0,002 


L _ (0,002)(5 pés)(12 pol/pé) 
Po (1 pol) 


T, é então removido ou na verdade reaplicado na direção oposta; a 
distribuição cisalhamento-tensão linear ‘fictícia’ mostrada na Figura 5.46c deve 
ser sobreposta à mostrada na Figura 5.46b. Na Figura 5.46c, a tensão de 
cisalhamento máxima ou o módulo de ruptura são calculados pela fórmula da 
torção. 





dp = = 0,120 rad 5 





Torque plástico aplicado 











Toez __(175.9 kip - pol)(2 pol) = f 
Tu= T (mC po- (1 pop] = 149ksi Ty 
Além disso, a tensão de cisalhamento na parede interna do tubo é: 
(c) 
a (1 pol 
T; = (14,93 ksi) 2 pol = 7,47 ksi / 
Trup = 14,93 ksi 


Pela Figura 5.46a, G = 75/yz = 12 ksi/(0,002 rad) = 6.000 ksi, de modo 


que o ângulo de torção correspondente ø, após a remoção de T, é, então: orgue plástico mvertido 


,_T,L (175,9 kip- pol)(5 pés)(12 pol/pé) 
=G (m/)I(2 pol)* — (1 pol)*]6.000 kip/po 





= 0,0747 rad } 


A distribuição cisalhamento-tensão residual resultante é, portanto, a mos- 
trada na Figura 5.46d. A rotação permanente do tubo após a remoção de Té; 





(+ & = 0,120 — 0,0747 = 0,0453 rad ï Resposta Distribuição cisalhamento-tensão residual 
Figura 5.46 





PROBLEMAS 


5.111. O eixo de aço é feito de dois segmentos AB e BC, 
unidos por um filete de solda com raio de 2,8 mm. Determinar 
a tensão de cisalhamento máxima desenvolvida no eixo. 








Problema 5.111 
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*5112. O eixo é usado para transmitir 9 hp girando a 600 
rpm. Determinar a tensão de cisalhamento máxima neste 
desenvolvida. Os segmentos estão unidos por um filete de 
solda com raio de 0,15 pol. 


1,25 pol 
1 pol 






Problema 5.112 


5.113. Os elementos estão unidos por um filete de solda de 
raio r = 4 mm. Determinar a tensão de cisalhamento máxima 
no eixo se T=10N-m. 


50 mm 


20 mm 20 mm 





Problema 5.113 


5.114. O conjunto está sujeito a um torque de 710 Ib - pol. 
Se a tensão de cisalhamento admissível para o material for 
Taam = 12 ksi, determinar o raio do filete de menor tamanho 
que pode ser usado para transmitir o torque. 


0,75 pol 


A 710 Ib:pol 





“710 Ibepés 


Problema 5.114 


5.115. O aço usado no eixo tem tensão de cisalhamento 
admissível de Taam = 8 MPa. Supondo que os elementos 
estejam unidos por um filete de solda de raio r = 2,25 mm, 
determinar o torque máximo T que pode ser aplicado. 


30 mm 


30 mm 


15 mm 





T 
2 


tops 


Problema 5.115 


*5,116. Um eixo sólido é submetido ao torque T, que 
provoca o escoamento do material. Supondo que o matcrial 
seja elástico perfeitamente plástico, mostrar que o torque 
pode ser expresso, em termos do ângulo de torção & do eixo, 
como T = $Te(1 — Pk/4p'), onde Tr e pr são O torque e o 
ângulo de torção quando o material começa a escoar. 


5.117. O conjunto está sujeito a um torque de 1.800 lb - pol. 
Supondo que a tensão de cisalhamento admissível para o 
material seja Taam = 12 ksi, determinar o raio do menor filete 
de solda que pode ser usado para transmitir o torque. 


2 pol 







1.800 Ibspol 1 pol, 


1.800 Ib-pol 


Problema 5.117 


5.118. Uma barra com seção transversal circular de 3 pol 
de diâmetro está submetida a um torque de 100 kip - pol. 
Supondo que o material seja elástico perfeitamente plástico, 
com Tg = 16 ksi, determinar o raio do núcleo elástico. 


5.119. Um eixo maciço com diâmetro de 2 pol é feito de 
material elástico perfeitamente plástico com limite de 
escoamento TE = 16 ksi e módulo de elasticidade ao cisalha- 
mento G = 12(10º) ksi. Determinar o torque requerido para 
desenvolver um núcleo elástico no eixo com diâmetro de 1 
pol. Além disso, qual é o torque plástico? 


*5,120. O tubo de 2 m de comprimento com as dimensões 
mostradas é feito de material elástico perfeitamente plástico. 
Determinar o torque aplicado T, que submete o material da 
borda externa a uma deformação por cisalhamento de 
Ynáx = 0,008 rad. Qual será o ângulo de torção permanente 
do tubo quando o torque for removido? Desenhar a dis- 
tribuição de tensão residual no tubo. 


45 mm 





Ao y (rad) 


0,003 


Problema 5.120 


5.121, Determinar o torque necessário para torcer um 
arame de aço curto de 3 mm de diâmetro algumas voltas, 
supondo que ele seja feito de um aço considerado elástico 
perfeitamente plástico e com limite de escoamento rp = 80 
MPa. Suponha que o material torne-se totalmente plástico. 


5.122. Um eixo maciço tem diâmetro de 40 mm e compri- 
mento de 1 m. É feito de material elástico perfeitamente 
plástico com limite de escoamento Tg = 100 MPa. Determinar 
o torque elástico máximo Tç e o ângulo de torção corres- 
pondente. Qual é o ângulo de torção se o torque for 
aumentado para T = 1,276? G = 80 GPa. 


5.123. O eixo em degrau está submetido a um torque T que 
produz escoamento na superfície do segmento de diâmetro 
maior. Determinar o raio do núcleo elástico produzido no 
segmento de menor diâmetro. Desprezar a concentração de 
tensão no filete. 


T 60 mm 


55 mm 





Problema 5.123 


*5.124. O eixo é feito de material sujeito a endurecimento 
por deformação (encruamento) com o diagrama 7—y mos- 
trado. Determinar o torque T que deve ser aplicado ao eixo 
a fim de criar um núcleo elástico com raio p = 0,5 pol. 





y (rad) 


0,005 0,01 
Problema 5.124 


5.125. O diagrama tensão de cisalhamento-deformação 
para um eixo maciço de diâmetro de 50 mm pode ser 
aproximado como mostra a figura. Determinar o torque 
requerido para provocar uma tensão de cisalhamento 
máxima de 125 MPa no cixo. Se o eixo tiver 3 m de 
comprimento, qual será o ângulo de torção correspondente? 


7 (MPa) 
125 
s0-— 
d 
0,0025 ooro 1) 


Problema 5.125 
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5.126. O tubo de 2 m de comprimento é feito de material 
elástico perfeitamente plástico como mostrado. Determinar o 
torque aplicado T que submete o material da borda externa a 
uma deformação por cisalhamento de Ymax = 0,006 rad. Qual 
será o ângulo de torção permanente quando o torque for 
retirado? Desenhar a distribuição de tensão residual no tubo. 


T (MPa) 
210 


a y(rad) 


0,003 
Problema 5.126 


5.127. O eixo maciço é feito de material elástico per- 
feitamente plástico como mostrado. Determinar o torque T 
necessário para formar um núcleo elástico no eixo com raio 
de pg = 20 mm. Se o eixo tiver 3 m de comprimento, que 
ângulo uma extremidade girará em relação à outra? De- 
terminar a distribuição de tensão residual no eixo e o ângulo 
de torção permanente quando o torque for removido. 


80 mm 





a T 
É 
T(MPa) 
160 
0,004 r (rad) 


Problema 5.127 


*5.128. O eixo consiste em duas seções rigidamente aco- 
pladas. Se o material for elástico perfeitamente plástico como 
mostrado, determinar o maior torque T que pode ser aplicado 
ao eixo. Desenhar também a distribuição cisalhamento- 
tensão sobre uma reta radial de cada seção. Desprezar o 
efeito da concentração de tensão. 


1,25 pol 





T(ksi) 
10— 


— y(rad) 


0,002 
Problema 5.128 
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5.129. O eixo é feito de material elástico perfeitamente 
plástico como mostrado. Construir o gráfico da distribuição 
cisalhamento-tensão que atuará ao longo de uma reta radial 
se o eixo for submetido a um torque T = 2 kN - m. Qual é a 
distribuição de tensão residual no eixo quando o torque é 
removido? 





20 mm” 


T(MPa) 


150 7] 
3 y(rad) 


0,001875 
Problema 5.129 


5.130. O eixo é feito de material elástico perfeitamente 
plástico como mostrado. Determinar o torque que ele poderá 
transmitir se o ângulo de torção admissível for 0,375 rad. 
Determinar também o ângulo de torção permanente quando 
o torque é retirado. O eixo tem 2 m de comprimento. 





y(rad) 


0,001875 
Problema 5.130 


e SDS 


5.131. O diagrama tensão de cisalhamento-deformação de 
um eixo maciço de 50 mm de diâmetro pode ser aproximado 
como mostra a figura. Determinar o torque requerido T que 
provoque uma tensão de cisalhamento máxima de 125 MPa. 
Se o comprimento do eixo for 1,5 m, qual será o ângulo de 
torção correspondente? 





(6H 
T = 
T(MPa) 
125 
50 | 
AA 
ad 
ooz 0010 1020) 


Problema 5.131 


*5,132. Um torque é aplicado a um eixo de raio r. Supondo 
que o material tenha uma relação tensão-deformação de 
q=ky'º,onde K seja constante, determinar a máxima tensão 
de cisalhamento no eixo. a 





Problema 5.132 


É PROBLEMAS DE REVISÃO | 


5.133. O eixo de aço inoxidável 304 tem 3 m de com- 
primento e diâmetro externo de 60 mm. Quando gira a 
60 rad/s, transmite 30 kW de potência do motor E para o 
gerador G. Determinar a menor espessura do eixo se a tensão 
de cisalhamento admissível é Taam = 150 MPa e o eixo está 
impedido de torcer mais que 0,08 rad. 


5.134. O eixo de aço inoxidável 304 tem 3 m de com- 
primento e diâmetro externo de 50 mm. Requer-se que 
transmita 40 kW de potência do motor E para o gerador G. 
Determinar a menor velocidade angular que ele pode ter se 
estiver impedido de torcer mais que 1,5º. 





Problema 5.133 


Problema 5.134 


5.135. Supondo que o eixo maciço AB, ao qual está 
acoplado o volante da válvula, seja feito de latão C83400 e 
tenha diâmetro de 10 mm, determinar o binário F máximo 
que pode ser aplicado ao volante imediatamente antes que 
o material comece a falhar. Assumir Tagan = 40 MPa. Qual é 
o ângulo de torção do volante? O eixo está preso em A. 





150 mm 
h 


Problema 5.135 


*5.136. Supondo que o eixo maciço AB, ao qual está 
acoplado o volante da válvula, seja feito de latão C83400, 
determinar o menor diâmetro do volante de modo que o 
ângulo de torção não exceda 0,5º e a tensão de cisalhamento 
não exceda 40 MPa quando F= 25 N. 





150 mm 


Problema 5.136 


5.137. O eixo e volante rotativos são parados subitamente 
em D quando o mancal engripa, o que provoca oscilação nos 
sentidos horário e anti-horário no volante, de modo que o 
ponto A na borda externa do volante desloca-se de um arco 
de 10 mm. Determinar a tensão de cisalhamento máxima 
desenvolvida no eixo tubular de aço inoxidável 304 devido à 
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oscilação. O eixo tem diâmetro interno de 25 mm e diâmetro 
externo de 35 mm. Os mancais em B e C lhe permitem girar 
livremente. 





Problema 5.137 


5.138. O eixo de 60 mm gira a 300 rev/min. O movimento 
é provocado pelas tensões desiguais de 800 N e 450 N na 
polia, Determinar a potência transmitida e a tensão de cisa- 
lhamento máxima desenvolvida no eixo. 





800 N 
Problema 5.138 


*5.139. O motor A desenvolve um torque de 500 Ib - pés 
na engrenagem B, aplicado ao longo da linha de centro do 
eixo de aço A-36 CD, que tem 2 pol de diâmetro. Esse torque 
deve scr transmitido aos pinhões em E e F. Se as engrenagens 
estiverem temporariamente fixas, qual será a tensão de cisa- 
lhamento máxima nos segmentos CB e BD do eixo? Além 
disso, qual será o ângulo de torção de cada um dos seg- 
mentos? Os mancais em C e D exercem apenas forças de 
reação no eixo. 








Problema 5,139 


198 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


5.140, O acoplamento consiste de dois discos presos a eixos 
separados, cada um com diâmetro de 25 mm. Os eixos são 
apoiados em mancais que permitem rotação livre. A fim de 
limitar o torque T transmitido, usa-se um “pino de cisa- 
lhamento” P para acoplar os discos. Supondo que o pino 
suporte uma força cortante média de 550 N antes de falhar, 
determinar o torque constante máximo T que pode ser trans- 
mitido de um eixo para o outro. Além disso, qual é a tensão 
de cisalhamento máxima em cada cixo quando o “pino de 
cisalhamento” está na iminência de falhar? 


25 mm Mr 





Problema 5.140 


E 


5.141. O tubo de alumínio tem espessura de 5 mm e as 
dimensões da seção transversal externa mostradas. Deter- 
minar a tensão de cisalhamento média máxima nele de- 
senvolvida. Se o tubo tiver comprimento de 5 m, qual será o 
ângulo de torção? Ga; = 28 GPa. 





Problema 5.141 





6 FLEXÃO 





OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Vigas e eixos são elementos estruturais e mecânicos 
importantes na engenharia. Neste capítulo, determi- 
naremos os esforços provocados por flexão nesses 
elementos. O capítulo começa com uma discussão sobre 
como estabelecer os diagramas de força cortante e 
momento fletor para uma viga ou eixo. Como os de 
força normal e torque, os diagramas de força cortante 
e momento fletor constituem meios úteis para se 
determinar o maior cisalhamento e momento fletor no 
elemento e especificam onde seus valores máximos 
ocorrem. Uma vez determinado o momento interno 
em uma seção, podemos calcular o esforço de flexão. 
Consideraremos primeiro elementos retos, de seção 
transversal simétrica e feitos de material homogêneo 
linear-elástico. Discutiremos depois casos especiais 
envolvendo flexão assimétrica e elementos feitos de 
materiais compostos (ou compósitos). Serão também 
considerados elementos curvos, concentrações de ten- 
são, flexão inelástica e esforços residuais. 


60.1 DIAGRAMAS DE FORÇA CORTANTE 





As vigas são membros estruturais importantes usados na cons- 
(CISALHAMENTO) E MOMENTO trução de edifícios. Seu projeto, em geral, baseia-se em sua 
FLETOR capacidade de resistir ao esforço de flexão, assunto deste capítulo. 


Elementos estreitos que suportam cargas aplicadas perpendicularmente 
ao seu eixo longitudinal são chamados vigas. Em geral, as vigas são barras 
compridas e retas com área da seção transversal constante. Elas são classificadas 
conforme seus apoios. Por exemplo, uma viga simplesmente apoiada tem um 
apoio fixo em uma extremidade c está apoiada em roletes (apoio móvel) na 
outra (Figura 6.1), uma viga em balanço é engastada em uma extremidade e 
livre na outra; uma viga apoiada com extremidade em balanço tem uma ou 
ambas as extremidades em balanço. Certamente as vigas são consideradas o 
mais importante de todos os elementos estruturais. Os exemplos incluem 
elementos usados para apoiar os pisos dos edifícios, o tabuleiro de uma ponte 
ou a asa de um avião. Além disso, o eixo de um automóvel, a lança de um 
guindaste e mesmo muitos dos ossos humanos atuam como vigas. 

Devido às cargas aplicadas, as vigas desenvolvem força cortante (ci- 


salhante) interna e momento fletor que, em geral, variam de ponto para ponto 


ao longo do eixo da viga. A fim de projetar a viga adequadamente é necessário 
primeiro determinar o cisalhamento e o momento máximos na viga. Um modo 
de fazer isso é expressar Ve M como funções de uma posição arbitrária x ao 








ESSO. 


Viga simplesmente apoiada 


Á 


Viga em balanço 

















Viga apoiada com extremidade em balanço 


Figura 6.1 
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> 











Figura 6.2 


dlii 


Cisalhamento interno positivo 










Momento interno positivo 


Convenção de sinal de viga 


Figura 6.3 


Pontos IMPORTANTES 


longo do eixo da viga. Essas funções de cisalhamento e momento são então 
aplicadas e representadas por gráficos denominados diagramas de força 
cortante e momento fletor. Os valores máximos de V e M são então obtidos 
a partir desses gráficos. Além disso, como os diagramas de força cortante e 
momento fornecem informações detalhadas sobre a variação do cisalhamento 
e do momento fletor ao longo do eixo da viga, são usados frequentemente 
pelos engenheiros para decidir onde colocar materiais de reforço na viga 
ou como definir as dimensões desta em vários pontos ao longo de seu com- 
primento. 

Na Seção 1.2, usamos o método das seções para determinar a carga interna 
em um ponto específico do elemento. Entretanto, se tivermos de determinar V 
e M internos como funções de x ao longo da viga, será preciso localizar o corte 
imaginário a uma distância arbitrária x da extremidade da viga e definir Ve M 
em termos de x. Nesse sentido, a escolha da origem e a direção positiva para 
qualquer x selecionado é arbitrária. É mais comum, porém, localizar a origem 
na extremidade esquerda da viga e a direção positiva da esquerda para a direita. 

Em geral, as funções de cisalhamento interno e momento fletor obtidas 
em função de x são descontínuas ou seu declive é descontínuo nos pontos em 
que a carga distribuída muda ou onde estão aplicadas forças concentradas ou 
conjugados. Por essa razão, tais funções devem ser determinadas para cada 
região da viga localizada entre quaisquer duas descontinuidades da carga. Por 
exemplo, as coordenadas x1, x2 e xs têm de ser usadas para descrever a variação 
de Ve M em todo o comprimento da viga da Figura 6.2. Essas coordenadas 
são válidas apenas nas regiões de A a B, no caso de x,, de B a C no caso de x, 
e de C a D no caso de x3. 


Convenção de Sinal de Viga. Antes de apresentar um método para 
determinar o cisalhamento e o momento fletor como funções de x e depois 
relacionar as funções (diagramas de força cortante e de momento fletor), é 
necessário estabelecer uma convenção de sinal para definir a força cortante 
interna ‘negativa’ e ‘positiva’ e o momento fletor. Apesar de a escolha da con- 
venção de sinal ser arbitrária, usaremos a convenção geralmente adotada na 
prática da engenharia e mostrada na Figura 6.3. As direções positivas são as 
seguintes: a carga distribuída atua sobre a viga no sentido de cima para baixo; 
a força cortante interna provoca rotação no sentido horário do segmento de 
viga sobre o qual atua; e o momento interno provoca compressão nas fibras 
superiores do segmento tal que flete o segmento de modo que ele retém água. 
As cargas opostas a essas direções são consideradas negativas. 


e Vigas são elementos retos compridos que suportam carga perpendicular ao seu eixo longitudinal. São classifi- 
cadas de acordo com a maneira como são apoiadas: por exemplo, simplesmente apoiada, em balanço ou 
apoiada com extremidade em balanço. 


e Para projetar adequadamente a viga, é importante conhecer a variação do cisalhamento e do momento fletor 
ao longo de seu eixo, a fim de determinar os pontos em que esses valores são máximos. 


e Estabelecendo uma convenção de sinal para cisalhamento e momento fletor positivos, o cisalhamento e o mo- 
mento fletor na viga são determinados em função de sua posição x e esses valores relacionados para formar os 
diagramas de força cortante e momento fletor. 
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PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Os diagramas de força cortante e momento fletor de uma viga são construídos por meio do seguinte procedi- 
mento. 


Reações de Apoio. 


e Determinar todas as forças reativas e conjugados que atuam sobre a viga e desdobrar em componentes todas 
as forças que atuam perpendicularmente e paralela ao eixo da viga. 


Funções de Cisalhamento e Momento Fletor. 


e Especificar coordenadas separadas x com origem na extremidade esquerda da viga e compreendidas nas 
regiões entre forças concentradas e /ou conjugados ou onde não haja descontinuidade da carga distribuída. 


Secionar a viga perpendicular a seu eixo a cada distância x e desenhar o diagrama de corpo livre de um dos 
segmentos. Certificar-se de que V e M sejam mostrados atuando no sentido positivo, de acordo com a con- 
venção de sinal mostrada na Figura 6.3. 


A força cortante é obtida somando as forças perpendiculares ao eixo da viga. 
e O momento é obtido somando os momentos em torno da extremidade secionada do segmento. 
Diagramas de Força Cortante e Momento Fletor. 


e Esquematizar o diagrama de força cortante (V versus x) e o diagrama de momento fletor (M versus x). Se os 
valores numéricos das funções que descrevem V e M forem positivos, serão desenhados acima do eixo x, ao 
passo que os valores negativos serão desenhados abaixo do eixo. 


Em geral, é conveniente mostrar os diagramas de força cortante e momento fletor diretamente abaixo do dia- 
grama de corpo livre da viga. 





Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 
da viga mostrada na Figura 6.44. 








(b) 
SOLUÇÃO 
Reações de Apoio. As reações de apoio foram determinadas na Figura 6.4d. 


Funções de Cisalhamento e Momento Fletor. A viga foi secionada a uma 
distância arbitrária x do apoio A, estendendo-se pela região AB; o diagrama fe 
de corpo livre do segmento esquerdo é mostrado na Figura 6.4b. As incógnitas | Jom 
V e M são indicadas atuando no sentido positivo na face direita do segmento | | 

E 

2 








de acordo com a convenção de sinal estabelecida. Aplicando as equações de 
equilíbrio, temos: 


1 EF, = 0; V= (1) (e) 


v n| 


(EM = 0; M = >x (2) Figura 6.4 


N 


O diagrama de corpo livre do segmento esquerdo da viga, o qual se estende 
por uma distância x na região BC, é mostrado na Figura 6.4c. Como sempre, 
V e M são mostrados atuando no sentido positivo. Então: 
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P 


4 


= toy — 
nji =p 











(d) 
Figura 6.4 








+Î EF, =0; Ž-pP-V=0 

v=- (3) 
(ESM = 0; M+ pls L) yso 

M=S(L-5) (4) 


O diagrama de cisalhamento (ou força cortante) representa esquema- 
ticamente as equações 1 e 3; o diagrama de momento representa esque- 
maticamente as equações 2 e 4 (Figura 6.4d). Essas equações podem ser 
verificadas em parte, como se observa que dV /dx = —w e dM [dx = V em cada 


caso. (Essas relações serão desenvolvidas na próxima seção como equações 6.1 
e 6.2.) 











EXEMPLO 6.2 
Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 
da viga mostrada na Figura 6.54. 
M 
My ” | 
A Vi | Cc |- x -—-| v 
| Mo 
l i | L e] L 
(a) (b) 
SOLUÇÃO 
$ —— Mo Reações de Apoio. As reações de apoio foram determinadas na Figura 6.5d. 
M ç P P 





(c) 


Mo 


x 








(d) 
Figura 6,5 


Funções de Cisalhamento e Momento Fletor. Este problema é semelhante 
ao exemplo anterior; porém, devem ser usadas duas coordenadas x para 
expressar o cisalhamento e o momento na viga em todo o seu comprimento. 
Para o segmento da região AB (Figura 6.5b), temos: 


M 
+1 EF, = 0; Vazen 
(IM=0; M = Fo, 


E, para o segmento da região BC (Figura 6.5c), temos: 


| +25, = 0; v=-—Mo 
L 
(EM = 0; M = Mo — Sb 
m=i) 
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Diagramas de Força Cortante e Momento Fletor. Quando as funções 
anteriores são desenhadas, são obtidos os diagramas de força cortante e 
momento mostrados na Figura 6.5d. Nesse caso, observe que o cisalhamento é 
constante em todo o comprimento da viga; ou seja, não é afetado pelo 
conjugado Mo que atua no centro da viga. Da mesma maneira que uma força 
cria um salto no diagrama de força cortante (Exemplo 6.1), o conjugado cria 


um salto no diagrama de momento. 


on 


Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 
da viga mostrada na Figura 6.64. 


SOLUÇÃO 


Reações de Apoio. As reações de apoio foram calculadas na Figura 6.6c. 








Funções de Cisalhamento e Momento Fletor. O diagrama de corpo livre 

do segmento esquerdo da viga é mostrado na Figura 6.6b. A carga nele (a) 
distribuída é representada pela sua força resultante somente depois que o 

segmento for isolado como um diagrama de corpo livre. Como o segmento tem 

comprimento x, a grandeza da força resultante é wx. Essa força atua através do 

centróide da área que compreende a carga distribuída a uma distância x/2 da 

extremidade direita. Aplicando as duas equações de equilíbrio, temos: 





ei id ER q x 
+1 IF, = 0; wx- V=0 pes 
| o M 
v=w{ž-x] (1) A | 
sai + 

ps E ai wL\ x = uE 

(EM = 0; [ x + oo(E) + Mm 0 TO o 
M= a= (2) 


Esses resultados de V e M poderão ser comprovados caso se observe que 
dV /dx =—w. O valor de fato é correto, visto que w positivo atua de cima para DR E DP e 
baixo. Observe também que dM/dx = V. | W W RR | | | | | | | | 


DENAR E ut 
2 


Diagramas de Força Cortante e Momento Fletor. Os diagramas de força ut 
cortante e momento mostrados na Figura 6.6c são obtidos esquematizando-se 











graficamente as equações 1 e 2. O ponto de cisalhamento nulo é encontrado 
pela Equação 1: pL 
L r 
V=wo —x|=0 | 
o 2 +) — p= ad 
L | 2 
+= 5 M j 
2 Max = eE 
Pelo diagrama de momento fletor, esse valor de x representa o ponto da 
viga em que ocorre o momento máximo, visto que, pela Equação 6.2, o declive ; 
V = 0 = dM/dx. Pela Equação 2, temos: kc] 
Pi (c) 
Maa = elz) (5]] 
2 2 2 Figura 6.6 
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EXEMPLO 6.4 





Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 
da viga mostrada na Figura 6.74. 








WE a ghen | Reações de Apoio. A carga distribuída é substituída pela sua força resultante, 
| eas reações foram determinadas como mostrado na Figura 6.7b. 


wol? = - Funções de Cisalhamento e Momento Fletor. O diagrama de corpo livre 
3 ` de um segmento da viga de comprimento x é mostrado na Figura 6.7c. Observe 




















A que a intensidade da carga triangular na seção é obtida por proporção, ou seja, 
RR w/x = wo/L ou w = wox/L. Conhecendo-se a intensidade da carga, a resultante 
É SE Ea da carga distribuída é determinada pela área sob o diagrama (Figura 6.7c). 
E a ) Assim, 
=)" 
L  1/wox 
Al à , IF, = 0; Zo (2) V=0 
A a% 3. 
E Wo y2 2 
(e) V=>D(Lº— 
SiS a) (1) 
A 2 
wol a já À WSM = 0; Molz: WoL ey) + L(x) x (2a) M=0 
E aii | 3 2 2\ L 3 
EREL ERERA i x 
f M = LI + 3x — x) (2) 
wol? 6L 
e y 
wol Esses resultados podem ser verificados aplicando-se as equações 6.1 e 6.2, 
2 isto é: 
s = -AV _ Wo po = WX 
w d 2L (0 — 2x) L OK 
M 
` dM _ wo 2 a Wosr2_ 2 
=>" =2( 04 = = 0(72 — K 
e SE 6L, 0 + 3L- 3x9) JA x^) O 
á (3 Diagramas de Força Cortante e Momento Fletor. Os gráficos das equa- 
Figura 6.7 ções 1 e 2 são mostrados na Figura 6.7d. 
g 





EXEMPLO 6.5 





Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 
da viga mostrada na Figura 6.8a. 


6 kip/pé 








+ 18 pés | 
(a) 


Figura 6.8 
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SOLUÇÃO 


Reações de Apoio. A carga distribuída é dividida em cargas componentes 
triangular e retangular, e essas cargas são então substituídas por suas forças 
resultantes. As reações foram determinadas como mostrado no diagrama de 
corpo livre da viga (Figura 6.8h). 
36 kip 36 kip 


. “ «a H R, 
Funções de Cisalhamento e Momento Fletor. O diagrama de corpo livre ER cce O EN | ja kipipé 


do segmento esquerdo é mostrado na Figura 6.8c. Como anteriormente, a carga | {12 kip/pé 
trapezoidal é substituída por distribuições retangular e triangular. Observe que À as | 
pés — | 





a intensidade da carga triangular na seção é encontrada por proporção. A força 
resultante e a localização de cada carga distribuída também são mostradas. 18 pés — 
Aplicando as equações de equilíbrio, temos: ia ein 








x 
18 pés 





+12F,=0; 30 kip — (2 kip/pé)x — la kip/pe De —V=0 Halah 


ar 
i 
i: 


po i ialis) kié 
V= [30 =D £) kip (1) í amag TH 2 kip/pé 
9 y M 


dr 
-30 kip(x) + (2 kip/pé) dE) + 54 kip mof Tp 7 ) x (z) +M=0 a 


errr] 


7 

talk 

ota, Fo 
wa 


(FEM = 0; 





6 kip/pé 











3; 
M= (30x -x — z) kip - pés 2 E az i 
Podemos comprovar a equação 2 se observarmos que dM /dx = V, isto é, a ea 
a Equação 1. Além disso, w = —dV/dx = 2 + &x. Essa equação comprova-se, 30 
visto que, quando x = 0, w = 2 kip/pé e, quando x = 18 pés, w = 6 kip/pé i 
(Figura 6.84). (e jeee 


-42 


Diagramas de Força Cortante e Momento Fletor. As equações 1 e 2 estão Míkippés) Mae 163 kippés 


esquemalizadas graficamente na Figura 6.8d. Como o ponto de momento 
máximo ocorre quando dM /dx = V = 0, então, pela Equação 1: 











x? x (pés) 
V=0=30-2x 9 (d) 
Figura 6.8 
Escolhendo a raiz positiva: 6 
x = 9,735 pés 
Assim, pela equação 2: 
= IS 
Max = 30(9,735) — (9,735)* — o 


= 163 kip - pés 


TT 


Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 
da viga mostrada na Figura 6.94. 
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15 kN 
80 kN-m 





ISkN 


bruma) 


5 kN/m 
80 kNm 





ic 


34,25 KN 


x(m) 





MIKNem) 


-34.25 





108.75 








(d) 


Figura 6,0 





15KN 5(x,-5) 


5 kN/m 
80 kN.m 80 kN-m | | 


fa Jv am EE 
2 2 


(b) 5,75 KN 




















SOLUÇÃO 


Reações de Apoio. As reações nos apoios foram determinadas e estão 
mostradas no diagrama de corpo livre da viga (Figura 6.9d). 


Funções de Cisalhamento e Momento Fletor. Como há descontinuidade 
da carga distribuída e também carga concentrada no centro da viga, devemos 
considerar duas regiões de x a fim de descrever as funções de cisalhamento e 
momento fletor para toda a viga. 


0 = xı < 5 m (Figura 6.9b): 


+î XF, = 0; 575kN-V=0 
V = 5,75 KN (1) 
(EM = 0; —80 KN :m — 5,75 KN xı +M = 0 
M = (5,75x, + 80) kN :m (2) 
5m <x £10 m (Figura 6.9c): 
+1 F, =0; 5,75 kN — 15 kN — 5 kN/m@&2 -5m)- V =0 
V = (15,75 — 5x2) kN (3) 
ITEM =0; —80 kN - m — 5,75 KN x + 15 EN(x, — 5 m) 
x —5m 
+ 5 kN/m(x, — 5 (252) +M=0 
M = (25x, + 15,75x, + 92,5) EN :m (4) 
Podemos verificar esses resultados parcialmente aplicando w = —dV/dx 


e V = dM/dx. Além disso, quando x, = 0, as equações 1 e 2 dão V = 5,75 KN 
e M = 80 kN - m; quando x, = 10 m, as equações 3 e 4 dão V = —34,25 kN e 
M = 0. Esses valores são verificados com as reações de apoio mostradas no 
diagrama de corpo livre (Figura 6.9d). 


Diagramas de Força Cortante e Momento Fletor. 
estão esquematizadas graficamente na Figura 6.9d. 


As equações de 1 a 4 





6.2 MÉTODO GRÁFICO PARA CONSTRUIR OS 
DIAGRAMAS DE FORÇA CORTANTE (CISALHAMENTO) 
E MOMENTO ELETOR 


Nos casos em que a viga esteja sujeita a várias cargas diferentes, determinar 
Ve M como funções de x e depois esquematizar graficamente essas equações 
é cansativo. Nesta seção discutimos um método mais simples para construir os 
diagramas de força cortante e momento — um método baseado em duas 
relações infinitesimais que existem entre carga distribuída, cisalhamento e 
momento. 


Regiões de Carga Distribuída. Com o objetivo de generalizar, consideremos 
a viga mostrada na Figura 6.104, submetida a um carregamento arbitrário. O 
diagrama de corpo livre de um pequeno segmento Ax da viga é mostrado na 
Figura 6.10b. Uma vez que esse segmento foi escolhido em uma posição x onde 
não há carga concentrada ou conjugado, os resultados a serem obtidos não se 
aplicarão aos pontos de carga concentrada. 

Observe que todas as cargas mostradas no segmento atuam na direção 
positiva de acordo com a convenção de sinal estabelecida (Figura 6.3). Além 
disso, tanto a força cortante resultante interna quanto o momento interno que 
atuam sobre a face direita do segmento devem sofrer uma pequena alteração 
finita, a fim de se manter o segmento em equilíbrio. A carga distribuída foi 
substituída pela força resultante w(x) Ax que atua a uma distância fracionária 
K(Ax) a partir da extremidade direita, onde 0 < k < 1 [por exemplo, se w(x) for 
uniforme, k = 5]. Aplicando as duas equações de equilíbrio ao segmento, temos: 


WAX 


w (x) 
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Como se vê, a falha da mesa ocorreu 
no braço de apoio do lado direito. O 
diagrama de momento fletor da carga 
da mesa indicaria que esse era o ponto 
de momento interno máximo. 





w(x) 











M | | > i 
my Ax Diagrama de corpo 


livre do segmento Ax 


E Figura 6.10 


+ EF, = 0; V — w(x) Ax — (V + AV) = 0 
AV = —w(x) Ax 
(t EMo = 0; -V Ax — M + w(x) Ax[k(Ax)] + (M + AM) = 0 


AM = V Ax — w(x) k(x} 
Dividindo-se por Ax e calculando-se o limite quando Ax — 0, as duas 
equações anteriores tornam-se: 


p S eannan amo a 








dV 
ES =w(x) 
| declive do = —intensidade (6.1) 
| diagrama de cisalhamento da carga distribuída 
em cada ponto em cada ponto | 
dM 
aa V 
declive do = cisalhamento (6.2) 
diagrama de momento em cada 


em cada ponto ponto 











Area da seção 
transversal do segmento 
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Ww = WA) A 
/ v, 


mii 















(c) 


is 





(d) 


(e) 





i) 





Figura 6.41 


=< 


M M + AM 


AA VÍAv 
(a) 





ax V+ AV 


b) 
Figura 6.12 





M+AM 


As duas equações oferecem um meio conveniente para obter rapidamente 
os diagramas de força cortante e momento de uma viga. A Equação 6.1 diz 
que, em determinado ponto do diagrama de força cortante, o declive é igual à 
intensidade negativa da carga distribuída. Consideremos, por exemplo, a viga 
da Figura 6.11a. A carga distribuída é positiva e aumenta de zero até wp. 
Portanto, o diagrama de força cortante será uma curva com declive negativo, 
aumentando de zero a — wa. Os declives específicos w4 = 0, —we, —Wwp € — WB 
são mostrados na Figura 6.11b. 

De maneira similar, a Equação 6.2 diz que em determinado ponto o declive 
do diagrama de momento é igual à força cortante. Observe que o diagrama de 
força cortante da Figura 6.11b começa em +V4, decresce para zero, torna-se 
negativo e decresce para -Vp. O diagrama de momento terá então um declive 
inicial de +VA, que decresce para zero; assim, o declive torna-se negativo e 
decresce para — Va. Os declives específicos V4, Vc, Vp, 0 e — Vg são mostrados 
na Figura 6.11c. 

As equações 6.1 e 6.2 também podem ser reescritas sob a forma dV = 
—w(x)dx e dM = Vdx. Observando que w(x)dx e V dx representam áreas 
infinitesimais sob a carga distribuída e o diagrama de força cortante, res- 
pectivamente, podemos integrar as áreas entre quaisquer dois pontos C e D da 
viga (Figura 6.1 1d) e escrever: 





m — ] 


AV = -fwo dx 


—área sob a (6.3) 
carga distribuída | 


mudança de = 
força cortante 





AM = j: V(x) dx 


mudança de = área sob o diagrama (6.4) 
momento de força cortante 








A Equação 6.3 diz que a mudança de força cortante entre os pontos C e 
D é igual à área (negativa) sob a curva da carga distribuída entre esses dois 
pontos (Figura 6.114). De modo semelhante, pela Equação 6.4, a mudança de 
momento entre C e D (Figura 6.11f) é igual à área sob o diagrama de força 
cortante na região de Ca D. 

Como dissemos antes, as equações anteriores não se aplicam em pontos 
onde atuam força concentrada ou conjugados. 


Regiões de Força Concentrada e Momento Fletor. O diagrama de corpo 
livre do pequeno segmento mostrado na Figura 6.104, visualizado sob uma das 
forças, aparece na Figura 6.124. Pode-se observar que é necessário equilíbrio 
de forças. 


+1 F, = 0; V-F-(V+4V)=0 


AV = -F (6.5) 

Assim, quando F atua de cima para baixo sobre a viga, AV é negativo de 

modo que a força cortante ‘salta? para baixo. Da mesma maneira, se F atua 
para cima, o ‘salto’ (AV) será para cima. 


Pela Figura 6.12b, o equilíbrio de momento requer que a mudança de 
momento seja: 


(+ Mo = 0; 





M+AM -My—VaAx-—-M=0 


Fazendo Ax — 0, temos: 
AM = Mo (6.6) 


Nesse caso, se Mo for aplicado no sentido horário, AM será positivo, de 
modo que o diagrama de momento ‘saltará’ para cima. De maneira semelhante 
quando Mo atuar no sentido anti-horário, o ‘salto’ (AM) será para baixo. 

A Tabela 6.1 ilustra a aplicação das equações 6.1, 6.2, 6.5 e 6.6 em alguns 
casos comuns de carregamento. Nenhum desses resultados deve ser me- 
morizado; em vez disso, devem ser estudados cuidadosamente para que você 
fique bem informado sobre como os diagramas de força cortante e momento 
são construídos com base no conhecimento da variação de declive da carga e 
do diagrama de força cortante, respectivamente. Valem a pena o tempo e o 
esforço gastos para autotestar sua compreensão dos conceitos, analisando as 
colunas de força cortante e momento da tabela e, depois, tentando reconstruir 
os diagramas com base no carregamento. 


E) 





v. 


Diagrama de Força Cortante Jk 


—w 











A força P de cima para baixo faz 
V ‘saltar’ para baixo de V, para V}. 


Não há mudança na força cortante visto 





Mı 
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Declive positivo constante. Mo no 
que o declive w = 0, sentido anti-horário faz M ‘saltar’ para baixo. 
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Mi 


vı 
Z 


Declive positivo que diminui de V; para V;. 


Tabela 6.1 
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PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


O procedimento a seguir oferece um método para construir os diagramas de força cortante e momento de uma 
viga com base nas relações entre carga distribuída, cisalhamento e momento. 


Reações de Apoio. 


Determinar as reações de apoio e desdobrar as forças que atuam sobre a viga em seus componentes perpendi- 
cular e paralelo ao eixo da viga. 


Diagrama de Força Cortante, 


Estabelecer os eixos V e x e construir um gráfico com os valores conhecidos do cisalhamento nas duas extre- 
midades da viga. 


Como dV /dx = —w, o declive do diagrama de força cortante em qualquer ponto é igual à intensidade (nega- 
tiva) da carga distribuída no ponto. Observe que w é positiva quando atua de cima para baixo. 


Se o valor numérico do cisalhamento tiver de ser determinado em um ponto, pode-se encontrar esse valor 
usando tanto o método das seções e a equação de equilíbrio da força como a equação AV = — fw(x), a qual ex- 
pressa que a mudança do cisalhamento entre dois pontos quaisquer é igual à área (negativa) sob o diagrama de 
carga entre os dois pontos. 


Como w(x) deve ser integrada para se obter AV, então se w(x) for uma curva de grau n, V(x) será uma curva de 
grau n + 1; por exemplo, se w(x) for uniforme, V(x) será linear. 


Diagrama de Momento Fletor. 


Estabelecer os eixos M e x e construir um gráfico com os valores conhecidos do momento nas extremidades da viga. 
Como dM /dx = V,o declive do diagrama de momento fletor em qualquer ponto é igual ao cisalhamento no ponto. 
No ponto em que o cisalhamento é nulo, dM /dx = 0 e, portanto, será um ponto de momento máximo ou mínimo. 


Se o valor numérico do momento tiver de ser determinado em um ponto, pode-se encontrar esse valor usando 
tanto o método das seções e a equação de equilíbrio do momento como a equação AM = f V(x) dx, a qual ex- 
pressa que a mudança de momento entre dois pontos quaisquer é igual à área sob o diagrama de força cortante 
entre os dois pontos. 


Como V(x) deve ser integrada para se obter AM, então se V(x) for uma curva de grau n, M(x) será uma curva 
de grau n + 1; por exemplo, se V(x) for linear, M(x) será parabólica. 





Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 
para a viga da Figura 6.134. 
P 




















SOLUÇÃO 


Reações de Apoio. As reações estão mostradas no diagrama de corpo livre 
da Figura 6.13b. 














| 


(b) 
Figura 6.13 


Diagrama de Força Cortante. De acordo com a convenção de sinal (Figura 
6.3), em x = 0, V = +P e, em x = L, V = +P. Esses pontos estão mostrados 
na Figura 6.13b. Como w = 0 (Figura 6.13a), o declive do diagrama de força 
cortante será nulo (dV /dx = —w = 0) em todos os pontos e, portanto, uma reta 
horizontal unirá as extremidades. 
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P 


(c) 


Diagrama de Momento fletor. Em x= 0, M = -PL eem x= L, M =0 
(Figura 6.13d). O diagrama de força cortante indica que o cisalhamento é 
constante positivo e, portanto, o declive do diagrama de momento será constante 
positivo, dM /dx = V = +P para todos os pontos. Logo, os pontos das extre- 
midades serão conectados por uma reta de declive positivo como mostrado na 
Figura 6.13d. 


-PL 
(d) 


Figura 6.13 


me 


Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 
para a viga da Figura 6.14a. 





(a) 


SOLUÇÃO 
Reações de Apoio. A reação no apoio engastado é mostrada no diagrama 
de corpo livre (Figura 6.14b). 

Mo é | 
n 7 


(b) 


Jï Mo 
| 











Diagrama de Força Cortante. A força cortante V = 0 em cada extremidade 
é montada primeiro (Figura 6.14c). Como não há carga distribuída na viga, o 
diagrama de força cortante terá declive nulo em todos os pontos. Portanto, uma 
reta horizontal unirá as extremidades, indicando que a força cortante é nula ao 
longo de toda a viga. 


(c) 
Figura 6.14 
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Diagrama de Momento Fletor. O momento Mo nas extremidades da viga 
é montado primeiro (Figura 6.14d). Pelo diagrama de força cortante, o declive 
do diagrama de momento será nulo, visto que V = 0. Portanto, uma reta 
horizontal unirá os pontos extremos como mostrado. 


M 


Mo 


(d) 
Figura 6.14 





Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 
para a viga mostrada na Figura 6.15a. 











SOLUÇÃO 


Reações de Apoio. As reações no apoio engastado são mostradas no 
diagrama de corpo livre (Figura 6.156). 


quo 








wot? (b) 
2 
Diagrama de Força Cortante. A força cortante em cada extremidade é 
montada primeiro (Figura 6.15c). A carga distribuída na viga é constante po- 
sitiva e, assim, o declive do diagrama de força cortante scrá constante negativo 
(dV /dx = —wo). Isso requer uma reta com declive negativo unindo os pontos 
extremos. 


yV- 







Declive negativo constante = -wo 
AS 


Ta 
fa 


me, 


wob fe. 


Figura 6.15 


Diagrama de Momento Fletor. O momento em cada extremidade é 
montado primeiro (Figura 6.15d). O diagrama de força cortante indica que V é 
positivo e decresce de wọL até zero; desse modo, o diagrama de momento deve 
começar com um declive positivo de wọL e decrescer a zero. Explicitamente, 


como o diagrama de força cortante é uma reta com declive, o diagrama de 
momento será parabólico, com declive decrescente como mostra a figura. 





Declive decrescente positivo 
wL? 





(d) 
Figura 6.15 
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EXEMPLO 6.10 





Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 
para a viga mostrada na Figura 6.164. 


SOLUÇÃO 


Reações de Apoio. As reações no apoio engastado foram calculadas e estão 
mostradas no diagrama de corpo livre (Figura 6.16). 


wo 
voL | 


i, 

A 

wL? (b) 
6 





Diagrama de Força Cortante. A força cortante em cada extremidade é 
montada primeiro (Figura 6.16c). A carga distribuída na viga é positiva, mas 
decrescente. Portanto, o declive do diagrama de força cortante será decrescente 
negativo. Em x = 0 o declive começa em —w, e vai a zero em x = L. Como a 


carga é linear, o diagrama de força cortante será uma parábola com declive 
decrescente negativo. 


V 
Wol 
2 


« Declive decrescente negativo 





(e) 


Diagrama de Momento Fletor. O momento em cada extremidade é 
montado primeiro (Figura 6.16d). Pelo diagrama, V é positivo, mas decresce de 
woL/2, em x = 0, para zero em x = L. A curva do diagrama de momento com 
esse comportamento de declive é uma função cúbica de x, como mostra a figura. 


M 





A 


“ Declive decrescente positivo 
/ 
wE?) 
6 (d) 








(a) 
Figura 6.16 


214 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


EXEMPLO 6.11 


2 kip/pé 


cuil 


$ 45 pés 














15 kip 30 i 
(b) 
Víkip) 
Declive = 0 
Declive crescente negativo 
Na és 
26,0 pés (pés) 
(e) Declive=-2N -30 
Declive decrescente negativo 
M(kip-pés) Declive = 0 
N 
N 
„7 Declive 
260 + crescente 
« negativo 
|- Declivo = 15 Declive =-30 E 1 
x(pés) 
26,0 pés 


(d) 





Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 
para a viga da Figura 6.17. 


2 kip/pé 





45 pés | 
(a) 
Figura 6.17 





SOLUÇÃO 


Reações de Apoio. As reações foram determinadas e são mostradas no 
diagrama de corpo livre (Figura 6.17b). 


Diagrama de Força Cortante. Os pontos extremos x = 0, V = +15 e x = 
45, V = —30 são montados primeiro (Figura 6.17c). Pelo comportamento da 
carga distribuída, o declive do diagrama de força cortante varia de zero em 
x = 0 até —2 em x = 45. Como resultado, o diagrama de força cortante será 
uma parábola com a forma mostrada. 

O ponto de cisalhamento nulo é encontrado aplicando-se o método das 
seções a um segmento da viga de comprimento x (Figura 6.17e). É necessário 
V = 0, de modo que: 

+13F,=0; 15kip- H kip enS =0; x = 26,0 pés 
Diagrama de Momento Fletor. Os pontos das extremidades x = 0, M = 0 
e x = 45, M = 0 são montados primeiro (Figura 6.17d). Pelo comportamento 
do diagrama de força cortante, o declive do diagrama de momento começa em 
+15, depois torna-se decrescente positivo até alcançar zero em 26,0 pés. Torna- 
se então crescente negativo alcançando —30 em x = 45 pés. Nesse caso, o 
diagrama de momento é uma função cúbica de x. Por quê? 

Observe que o momento máximo ocorre em x = 26,0, visto que dM /dx = 
V = 0 nesse ponto. Pelo diagrama de corpo livre da Figura 6.17e, temos: 


(EM = 0; 
—15 kip(26,0 pés) + Hz kip/pé dE a) O 0 pés) ZÉ pés 2 — +M=0 


M = 260 kip - pés 





EXEMPLO 6.12 





Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 
para a viga mostrada na Figura 6.184. 


BKN 8kN 


B 


(a) 
Figura 6.18 
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SOLUÇÃO 


Reações de Apoio. As reações foram determinadas e estão indicadas no 
diagrama de corpo livre (Figura 6.18b). 





Diagrama de Força Cortante. Em x = 0, Va = +48 kN e, em x = 10, 
Vp = —112 kN (Figura 6.18c). Nos pontos intermediários entre cada força o declive 
do diagrama de força cortante será zero. Por quê? Daí se conclui que a força van 
cortante mantém seu valor de +4,8 até o ponto B. Em B ela se torna descontínua, 
visto que há uma força concentrada de 8 kN. O valor da força cortante à direita 
de B é determinado fazendo-se um corte na viga nesse ponto (Figura 6.18€), onde, | men 
para o equilíbrio, V = —3,2 kN. Usar o método das seções e mostrar que o diagrama 
“salta” novamente em C, como mostrado, e fecha com o valor —11,2 kN em D. 
Nota-se que, com base na Equação 6.5, AV = —F, o diagrama de força 
cortante também é construído ‘seguindo a carga” no diagrama de corpo livre. 
Começando em A, a força de 48 kN atua para cima, de modo que V = +4,8 kN. 
Não há carga distribuída entre A e B, de modo que a força cortante permanece [2244 
constante (dV /dx = 0). Em B a força de 8 kN é para baixo, de modo que a força 
cortante cai 8 kN, de +4,8 kN para —3,2 kN. A força cortante é constante entre 
B e C (não há carga distribuída), depois em C cai outros 8 kN para —11,2 kN. 
Finalmente, sem carga distribuída entre C e D, termina com —11,2 kN. 





M(kNem) 











(d) x(m) 





Diagrama de Momento Fletor. O momento é nulo nas extremidades da 
viga (Figura 6.18d). O declive do diagrama de momento é constante, de valor 
+4,8, de A para B. Por quê? O valor do momento em B é determinado pela 
estática (Figura 6.18c), ou calculando-se a área sob o diagrama de força cortante SEN 
entre A e B, ou seja, AM An = (4,8 KN)(6 m) = 28,8 kN - m. Como M, = 0, então 
Ma =M, + AMar = 0 +28,8 kN-m=288kN-m. A partir do ponto B, o 
declive do diagrama de momento é —3,2 até alcançar o ponto C. Novamente 
o valor do momento é obtido pela estática ou determinando-se a área sob o 
diagrama de força cortante entre B e C, ou seja, AMpc = ("32 kN)(2 m) = 
—6,4kN-m, de modo que Mc = 288 kN-m — 64 kN -m = 224 kN :m. 
Continuando dessa maneira, verifica-se que o fechamento ocorre em D. 





Figura 6.18 





EXEMPLO 6.13 














Desenhar os diagramas de força cortante (ou cisalhante) e momento fletor 8 kip : 
para a viga em balanço mostrada na Figura 6.19a. bor RNS 
o m 
m af E pés Aa pão D 
= 4 pés-=— 6 pés —=4 pés =, 
f 440 kip 17,6 kip 
SF 2 kip/pé 
A a Hip) 
LE B td, C D i 
|--4 pés 6 pés—+-4 pés] 440 ; $ | 
(a) (o) e (pés) 
Figura 6.19 | fi 
SOLUÇÃO M(kip-pés) H 
Reações de Apoio. O diagrama de corpo livre com as reações de apoio O Cc a 
calculadas é mostrado na Figura 6.19b. 4 
Detlive =440 








Diagrama de Força Cortante. Como sempre, começamos representando q 
as forças cortantes das extremidades V4 = +4,40 kip e Vp = 0 (Figura 6.19c). 
O diagrama de força cortante tem declive zero de A a B. Depois cai para —3,60 
kip. Em seguida, tem declive crescente negativo. A força cortante em C pode 
ser determinada pela área sob o diagrama de carga, Vc = Vp + AVec = ~3,60 kip Figura 6.19 





x(pés) 





3,941 





Declive = 9,60 V Declive = 8 
-16 
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—(1/2)6 pés)(2 kip/pé) = —9,60 kip. Depois aumenta em 17,6 kip, indo para 


l E E 8 kip. Finalmente, de C para D, o declive do diagrama de força cortante será 

skip e di 2y constante, porém negativo, até que atinge o valor zero em D. 
o EE TN M Diagrama de Momento Fletor. Os momentos das extremidades M4 = 0 e 
fá e v Mp = 0 são montados primeiro (Figura 6.19d). Estudar o diagrama e observar 
4,40 kip 3 como os declives e, portanto, as várias curvas são definidas pelo diagrama de 
força cortante usando-se dM /dx = V. Verificar os valores dos picos usando o 
Figura 6.19 método das seções e a estática, ou calculando as áreas adequadas sob o dia- 


grama de força cortante para determinar a mudança de momento entre dois 
pontos. Em particular, o ponto de momento nulo é determinado definindo-se 
M em função de x, onde, por conveniência, x estende-se do ponto B até a região 
BC (Figura 6.19e). Então: 


(HEM =0; 


NE . 1/ 2 kip/pé x n 
—4,40 kip(4 pés + x) + 8 kip(x) + RN pés kol) +M=0 


M= (e — 3,60x + 176) kip-pés=0 


x = 3,94 pés 


Revisando os diagramas, vemos que, devido ao processo de integração na 
região AB, a carga é nula, a força cortante é constante e o momento é linear; 
na região BC a carga é lincar, a força cortante é parabólica e o momento é 
cúbico; e, para a região CD, a carga é constante, a força cortante é linear e o 
momento é parabólico. Recomenda-se resolver os exemplos 6.1 a 6.6 também 
segundo esse método. 


E 


É PROBLEMAS 


6.1. Desenhar os diagramas de força cortante e momento de força cortante e momento. Os mancais em À e B exercem 
para o eixo. Os mancais em A e B exercem apenas reações apenas reações verticais sobre o eixo. 
verticais sobre o eixo. 








je 800 mm- + 


250 mm | 





24 kN 


Problema 6,2 


6.3. Os três semáforos têm, cada um, massa de 10 kg e o 
tubo em balanço AB tem massa de 1,5 kg/m. Desenhar os 
6.2. O eixo está submetido às cargas provocadas pelas cor- diagramas de força cortante e momento para o tubo. Des- 
reias que passam sobre as duas polias. Desenhar os diagramas prezar a massa do farol. 


Problema 6.1 








Problema 6.3 


*6.4. O tubo de vapor P repousa sobre o rolete guia CD, 
que permite sua expansão térmica. Desenhar os diagramas 
de força cortante e momento para a viga AB supondo que o 
tubo pese 800 Ib. Os mancais de apoio em C e D exercem 
apenas forças verticais sobre a viga. 








Problema 6.4 


6.5. O encontro de concreto armado é usado para apoiar as 
longarinas da plataforma de uma ponte. Desenhar seus dia- 
gramas de força cortante e momento quando ele é submetido 
às cargas da longarina mostradas. Supor que as colunas A e 
B exercem apenas reações verticais sobre o encontro. 


60 kN 


35kN 35KN 35kN 
5 








Problema 6.5 


6.6. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
para o eixo. Os mancais em A e B exercem apenas reações 
verticais sobre ele. Expressar também a força cortante e o 
momento em função de x na região 125 mm < x < 725 mm. 
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1.500 N 





600 mm | 





Problema 6.6 


6.7. Desenhar os diagramas de força cortante e momen- 
to para o segmento ABC da haste. A extremidade A está 
submetida a uma força de 5 kN. Dica: as reações no pino D 
devem ser substituídas pela carga equivalente em C no eixo 
da haste. O mancal em B exerce somente força vertical sobre 
a haste. 





5 C 
| | 
N -200 mm—}— 300 mm — 

Y30ºl — 


Problema 6.7 


*6.8. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
para o eixo e determinar a força cortante e o momento em to- 
do o eixo em função de x. Os mancais em À e B exercem 
apenas reações verticais sobre o eixo. 


500 Tb 
800 Ib 


A B 


| 
Ega) 
— 3 pés ia mi -10,5 pé 


Problema 6.8 





6.9, Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
para o tubo. A extremidade rosqueada está submetida a uma 
força horizontal de 5 kN. Dica: as reações no pino C devem 
ser substituídas pela carga equivalente em B no eixo do tubo. 








i 400 mm 


Problema 6.9 


6.10. A viga oscilante da unidade de bombeamento de 
petróleo está submetida a uma força de tração de 800 1b. 
Determinar a força P no braço Pitman e as reações no pino 
C. Depois desenhar os diagramas de força cortante e mo- 
mento para a porção AB da viga. Dica: as reações em C 
devem ser substituídas pela carga equivalente no ponto 
C' no eixo da viga. 
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800 Ib/pé 








A B 
800 Ib/pé 








Problema 6.19 m 8 pés loo g gi ——— 


6.11. O guindaste de motores é usado para suportar o motor Problema 6.14 
que tem peso de 1.200 lb. Desenhar os diagramas de força 
cortante e momento da lança ABC quando ela está na posi- 
ção horizontal mostrada. 





6.15. A viga está submetida ao momento uniformemente 
distribuído m (momento /comprimento). Desenhar seus dia- 
gramas de força cortante e momento. 





al 3 pés —j 5 pés | 





Problema 6.15 


*6.16. A viga está submetida ao momento uniformemente 
distribuído m (momento /comprimento). Desenhar seus dia- 
gramas de força cortante e momento. 





Problema 6.11 


*6.12. Desenhar os diagramas de força cortante e momento m 
da viga composta. Ela é apoiada por uma chapa lisa em A 
que desliza na ranhura e, assim, não suporta força vertical, 
apesar de suportar momento e carga axial. 








Problema @.16 


6.17. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
para a viga. Os mancais em À e B exercem apenas reações 
verticais sobre ela. 


800 Ib 800 1b 











Problema 6.12 





6.13. A viga em balanço foi fabricada com o braço de | 
prolongamento BD. Desenhar os diagramas de força cortante 

e momento da viga ABC. Supondo que ela suporte uma carga 

de 800 Ib. Dica: a carga no tirante DE deve ser substituída 

pelas cargas equivalentes no ponto B da viga. 6.18. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
para a viga e determinar a força cortante e o momento para to- 
da a viga em função de x. 





Problema 6.17 





800 lb 10 kip 8 kip 


És pés 2 kip/pé 





F sp gia 


pai 
Problema 6.13 m 6 pés -ie 4 pés - 





6.14. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
para a viga. Problema 6.18 
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6.19. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
para a viga composta. 200 Ib/pol 


5 kN/m 








: ma a I 
30 pol | -30 pol | 


Problema 6.23 











Problema 6.19 *6.24. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
para a viga. 

*6.20. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 

para a viga. Ela é apoiada por uma chapa lisa em 4 que 

desliza na ranhura e, assim, não suporta força vertical, apesar 5 kN/m 5 kN/m 


de suportar momento e carga axial. 














A DATS 
l 4,5m i 4,5m -| 


Problema 6.24 





| 6.25. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
j L para a viga composta. 





Problema 6.20 


6.21. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 150 Ib/pé 150 Ib/pé 
para a viga e determinar a força cortante e o momento em to- 
da a viga em função de x. 
A B 
6 pés | 3 pés 
Problema 6.25 





6.26. O peso morto ao longo da linha de centro da asa do 
avião é mostrado. Supondo que a asa esteja presa na fuse- 
lagem em A, determinar as reações em A e depois desenhar 
os diagramas de força cortante e momento da asa. 








Problema 6.21 


6.22. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
para a viga e determinar a força cortante e o momento em to- 250 Ibyp Pç lb 400 Ib/pé 
da a viga em função de x. 





250 lb 250 Ib 











15.000 lb 


Problema 6.22 


. pass Problema 6.26 
6.23. Determinar o torque de equilíbrio T que atua sobre a 


hélice e depois desenhar os diagramas de força cortante e 6.27. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
momento da hélice. para a viga. 
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*6.32. Desenhar os diagramas de força cortante e momen- 
to da viga de madeira e determinar a força cortante e o mo- 
mento em toda a viga em função de x. 


250 lb 250 lb 





Problema 6.27 
*6.28. A lança ABC tem peso de 30 Ib/pé e é usada para |- 





levantar carga de 2.000 lb. Desenhar seus diagramas de força 
cortante e momento quando ela está na posição horizontal 
mostrada. 


4 pés | 6 pés | 4 pés | 
Problema 6.32 








6.33. O esqui suporta o peso de 180 lb de um homem. Se a 
carga da neve em sua superfície inferior for trapezoidal como 
mostrado, determinar a intensidade w e depois desenhar os 
diagramas de força cortante e momento para o esqui. 





Problema 6.28 


6.29. A viga T está sujeita à carga mostrada. Desenhar os 
diagramas de força cortante e momento. 


2 kip 
200 Ib/pé 














Probiema 6,33 





| 6 pés + i 9 pés | 9 pés É 


Problema 6.29 a uma carga de compressão de 0,4 kN/m provocada pela 
barra C. Determinar a intensidade da carga distribuída wo das 
chapas sobre o pino e desenhar os diagramas de força cor- 
tante e momento para o pino. 


6.34. O pino liso é apoiado por duas chapas A e B e sujeito 


6.30. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
para a viga. 


0,4 kN/m 





20mm 60mm 20mm 


Problema 6.30 
a Problema 6.34 
6.31. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 


para a viga e determinar a força cortante e o momento em 6.35. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
função de x. para a viga. Os dois segmentos estão acoplados em B. 


8 kip 











Problema 6.31 Problema 6.35 
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*6.36. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 6.37. O caminhão é usado para transportar um pilar de con- 

para a viga. ereto. Supondo que o pilar tenha peso uniforme w (força /com- 

primento), determinar a colocação dos apoios a distâncias iguais 

a das extremidades, de modo que o momento fletor máximo 

w absoluto no pilar seja o menor possível. Desenhar também os 
diagramas de força cortante e momento para o pilar. 

















Problema 6.36 Problema 6.37 


PED a 


6.3 DEFORMAÇÃO POR FLEXÃO DE UM MEMERrO RETO 


Nesta seção discutiremos as deformações que ocorrem quando uma viga 
prismática, feita de material homogêneo, é submetida à flexão. A discussão Eixo de 
ficará limitada a vigas com área da seção transversal simétrica em relação a asa 
um eixo, nas quais o momento fletor é aplicado em torno de um eixo 
perpendicular ao eixo de simetria, como mostrado na Figura 6.20. O compor- 
tamento de membros com seções transversais assimétricas ou feitos de vários 
materiais diferentes bascia-se em observações semelhantes e será discutido x 
separadamente, em seções posteriores. 

Usando um material altamente deformável tal como a borracha, podemos Eixo 
ilustrar fisicamente o que acontece quando um membro prismático reto é longitudinal 
submetido a um momento fletor. Consideremos, por exemplo, a barra sem Figura 6.20 
deformação da Figura 6.21a, que tem seção transversal quadrada e está marcada 
com uma grade de retas longitudinais e transversais. Quando é aplicado um 
momento fletor, ele tende a distorcer as retas no padrão mostrado na Figura 
6.21b. Como se vê, as retas longitudinais tornam-se curvas e as retas transversais 
permanecem retas, mas sofrem rotação. 






~ Superfície 
neutra 







As retas horizontais 
tornam-se curvas 

As retas verticais 

permanecem retas, mas giram 





Antes da deformação Após a deformação 


(a) (b) 


Figura 6.21 
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Observar a distorção das retas devido 
à flexão da barra de borracha. A reta 
superior estica-se, a inferior compri- 
me-se e a central permanece com o 
mesmo comprimento. Além disso, as 
retas verticais giram, ainda que per- 
maneçam retas. 


eixo 
neutro 


. M 
SDL j 
pa 
eixo 1 
longitudinal 


X 


O comportamento de qualquer barra deformável sujeita a momento fletor 
faz o material da parte inferior esticar-se e o da parte superior comprimir-se. 
Conseqüentemente, entre as duas regiões deve existir uma superfície, chamada 
superfície neutra, na qual as fibras longitudinais do material não sofrem 
mudança de comprimento (Figura 6.20). 

Com base nessas observações estabeleceremos as três hipóteses seguintes 
em relação à maneira como a tensão deforma o material. Primeiro, o eixo 
longitudinal x, que fica na superfície neutra (Figura 6.224), não sofre qualquer 
mudança de comprimento. Em vez disso, o momento tenderá a deformar a viga 
de modo que a reta torna-se uma curva localizada no plano de simetria x-y 
(Figura 6.22b). Segundo, todas as seções transversais da viga permanecem pla- 
nas e perpendiculares ao eixo longitudinal durante a deformação. E, terceiro, 
qualquer deformação da seção transversal em seu próprio plano, como 
observado na Figura 6.21b, será desprezada. Em particular, o eixo z, localizado 
no plano da seção transversal e em torno do qual a seção transversal gira, é 
chamado eixo neutro (Figura 6.22b). Sua localização será determinada na 
próxima seção. 

A fim de mostrar como a distorção deformará o material, isolaremos um 
segmento da viga localizado à distância x ao longo do comprimento da viga e 
com espessura não-deformada Ax (Figura 6.224). Esse elemento, removido da 
viga, é mostrado em vista lateral nas posições não-deformada c deformada na 
Figura 6.23. Observe que qualquer segmento de reta Ax localizado na superfície 
neutra não muda de comprimento, enquanto qualquer segmento de reta Às 
localizado a uma distância arbitrária y acima da superfície neutra contrai-se e 
torna-se As” após a deformação. Por definição, a deformação normal ao longo 
de As é determinada pela Equação 2.2, ou seja: 





(a) 






neutra 


(b) 
Figura 6.22 








Cap. 6 


o" 


Às = Ax 
êixo Ji eixo 
—— o longitudinal 
longitudinal T~ Ax s 
Ax 
Elemento não-deformado Elemento deformado 
(a) (b) 
Figura 6.23 


Representaremos agora a deformação em termos da ordenada y do 
segmento e do raio de curvatura p do eixo longitudinal do elemento. Antes da 
deformação, As = Ax (Figura 6.234). Após a deformação, Ax tem raio de 
curvatura p, com centro de curvatura no ponto O" (Figura 6.23b). Como A0 
define o ângulo entre os lados da seção transversal do elemento, Ax = As = 
p 40. Da mesma maneira, o comprimento deformado de As torna-se As’ = 
(p — y) A6. Substituindo pela equação anterior, obtemos: 


im SPT y) AO - p AO 
dim, p ÃO 





e= 


ou 
e=-? (6.7) 


Esse resultado importante indica que a deformação normal longitudinal 
de qualquer elemento da viga depende de sua localização y na seção transversal 
e do raio de curvatura do eixo longitudinal da viga nesse ponto. Em outras 
palavras, para qualquer seção transversal específica, a deformação normal 
longitudinal varia linearmente com y a partir do eixo neutro. Ocorre contração 
(—e) nas fibras localizadas acima do eixo neutro (+y), enquanto ocorre 
alongamento (+e) nas fibras localizadas abaixo do eixo (—y). A variação da 
deformação na seção transversal é mostrada na Figura 6.24. Aqui, a deformação 
máxima ocorre na fibra mais externa, localizada à distância c do eixo neutro. 
É possível usar a Equação 6.7, visto que Ena = € /p: então, por divisão: 





—Axp— 
Distribuição da deformação normal 


Figura 6.24 
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Figura 6.25 





E E máx 








Variação da deformação normal 
(vista lateral) 





Variação da tensão de flexão 
(vista lateral) 


(b) 
Figura 6.26 





Este corpo-de-prova de madeira fa- 
lhou na flexão porque suas fibras 
foram esmagadas na parte superior e 
destacadas na parte inferior. 


De modo que: 


e= (bens (6.8) 


Essa deformação normal depende apenas das hipóteses estabelecidas em 
relação à deformação. Desde que seja aplicado somente um momento à viga, 
é razoável supor adicionalmente que o momento provoca tensão normal apenas 
na direção longitudinal ou de x. Todos os outros componentes da tensão normal 
e de cisalhamento são nulos, visto que a superfície da viga está livre de qualquer 
outra carga, É esse estado uniaxial de tensão que faz com que o material tenha 
o componente e, (o, = E6,) da deformação normal longitudinal, definido pela 
Equação 6.8. Além disso, pelo coeficiente de Poisson, também deve haver os 
componentes da deformação associados e, = —ve, e €; = —ve,, que deformam 
o plano da área da seção transversal, apesar de termos desprezado essas 
deformações. Tais deformações, no entanto, fazem com que as dimensões da 
seção transversal tornem-se menores abaixo do eixo neutro e maiores acima 
dele. Por exemplo: se a viga tiver seção transversal quadrada, na verdade ela 
deformará como mostrado na Figura 6.25. 


6.4 FÓRMULA DA FLEXÃO 


Nesta seção desenvolveremos uma equação que relaciona a distribuição 
de tensão longitudinal de uma viga ao momento fletor resultante interno que 
atua na seção transversal dessa viga. Para isso, vamos supor que o material 
comporta-se de maneira lincar-elástica de modo que a lei de Hooke a ele se 
aplica, isto é, o = Ee. Uma variação linear da deformação normal (Figura 
6.264) deve ser a consequência de uma variação linear na tensão normal 
(Figura 6.26b). Então, como a variação da deformação, o varia de zero no eixo 
neutro do elemento a um valor máximo, máx, à distância c mais afastada do 
eixo neutro. Devido à proporcionalidade dos triângulos (Figura 6.26b), ou 
usando a lei de Hooke, o = Ee, e a Equação 6.8, podemos escrever: 


r= (Z onas (6.9) 


Essa equação representa a distribuição de tensão sobre a área da seção 
transversal. A convenção de sinal estabelecida é significativa nesse caso. No 
caso de M positivo, que atua na direção +z, valores positivos de y resultam em 
valores negativos para o, ou seja, em uma tensão de compressão, visto que atua 
na direção negativa de x. De modo similar, valores negativos de y resultam em 
valores positivos ou valores de tração para o. Se um elemento de volume do 
material for selecionado em um ponto específico da seção transversal, apenas 
as tensões normais de tração ou compressão atuarão sobre ele. O elemento 
localizado em +y, por exemplo, é mostrado na Figura 6.26c. 

Podemos localizar a posição do eixo neutro na seção transversal satis- 
fazendo a condição de que a força resultante produzida pela distribuição de 
tensão sobre a seção transversal deve ser igual a zero. Observando que a força 
dF = o dA atua sobre o elemento arbitrário dA na Figura 6.26c, requer-se que: 


Fr = F; o=] ar= | o dA 
A A 


| m (Zone dA 
A C 


— Omáx Í 
RE dA 
c A 4 


ll 


II 





Variação da tensão de flexão 
(e) 
Figura 6.26 


Como omax/c é diferente de zero, então: 


Í ydA=0 (6.10) 


Em outras palavras, o primeiro momento da área da seção transversal do 
elemento deve ser nulo. Essa condição só é satisfeita se o eixo neutro também 
for o eixo horizontal de simetria da seção transversal.! Consegiientemente, uma 
vez determinado o centróide da seção transversal, a localização do eixo neutro 
será conhecida. 

Podemos determinar a tensão na viga pelo requisito de que o momento 
interno resultante M seja igual ao momento produzido pela distribuição de 
tensão em torno do eixo neutro. O momento de dF em torno do eixo neutro, 
na Figura 6.26c, é dM = y dF. Esse momento é positivo visto que, pela regra 
da mão direita, o polegar está direcionado no sentido positivo do eixo z quando 
os dedos são fechados no sentido da rotação provocada por dM. Como dF = 
o dA, usando a Equação 6.9, temos para toda a seção: 


(Mi). =3M; M = | y dr = | y (o dA) = | y (Z om) dA 
A A A c 
ou 


M = Tma l y dA (6.11) 
c Ja 
Aqui a integral representa o momento de inércia da área da seção 
transversal calculado em torno do eixo neutro. Usamos 1 como símbolo desse 
valor. Portanto, a Equação 6.11 pode ser resolvida em Fmax € escrita de forma 
geral como: 


| Omáx 7 Ey | (6.12) 


Onde: 


máx = tensão normal máxima no elemento, que ocorre no ponto da área da 
seção transversal mais afastado do eixo neutro 
M = momento interno resultante, determinado pelo método das seções e 
pelas equações de equilíbrio, e calculado em torno do eixo neutro da 
seção transversal 
I = momento de inércia da área da seção transversal calculado em torno 
do eixo neutro 
c = distância perpendicular do eixo neutro ao ponto mais afastado desse 
eixo, no qual Cmax atua 


! Lembrar que a localização F do centróide da área da seção transversal é definida pela equação 
y = fy dA/JdA. Se fy dA = 0, então y = 0 e, assim, o centróide localiza-se no eixo de referên- 
cia (neutro). Consultar o Apêndice A. 
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Como Gmax/C = -o/y (Equação 6.9), a tensão normal na distância interme- 
diária y pode ser determinada por uma equação semelhante à 6.12. Temos: 
ER 
E (6.13) 
= 2 





Observe que o sinal negativo é necessário, pois está de acordo com o 
estabelecido para os eixos x, y e z. Pela regra da mão direita, M é positivo ao 
longo do eixo +z, y é positivo para cima e, portanto, o deve ser negativo 
(compressão), uma vez que atua na direção negativa de x (Figura 6.26c). 

Qualquer uma das duas equações anteriores é denominada fórmula da 
flexão. Ela é usada para determinar a tensão normal em um membro reto, com 
seção transversal simétrica em relação a um eixo, e no qual o momento seja 
aplicado no sentido perpendicular àquele eixo. Apesar de termos suposto que 
o membro seja prismático, podemos, na maioria dos projetos de engenharia, 
também usar a fórmula da flexão para determinar a tensão normal nos 
membros que tenham peguena conicidade. Por exemplo: de acordo com a 
análise matemática bascada na teoria da elasticidade, um membro com uma 
seção transversal retangular e comprimento inclinado de 15º terá tensão 
máxima real cerca de 5,4% menor que a calculada pela fórmula da flexão. 


Pontos IMPORTANTES 


A seção transversal de uma viga reta permanece plana quando a viga se deforma devido à flexão, o que provoca 
esforço de tração em um lado da viga e esforço de compressão no outro. O eixo neutro é submetido a tensão nula. 


Devido à deformação, a deformação longitudinal varia linearmente de zero no eixo neutro a um máximo nas fi- 
bras externas da viga. Desde que o material seja homogêneo e a lei de Hooke a ele se aplique, a tensão também 
variará de maneira linear em toda a seção transversal. 


No caso de material lincar-elástico, o eixo passa pelo centróide da área da seção transversal. Essa conclusão ba- 
seia-se no fato de que a força normal resultante que atua sobre a seção transversal deve ser nula. 


A fórmula da flexão baseia-se no requisito de que o momento resultante na seção transversal é igual ao mo- 
mento produzido pela distribuição da tensão normal linear em torno do eixo neutro. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


A fim de aplicar a fórmula da flexão sugere-se o seguinte procedimento. 


Momento Interno. 


Cortar o membro no ponto em que a flexão ou a tensão normal deva ser determinada c obter o momento in- 
terno M na seção. O eixo do centróide ou o eixo neutro da seção transversal deve ser conhecido, uma vez que 
M deve ser calculado em torno desse eixo. 


Se o esforço de flexão máximo absoluto tiver de ser determinado, desenhar o diagrama de momento a fim de 
determinar o momento máximo da viga. 


Propriedade da Seção. 


Determinar o momento de inércia da área da seção transversal em torno do eixo neutro. Os métodos usados 
para o cálculo são discutidos no Apêndice A, e a tabela com a lista dos valores de F para diversas formas consta 
no final do livro. 


Tensão Normal. 


Especificar a distância y medida perpendicularmente ao eixo neutro até o ponto em que a tensão normal deva 
ser determinada. Aplicar então a equação o = —My/I, ou usar Onax = Mc /I se a tensão de flexão máxima tiver 
de ser calculada. Ao substituir os dados, certificar-se de que as unidades sejam consistentes. 


A tensão atua em uma direção tal que a força criada por ela no ponto contribui com um momento em torno 
do eixo neutro, na mesma direção do momento interno M (Figura 6.26c). Dessa maneira, pode-se desenhar a 
distribuição de tensão que atua sobre toda a seção transversal ou pode-se isolar um elemento de volume do 
material e usá-lo para representar graficamente a tensão normal no ponto. 
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Uma viga tem seção transversal retangular e está submetida à distribuição 
de tensão mostrada na Figura 6.274. Determinar o momento interno M na seção 
provocado pela distribuição de tensão (a) usando a fórmula da flexão e (b) deter- 
minando a resultante da distribuição de tensão por meio de princípios básicos. 





Figura 6.27 


SOLUÇÃO 


Parte (a). A fórmula da flexão é Gmax = Mc/I. Pela Figura 6.27, c = 6 pol 
e Omáx = 2 ksi. O eixo neutro é definido pela reta NA, porque a tensão é nula 
ao longo dessa reta. Como a seção transversal tem forma retangular, o momento 
de inércia da área em torno de NA é determinado pela fórmula do retângulo 
dada no início do livro, isto é: 


RE Ogre al o 4 
I 17 bh 1216 pol)(12 pol)? = 864 pol 
Portanto: 
Mc nu 2 M(6 pol) 
x E 2k l= = 
Se T y ip/pol = “Seg pol 
M = 288 kip - pol = 24 kip - pés Resposta 


Parte (b). Mostraremos primeiro que a força resultante da distribuição de tensão 
é nula. Como mostrado na Figura 6.27b, a tensão que atua sobre a faixa arbitrária 
do elemento dA = (6 pol), localizada a uma distância y do eixo neutro, é: 


c= [re kip/pol?) 


A força criada por tal tensão é dF = o dA e, assim, para toda a seção 
transversal: 








6 pol = 
Fr= Í o dA = Í (re kip /por) [6 pol) dy 
A —6 pol 6 pol 
+6 pol 
= (—1 kip/pol) y? = 
—6 pol 


O momento resultante da distribuição de tensão em torno do eixo neutro 
(eixo z) deve ser igual a M. Como a intensidade do momento de dF em torno 
desse eixo é dM = y dF, e dM é sempre positiva (Figura 6.27b), então para toda 
a área: 
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Figura 6.27 


M= |, ydF= f e Also kip fpol 6 pol) dy 


—6 pol 


+6 pol 





E (2 kip/pof) y 
3 —6 pol 


= 288 kip - pol = 24 kip - pés Resposta 


O resultado anterior também pode ser obtido sem a integração. A força 
resultante de cada uma das duas distribuições de tensão triangulares da Figura 
6.27c é graficamente equivalente ao volume contido em cada distribuição de 
tensão. Assim, cada volume é: 


F = (6 pol kip/pol?(6 pol) = 36 kip 


Essas forças, que formam um conjugado, atuam na mesma direção que as 
tensões de cada distribuição (Figura 6.27c). Além disso, atuam através do 
centróide de cada volume, isto é, 4(6 pol) = 2 pol a partir da parte superior e 
da parte inferior da viga. Então a distância entre eles é de 8 pol, como mostrado. 
O momento conjugado é, portanto: 


M = 36 kip (8 pol) = 288 kip - pol = 24 kip ' pés Resposta 





EXEMPLO 6.15 











A viga simplesmente apoiada da Figura 6.289 tem a área da seção 
transversal mostrada na Figura 6.28hb. Determinar a tensão de flexão máxima 
absoluta na viga e desenhar a distribuição de tensão na seção transversal nessa 
localização. 














(a) 


M (kNm) 


x (m) 
3 


(c) 
Figura 6.28 
SOLUÇÃO 


Momento Interno Máximo. O momento interno máximo na viga, M = 22,5 
kN : m, ocorre no centro como mostrado no diagrama de momento fletor 
(Figura 6.28c). Consultar o Exemplo 6.3. 
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Propriedade da Seção. Devido à simetria, o centróide C e, portanto, o eixo 
neutro passam a meia altura da viga (Figura 6.28b). A área é subdividida nas 
três partes mostradas e o momento de inércia de cada parte é calculado em 
torno do eixo neutro pelo teorema do eixo paralelo. (Consultar a Equação A.5 
do Apêndice A.) Trabalhando em metros, temos: 


I=J( + Ad?) 


= -1025 m)(0,020 m)? + (0,25 m)(0,020 m) (0,160 m 
+ [500.020 m)(0,300 my] 
= 301,3(1079) mt 


Tensão de Flexão. Segundo a fórmula da flexão, com c = 170 mm, a tensão 
de flexão máxima absoluta é: 


Mc, Omdr = 22,5 kN - m(0,170 m) - 12,7 MPa Resposta 
1? 301,3(1079) m? 





Omáx = 


Na Figura 6.28d a distribuição de tensão é mostrada em duas e três di- 
mensões. Observe como a tensão em cada ponto da seção transversal de- 
senvolve uma força que contribui com um momento dM em torno do eixo 
neutro com a mesma direção de M. Especificamente no ponto B, yg = 150 mm 
e, assim: 


Mys 22,5 kN : m (0,150 m) 
e B= 3013(10%)m? = 11,2 MPa 


, 








A tensão normal que atua sobre os elementos do material localizados nos 
pontos Be D é mostrada na Figura 6.28e. 


B 12,7 MPa 
127 MPa rampa A ) 






S} 
Se 1,2MPa 








M = 22,5 kN-m 
12,7 MPa [ai 
12,7 MPa 
(d) 
11,2 MPa 12,7 MPa 
da w 1 
q SN 
B 11,2 MPa D 12,7 MPa 
(e) 
Figura 6.28 


IS 
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te) 


Figura 6.29 


A viga mostrada na Figura 6.294 tem área da seção transversal com perfil 
em forma de U (Figura 6.29b). Determinar a tensão de flexão máxima que 
ocorre na seção a-a da viga. 


SOLUÇÃO 


Momento Interno. Aqui, as reações do apoio da viga não precisam ser 
determinadas. Em vez disso, pelo método das seções, o segmento à esquerda 
da seção u-a pode ser usado (Figura 6.29c). Observe que a força axial interna 
resultante N passa através do centróide da seção transversal. Compreenda 
também que o momento interno resultante deve ser calculado em torno do eixo 
neutro da seção a-a. 

Para determinar a localização do eixo neutro, subdivide-se a área da seção 
a-a em três partes como mostra a Figura 6.29b. Como o eixo neutro passa pelo 
centróide, temos, usando a Equação A.2 do Apêndice A: 


_ IJA 
J= 2 = 


ZA 


2[0,100 m](0,200 m)(0,015 m) + [0,010 m](0,02 m)(0,250 m) 
2(0,200 m)(0,015 m) + 0,020 m(0,250 m) 





= 0,05909 m = 59,09 mm 


Essa dimensão é mostrada na Figura 6.29c. 
Aplicando a equação do momento na condição de equilíbrio em torno do 
eixo neutro, temos: 
W EMen = 0; 2,4 KN(2 m) + 1,0 EN(0,05909 m) — M = 0 
M = 4,859 kN-m 


Propriedade da Seção. O momento de inércia em torno do eixo neutro é 
determinado aplicando-se o teorema dos eixos paralelos aplicado a cada uma 
das três partes da área da seção transversal. Trabalhando em metros, temos: 


I= 02% m)(0,020 m)? + (0,250 m)(0,020 m)(0,05909 m — 0,010 my] 


+ -Loos m)(0,200 m}? + (0,015 m)(0,200 m) (0,100 m — 0,05909 m| 


= 42,26(107$) mt 


Tensão de Flexão Máxima. A tensão de flexão máxima ocorre nos pon- 
tos mais afastados do eixo neutro. Ou seja, na parte inferior da viga, c = 
0,200 m — 0,05909 m = 0,1409 m. Desse modo: 


4,859 KN - m(0,1409 m) 
42,26(107) mî 


Me 


Omáx — I 





= 16,2 MPa Resposta 


Mostrar que na parte superior da viga a tensão de flexão é o” = 6,79 MPa. 
Observe que, além do efeito de flexão, a força normal N = 1 kN e a força de 
cisalhamento V = 2,4 kN também contribuem com esforço adicional na seção 
transversal. A superposição de todos esses efeitos será discutida em um capítulo 
posterior. 


EXEMPLO 6.17 


O elemento de seção transversal retangular (Figura 6.304) foi projetado para 
resistir a um momento de 40 N - m. A fim de aumentar sua resistência e rigidez, 
propõe-se acrescentar duas pequenas nervuras na sua parte inferior (Figura 6.30b). 
Determinar a tensão normal máxima no elemento para ambos os casos. 


SOLUÇÃO 


Sem Nervuras. O eixo neutro está no centro da seção transversal (Figura 
6.30), de modo que y = c = 15 mm = 0,015 m. Assim: 


1=D bh = 


E L (0,06 m)(0,03 m)? = 0,135(1076) m4 


Portanto, a tensão normal máxima é: 


(40 N - m)(0,015 m) 


Mc = 
0,135(10 9) mî 


I 





Omáx = 4,44 MPa Resposta 


Com Nervuras. Pela Figura 6.30b, segmentando-se a área no retângulo 
principal maior e os dois retângulos inferiores (nervuras), a localização y do 
centróide e do eixo neutro é determinada como segue: 


SJA 
Geo 


ZA 


[0,015 m](0,030 m)(0,060 m) + 2[0,0325 m](0,005 m)(0,010 m) 
= (0,03 m)(0,060 m) + 2(0,005 m)(0,010 m) 





= 0,01592 m 


Esse valor não representa c. O valor de c é: 
c = 0,035 m — 0,01592 m = 0,01908 m 


Segundo o teorema dos eixos paralelos, o momento de inércia em torno 
do eixo neutro é: 


I= E (0,060 m)(0,030 m)? + (0,060 m) (0,030 m)(0,01592 m — 0,015 m 
+ dt (0,010 m)(0,005 m)? + (0,010 m)(0,005 m)(0,0325 m — 0,01592 m)? 


= 0,1642(1079) m4 
Portanto, a tensão normal máxima é: 


40 N - m(0,01908 m) 


Mc as 
0,1642 (108) m 


Fá 





= 4,65 MPa Resposta 


Omáx 


Esse resultado surpreendente indica que o acréscimo de nervuras à seção 
transversal aumenta a tensão normal em vez de diminuí-la e, por essa razão, 
a iniciativa deve ser descartada. 
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Figura 6.30 
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E PROBLEMAS 


6.38. A viga está submetida a um momento M. Determinar 
a porcentagem desse momento resistida pelas tensões que 
atuam sobre as tábuas superior e inferior, A e B, da viga. 


6.39. Determinar o momento M que deve ser aplicado à 
viga a fim de criar um esforço de compressão de op = 30 
MPa no ponto D. Desenhar também a distribuição de tensão 
que atua sobre a seção transversal e calcular a tensão máxima 
desenvolvida na viga. 





150 mm Rã 5 B 
AT 

25 mah, À 2) P 150 mm 

Problemas 6.38/6.39 


*6.40. Um elemento tem a seção transversal triangular mos- 
trada. Determinar o maior momento interno M que pode ser 
aplicado sobre ela sem exceder as tensões admissíveis de 
tração e compressão, (Cam), = 22 ksi € (Cuam)c = 15 ksi, 
respectivamente. 


6.41. Um elemento tem a seção transversal triangular mos- 
trada. Supondo que seja aplicado o momento M = 800 lb - 
pés a essa seção, determinar as tensões máximas de tração e 
de compressão no elemento. Desenhar também a vista tridi- 
mensional da distribuição de tensão que atua sobre a seção 
transversal. 






|- 2 pof 
Problemas 6,40/6.41! 


6.42. Foram propostas duas soluções para o projeto de uma 
viga. Determinar qual delas suportará um momento M = 150 
kN - m com o menor esforço de flexão. Qual é esse esforço? 
Com que porcentagem ele é mais eficiente? 














200 mm — — 
|-—— 200 mm — ES 
EEE 15mm 30 mm 
mm 300 mm 
-15mm 
15 mm 30 mm 
= 


(a) itb) 
Problema 6.42 


6.43. Determinar o momento M que produzirá uma tensão 
máxima de 10 ksi na seção transversal. 


*6.44. Determinar a tensão de flexão máxima de tração e 
compressão na viga se ela estiver submetida a um momento 
M = 4 kip- pés. 

6.45. Determinar a força resultante que as tensões de flexão 
produzem na chapa superior horizontal do flange AB da viga, 
supondo que M = 4 kip : pés. 


6.46. Determinar a força resultante que as tensões de flexão 
produzem na alma CD da viga, supondo que M = 4 kip - pés. 


E 
0,5 pol gl H3 bolz] 6,5 pol 
7 B 





Es fes 0,5 pol 


Problemas 6.43/6.44/6.45/6.46 


6.47. A peça de máquina de alumínio está sujeita a um momento 
M=75N-m, Determinar a tensão de flexão criada nos pontos 
Be C da seção transversal. Desenhar os resultados em um 
elemento de volume localizado em cada um desses pontos. 


*6.48. A peça de máquina de alumínio está sujeita a um 
momento M = 75 N - m. Determinar os esforços de flexão 
máximos de tração e de compressão na peça. 


20 mm 
10 mm 
| ( 10 mm 






20 mm 


10 mm 
10 mm 


Problemas 6.47/6.48 


6.49. A viga é feita de três tábuas pregadas como mostrado. 
Supondo que o momento que atua sobre a seção transversal 
seja M = 1 kip - pé, determinar a tensão de flexão máxima 
na viga. Desenhar a vista tridimensional da distribuição de 
tensão que atua sobre a seção transversal. 


6.50. Determinar a força resultante que as tensões de flexão 
produzem na tábua superior A da viga, supondo que M = 
1 kip - pé. 





Problemas 6.49/6,50 


6.51. O suporte em C é usado como trilho para um trans- 
portador. Supondo que o momento máximo no suporte seja 
M = 30 N : m, determinar a tensão de flexão nos pontos A, 
B eC. 


*6.52. O suporte em C é usado como trilho para um 
transportador. Supondo que a tensão de flexão admissível 
para o material seja adm — 175 MPa, determinar o momento 
fletor máximo a que o suporte resiste, 











50 mm 





a mm | 
TEUS 5mm 


10 mm7 mm 








Problemas 6,51/6.52 


6.53. Uma viga é construída com quatro peças de madeira 
coladas como mostrado. Supondo que o momento que atua 
sobre a seção transversal seja M = 450 N - m, determinar a 
força resultante que a tensão de flexão produz sobre a tábua 
superior À e na tábua lateral B. 


15 mm ` B 






J 


DAM =450 Nm 


15 mm 


20 mm 200 mm 
A” 


je 


Problema 6.53 
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6.54. A alavanca de controle é usada em um cortador de 
grama autotransportado. Determinar a tensão de flexão 
máxima na seção a-a da alavanca se for aplicada uma força 
de 20 Ib na maçaneta. A alavanca é apoiada pelo pino em A 
e o arame em B. A seção a-a é quadrada, de 0,25 pol de lado. 


20 Ib 





Problema 6.54 


6.55. A viga está sujeita a um momento de 15 kip - pés. 
Determinar a força resultante que a tensão produz nos 
flanges superior A e inferior B. Calcular também a tensão 
máxima desenvolvida na viga. 


*6.56. A viga está sujeita a um momento de 15 kip - pés. 
Determinar a porcentagem do momento resistida pela alma 
da viga D. 





Problemas 6.53/6.56 


6.57. A viga está sujeita a um momento M = 30 Ib - pés. 
Determinar a tensão de flexão que atua sobre os pontos A e 
B. Desenhar também a vista tridimensional da distribuição 
de tensão que atua sobre toda a área da seção transversal. 


CM = 30 Ibpés 





“> pol 


Problema 6,57 
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6.58. Foram propostas duas soluções para o projeto de uma 
viga. Determinar qual delas suportará um momento M = 150 
kN : m com o menor esforço de flexão. Qual é esse esforço? 
Com que porcentagem ele é mais eficiente? 


í 15 mm 


A 


715 mm 
[ -15mm 


ei E 
re 


300 











Ie 200 mm — t 





(a) (b) 
Problema 6.58 


6.59. Supondo que o eixo tenha diâmetro de 50 mm, deter- 
minar a tensão de flexão máxima absoluta nele desenvolvida. 





ste 400 mm —-f-— 400 mm — 
250 mm 









12 kN 8kN 


Problema 6.59 


*6.60. Supondo que a viga tenha seção transversal quadrada 
de 9 pol de lado, determinar a tensão de flexão máxima 
absoluta nela desenvolvida. 


800 Ib/pé 1.200 Ib 








8 pés 


Problema 6.66 


6.61. Supondo que a viga tenha seção transversal retangular 
com 8 pol de lado e 16 pol de altura, determinar a tensão de 
flexão máxima absoluta nela desenvolvida. 


2kippe OP 8 kip | 


40 kip-pés 16 pol 


| 
Lo] | J 
Es pés | 4 pés — espa] 


Problema 6,61 





6.62. Supondo que a viga tenha a seção transversal mostra- 
da, determinar a tensão de flexão máxima absoluta nela de- 
senvolvida. 


T pol 


7 pol 





0,5 pol 





4 pol.) É 


Problema 6.62 


6.63. O eixo do vagão está sujeito a cargas na roda de 20 
kip. Supondo que esteja for apoiado em dois mancais em C 
e D, determinar a tensão de flexão máxima desenvolvida no 
centro do eixo, onde o diâmetro é de 5,5 pol. 








Problema 5.63 


*6.64. Se a viga do Problema 6.27 tiver seção transversal 
retangular de largura b e altura A, qual será a tensão de flexão 
máxima absoluta nela desenvolvida? 


6.65. Se a viga composta do Problema 6.19 tiver seção 
transversal quadrada, qual será sua dimensão a supondo que 
a tensão de flexão admissível seja Cadm = 150 MPa? 


6.66. Sc a viga composta do Problema 6.25 tiver seção 
transversal quadrada, quais serão a largura e a altura reque- 
ridas a, supondo que a tensão de flexão admissível para o 
material seja Cam = 1,50 ksi. 


6.67. Determinar a tensão de flexão máxima absoluta na 
viga. A seção transversal é mostrada. 


-t 10 mm 


5 mm |- 
130 mm 
| 10 mm 
|—75 mm] 


Problema 6.07 


*6.68. Determinar a tensão de flexão máxima absoluta na 
viga T do Problema 6.29. A seção transversal da viga é 
mostrada. 


|-— 6 pol — 
A tpol 
10 pol 
= 
J-l 
I pol 
Problema 6.68 


6.69. Supondo que a viga do Problema 6.17 tenha seção 
transversal retangular, determinar a altura h e a largura b 
requeridas se h = 2b. A tensão de flexão admissível para o 
material é agm = 24 ksi. 


6.70. Supondo que a viga do Problema 6.17 seja um tubo 
com diâmetro externo de 3 pol, determinar seu diâmetro 
interno se a tensão de flexão admissível para o material for 
Cadm = 24 ksi. 


6.71. Determinar a tensão de flexão máxima absoluta no 
eixo de 30 mm de diâmetro que está submetido a forças 
concentradas. As buchas nos apoios A e B suportam apenas 
forças verticais. 


*6,72. Determinar o menor diâmetro admissível do eixo 
submetido a forças concentradas. As buchas nos apoios A e 
B suportam apenas forças verticais e a tensão de flexão 
admissível é Caim = 160 MPa. 


A B 





| -0,8 m | = imm om) 


400 N 
Problemas 6.71/6.72 


6.73. A viga tem seção transversal retangular como 
mostrado. Determinar a maior carga P que pode ser su- 
portada em suas extremidades em balanço, de modo que a 
tensão de flexão na viga não exceda Gaam = 10 MPa. 


6.74. A viga tem a seção transversal mostrada. Se P = 1,5 
kN, determinar a tensão de flexão máxima nela desenvolvida. 
Desenhar a distribuição de tensão que atua sobre a seção 
transversal. 





























Problemas 6.73/6.74 


6.75. Determinar a tensão de flexão máxima absoluta no 
eixo de 1,5 pol de diâmetro que está submetido a forças 
concentradas. As buchas nos apoios 4 e B suportam apenas 
forças verticais. 


*6.76. Determinar o menor diâmetro admissível do eixo 
submetido a forças concentradas. As buchas nos apoios A e 
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B suportam apenas forças verticais c a tensão de flexão 
admissível é Gaam = 22 ksi. 


400 Ib 





Problemas 6.75/6,76 


6.77. A viga está submetida ao carregamento mostrado. 
Determinar a dimensão a requerida da seção transversal se a 
tensão de flexão do material for cagm = 150 MPa. 


60 kN 
—  40kNim + 











Lo om 


Problemas 5.76/6.77 


6.78. Determinar a intensidade da carga máxima P que 
pode ser aplicada à viga, supondo que ela seja feita de 
material com tensão de flexão admissível (Came = 12 ksi na 
compressão e (Caam); = 22 ksi na tração. 


6.79. Determinar a intensidade da carga máxima P que 
pode ser aplicada à viga, supondo que ela seja feita de 
material com tensão de flexão admissível (Gaam)e = 16 ksi na 
compressão e (Caam); = 18 ksi na tração. 


P P 








10 pés 


Problemas 6.78/5.79 


*6.80. As duas hastes de aço são parafusadas ao longo de 
seu comprimento e suportam o carregamento mostrado. 
Supor que o apoio de A seja um pino e o de B seja um rolete. 
Determinar o diâmetro requerido de cada uma das hastes se 
a tensão de flexão admissível for Gaam = 130 MPa. 


6.81. Resolver o Problema 6.80 se as hastes forem giradas 
90º de modo que ambas repousem nos apoios de A (pino) e 
B (rolete). 
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80 kN 
20 kN/m 





Problemas 6,80/6.81 


6.82. O suporte CD da mão-francesa suporta o cabo com 
um peso de 600 lb. Determinar a tensão de flexão máxima 
absoluta no suporte, supondo que 4, B e C tenham apoio de 
pinos. 














Problema 6.82 


6.83. A viga está submetida à carga P em seu centro. 
Determinar a distância a dos apoios de modo que a tensão 
de flexão máxima absoluta na viga seja a maior possível. Qual 
é a tensão? 





Problema 6.83 


*6.84. Determinar a tensão de flexão máxima absoluta no 
eixo tubular se d; = 160 mm e dẹ = 200 mm. 


6.85. O eixo tubular deve ter seção transversal tal que seus 
diâmetros interno e externo estejam na proporção d; = 0,8 
d.. Determinar essas dimensões se a tensão de flexão admis- 
sível for cam = 155 MPa. 





TH 


Problemas 6.84/0.85 





6.86. O pino é usado para acoplar os três elos. Devido ao 
desgaste, a carga é distribuída nas partes superior e inferior 
como mostrado no diagrama de corpo livre. Supondo que o 
diâmetro do pino seja 0,40 pol, determinar a tensão de flexão 
máxima na área da seção transversal no centro da seção a—a. 
Para solucionar o problema é preciso determinar primeiro as 
intensidades das cargas w; e w>. 


800 1b W2 g W2 





400 Ib 400 1b 


Problema 6.86 


6.87. O homem tem massa de 78 kg e está imóvel na 
extremidade do trampolim. Supondo que a tábua tenha a 
seção transversal mostrada, determinar a deformação normal 
máxima nela desenvolvida. O módulo de elasticidade do 
material é E = 125 GPa. Supor também que A é um pino e 
B é um rolete. 

P 

[| 

350 mm 
30 mm 
E, L] T 
j 

10 ném di 











q7 20 mm 








Problema 6.87 


*6.88. A haste é apoiada sobre mancais lisos em A e B que 
exercem apenas reações verticais sobre o eixo. Se d = 90 mm, 
determinar a tensão de flexão máxima absoluta na viga e 
desenhar a distribuição de tensão que atua sobre a seção 
transversal. 





— 
— 
7 











a - LS — 


ja = Im — = 





Problema 6.58 


6.89. A haste é apoiada sobre mancais lisos em 4 e B que 
exercem apenas reações verticais sobre o eixo. Determinar 
seu menor diâmetro d se a tensão de flexão admissível for 
Taam = 189 MPa. 


12 kN/m 









—0o—s 





Probiema 6.89 


l; 3m 


6.90. A viga de madeira tem seção transversal na qual b = 
60 mm. Determinar a tensão de flexão máxima absoluta na 
viga c desenhar a distribuição de tensão que atua sobre a 
seção transversal. 


500 N/m 


sb 








Problema 6,98 


6.91. A longarina da asa ABD de um avião leve é feita de 
alumínio 2014-T6 e tem área da seção transversal de 1,27 pol, 
largura de 3 pol e momento de inércia em relação ao eixo 
neutro de 2,68 polt. Qual será a tensão de flexão máxima 
absoluta na longarina se a carga prevista for como a mos- 
trada? Supor que 4, Be C são pinos. O acoplamento é feito 
ao longo do eixo longitudinal central da longarina. 


80 Ib/pol 








-6 pés 


Problema 6.91 


*6.92. O barco tem peso de 2.300 Ib e centro de gravidade 
em G. Supondo que repouse no reboque no contato liso A e 
esteja preso por pino em B, determinar a tensão de flexão 
máxima absoluta desenvolvida no suporte principal do re- 
boque. Considerar o suporte uma viga-caixão com as dimen- 
sões mostradas e acoplada por pino em C. 


|--3 pés Sine 


`I pé 











5 pés -j< 
E 1,75 pol 
viat 


3 poll | | ras pol 
LJ. 


Preblema 6.02 
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6.93. Qual a carga uniforme máxima admissível w que pode 
ser suportada pela viga de fibra de vidro, se b = 125 mm e à 
tensão de flexão admissível para o material é Faam = 13 MPa? 












E EF! | | 20 i 
| 


Im e -2m "+-— Im 





Problema 6.93 


6.94. A viga de madeira está submetida a uma carga uni- 
forme w = 200 Ib /pé. Se a tensão de flexão admissível para 
o material for oagm = 1,40 ksi, qual dimensão b a seção trans- 
versal precisará ter? Supor que o apoio em A é um pino e 
em B, um rolete. 








B 
4 pés 


Problema 6.94 


s 8 pés e 


6.95. A viga em balanço tem espessura de 4 pol e largura 
variável descrita pela função y = 2[(x + 2)/4]°?, onde x é 
dado em polegadas. Determinar a tensão de flexão máxima 
no centro da viga. 








50 pol — - 


Problema 6.95 


ie ig a 0 


6.5 Firxão ASSIMÉTRICA 


Ao desenvolver a fórmula da flexão, impusemos a condição de que a área 
da seção transversal fosse simétrica em relação a um eixo perpendicular ao eixo 
neutro; além disso, o momento interno resultante M deveria atuar ao longo 
desse mesmo eixo neutro. Esse é o caso das seções em T ou U mostradas na 
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À 


Š] 








Eixo de simetria 


Eixo de simetria 


EST o neutro 


Figura 6.31 


Figura 6.31. Todavia, tais condições são desnecessárias e aqui vamos mostrar 
que a fórmula da flexão também pode ser aplicada tanto a uma viga com área 
da seção transversal de qualquer formato como a uma viga que tenha momento 
interno resultante atuando em qualquer direção. 


Momento Aplicado ao Longo do Eixo Principal. Consideremos que a 
seção transversal da viga tenha um perfil assimétrico como a da Figura 6.32a. 
Como na Seção 6.4, o sistema de coordenadas mão direita x, y, z é estabelecido 
de tal maneira que a origem encontra-se no centróide C da seção transversal 
e o momento interno resultante M atua ao longo do eixo +z. A distribuição 
de tensão que atua sobre toda a área da seção transversal precisa ter força 
resultante nula, momento interno resultante em torno do eixo y nulo e mo- 
mento interno resultante em torno do eixo z igual a M.? Essas três condições 
podem ser expressas matematicamente considerando-se a força que atua sobre 
o elemento infinitesimal dA localizado em (0, y, z) (Figura 6.32). Essa força 
é dF = o dA e temos, portanto: 


Fr = DF, ye o dA (6.14) 
(Mp): = EM,; M= f -yo dA (6.16) 
A 


Como mostrado na Seção 6.4, a Equação 6.14 é satisfeita, uma vez que o 
eixo z passa pelo centróide da área da seção transversal. Além disso, como 
o eixo z representa o eixo neutro da seção transversal, a deformação normal 
variará linearmente de zero, no eixo neutro, ao máximo em um ponto localiza- 
do à maior distância, y = c, da coordenada y do eixo neutro (Figura 6.32b). 
Desde que o material comporte-se de maneira linear-elástica, a distribuição de 
tensão normal sobre a seção transversal também será linear, de modo que o = 
—(y/C)omax (Figura 6.32c). Quando se substitui essa equação pela 6.16 e 
integra-se, obtém-se a fórmula da flexão máx = Mc/I. Se a substituímos pela 
Equação 6.15, obtemos: 


—O máx 
0 = — é Í yz dA 
c A 


que requer: 


f yzdA=0 
A 


Distribuição da deformação normal Distribuição da tensão de flexão 
(vista lateral) (vista lateral) 


6) (c) 





Figura 6.32 


2 A condição de que os momentos em torno do eixo y sejam nulos não foi considerada na Seção 
6.4, uma vez que a distribuição flexão-tensão era simétrica em relação ao eixo y e, assim, tal distri- 
buição de tensão automaticamente produzia momento nulo em torno do eixo y. Ver a Figura 6.26c. 


Essa integral é chamada produto de inércia da área. Como indicado no 
Apêndice A, ela na verdade será nula caso os eixos y e z sejam escolhidos 
como eixos de inércia principais da área. Em uma área de formato arbitrário, 
pode-se sempre determinar a orientação dos eixos principais usando tanto as 
equações de transformação de inércia como o círculo de inércia de Mohr, 
como explicado no Apêndice A, Seções A.4 e A.5. No entanto, se a área tiver 
um eixo de simetria, os eixos principais poderão ser estabelecidos facilmente 
uma vez que são sempre orientados ao longo do eixo de simetria e perpen- 
dicularmente a ele. 

Resumindo, as equações 6.14 a 6.16 serão sempre satisfeitas, independen- 
temente da direção do momento M aplicado. Como exemplo, consideremos os 
elementos mostrados na Figura 6.33. Em cada caso, y e z estabelecem que a 
origem dos cixos principais de inércia da seção transversal localiza-se no 
centróide da área. Nas Figuras 6.334 e 6.33b, os eixos principais são localizados 
por simetria; nas Figuras 6.33c e 6.33d, sua orientação é determinada pelos 
métodos do Apêndice A. Como M é aplicado em torno de um dos eixos 
principais (eixo z), a distribuição de tensão é determinada pela fórmula da 
flexão, o = My/T,, e mostrada para cada caso. 
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Figura 6.33 


Momento Aplicado Arbitrariamente. Algumas vezes um elemento é carre- 
gado de tal modo que o momento interno resultante não atua em torno de um 
dos eixos principais da seção transversal. Quando isso ocorre, o momento deve 
ser primeiro desdobrado em componentes direcionados ao longo dos eixos 
principais. A fórmula da flexão é usada então para determinar a tensão normal 
sobre cada momento componente. Finalmente, usando o princípio da superposi- 
ção, podemos determinar a tensão normal resultante. 

Para tal, consideremos que a viga tenha seção transversal retangular e 
esteja sujeita ao momento M (Figura 6.344). Nesse caso, M forma um ângulo 
0 com o eixo principal z. Suponhamos que 6 seja positivo quando está 
direcionado do eixo +z para o eixo +y, como mostrado. Desdobrando M em 
componentes, ao longo dos eixos z c y, temos M, = M cos 6e M, = M sen 6, 
respectivamente. Cada um desses componentes é mostrado separadamente nas 
seções tranversais das Figuras 6.34b e 6.34c. As distribuições normal-tensão que 
M e seus componentes M; e M, produzem são mostradas nas Figuras 6.34d, 
6.34e e 6.34f, respectivamente. Aqui se assume que (O)máx > (0' max: Por 
inspeção, as tensões máximas de tração e compressão [(0;)máx + (O )máx] 
ocorrem em dois cantos opostos da seção transversal (Figura 6.34d). 

Aplicando a fórmula da flexão a cada momento componente nas Figuras 
6.34b e 6.34c, podemos expressar a tensão normal resultante em qualquer ponto 
da seção transversal (Figura 6.34d), em termos gerais, como: 


My My | 
ns e I, (6.17) 








o = 








(b) 
Figura 6.34 
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onde: 
o = tensão normal no ponto 

y y, z = coordenadas do ponto medidas nos eixos x, y, z, as quais se originam 
no centróide da área da seção transversal e formam um sistema de 
coordenadas mão direita; o eixo x é direcionado para fora da seção 
transversal, e os eixos y e z representam, respectivamente, os eixos 

principais do momento de inércia mínimo e máximo da área 
M,, M, = componentes do momento interno resultante direcionados ao longo 
dos eixos principais y e z; são positivos se direcionados ao longo dos 
! eixos +y e +z; caso contrário, são negativos — ou dito de outra 
maneira, M, = M sen 8 e M, = M cos 0, onde 0 é positivo no sentido 

(e) do eixo +z para o eixo +y 
L, IL, = momentos de inércia principais calculados, respectivamente, em torno 
dos eixos y e z. Consultar o Apêndice A. 





M,=Msen8 


Como observado anteriormente, quando se aplica essa equação é muito 
importante que os eixos x, y e z formem um sistema mão direita e que os sinais 
algébricos apropriados sejam atribuídos aos momentos componentes e às 
coordenadas. A tensão resultante será de tração se for positiva e de compressão 
se negativa. 


Orientação do Fixo Neutro. O ângulo æ do eixo neutro na Figura 6.34d é 
determinado aplicando-se a Equação 6.17 com o = 0, uma vez que, por 
definição, nenhuma tensão normal atua sobre o eixo neutro. Temos: 





y 





Como M, = M cos 0 e M, = M sen 6, então: 


MeT 
yai ESK (6.18) 


Essa é a equação da reta que define o eixo neutro da seção transversal. 
Como o declive dessa reta é æ = y/z, então: 





(6.19) 


(Omin à P E T r ps 
| Essa expressão mostra que na flexão assimétrica o ângulo 0, que define a 


direção do momento M (Figura 6.344), não é igual a a, o ângulo que define a in- 
clinação do cixo neutro (Figura 6.34d), a menos que F, = 1,. Em vez disso, se, 
como na Figura 6.344, o eixo y for escolhido como eixo principal do momento 
de inércia mínimo, e o eixo z for escolhido como eixo principal do momento de 





D inércia máximo, de modo que 1, < L, então pela Equação 6.19 poderemos 
concluir que o ângulo a, medido como positivo no sentido do eixo +z para o 
Figura 6.34 eixo +y, localiza-se entre a reta de ação de M e o eixo y, isto é, 0 = œ = 90°. 


PoNTOS IMPORTANTES 


e A fórmula da flexão é aplicada somente quando a flexão ocorre em torno de eixos que representam os eixos de 
inércia principais da seção transversal. Esses eixos têm origem no centróide e são direcionados ao longo do eixo 
de simetria, se houver um, e perpendicularmente a ele. 


e Se aplicado em torno de algum eixo arbitrário, o momento deve ser desdobrado em componentes ao longo de 
cada eixo principal. Assim, a tensão em determinado ponto será calculada pela superposição da tensão que cada 
componente do momento provoca. 
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EXEMPLO 6.18 





A seção transversal retangular mostrada na Figura 6.35a está submetida a 
um momento fletor M = 12 kN - m. Determinar a tensão normal desenvolvida 
em cada canto da seção e especificar a direção do eixo neutro. 


SOLUÇÃO 


Componentes do Momento Interno. Por inspeção, vê-se que os eixos y e 
z representam os eixos de inércia principais, uma vez que são eixos de simetria 
da seção transversal. Conforme requerido, definimos o eixo z como o eixo 
principal do momento de inércia máximo. O momento foi desdobrado nos seus 
componentes y e z, onde: 





SM = 12 kNm 
— 


M, = —Ś(12 KN : m) = —9,60 KN + m 
M, = “(12 kN -m) = 7,20 kN - m y 


Propriedades da Seção. Os momentos de inércia em torno dos eixos y e z são: 


ta) 


Figura 6.35 


L= (04 m)(0,2 m)? = 0,2667(1072) m4 
L= 02 m)(0,4 m)? = 1,067(107°) mé 


Tensão de Flexão. Assim: 





= -M2 , Mz 
E “a 


—9,60(10°) N - m(—0,1 m) 





_ _7,20(10°) N - m(0,2 m) i 

















TB 1,067(10) m? 0,2667(107°) mf Rea Boni 
G ROS = ASS Ma 
0 a = DOS Ma 
E RT = 485 Ma 


A distribuição de tensão normal resultante foi desenhada com base nesses 
valores (Figura 6.35b). Como a superposição se aplica, a distribuição é linear 


conforme mostrado. 









M = 12 kNm 
fa 
4,95 MPa A) 
A 3 
A 
52,25 MPa i 

225 MPa , f 8=-53,1 
Dea: N | a=-194º 
PAL” gAn MPa 





(b) 
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Direção do Eixo Neutro. A localização z do eixo neutro (EN) (Figura 6.35b) 
pode ser estabelecida por proporção. Ao longo da borda BC, é preciso que: 


2,25 MPa — 4,95 MPa 


z (02m-z) 
0,450 — 2,257 = 4,95z 
z = 0,0625 m 


Da mesma maneira, essa também é a distância de D ao eixo neutro na 
Figura 6.35b. 

Podemos também estabelecer a direção do EN por meio da Equação 6.19, 
usada para especificar o ângulo a que o eixo faz com z ou com o eixo principal 
máximo. De acordo com a nossa convenção de sinal, 6 deve ser medido do eixo 
+z para o eixo +y. Por comparação, na Figura 6.35c, O = —tg7! 4 = —53,1° (ou 
0 = +306,9°). Assim: 


ga-Etgo 
Be. 


y 
1,067(107°) mí a 
tg æ = 0,266110 °} m? tg(—53,1°) 


a = —79,4° Resposta 


Esse resultado é mostrado na Figura 6.35c. Usando o valor de z calculado 
anteriormente, verificar que se obtém a mesma resposta pela geometria da 
seção transversal. 





EXEMPLO 6.19 





A viga em T está submetida ao momento fletor de 15 kN - m como mostra 
a Figura 6.364. Determinar a tensão normal máxima na viga e a direção do eixo 






neutro. 
30 j= 
PNS 
=- ES 
100 mm : 1N- M = 15 kN.m 
y 
X 
(a) 

SOLUÇÃO 


Componentes do Momento Interno. Os eixos y e z são eixos de inércia 
principais. Por quê? Pela Figura 6.364, ambos os componentes do momento são 
positivos. Temos: 
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M; = (15 kN -m) cos 30º = 12,99 kN -m 
M, = (15 KN ; m) sen 30º = 7,50 kN :m 


Propriedades da Seção. Em relação à Figura 6.36b, trabalhando com 
unidades métricas, temos: 





sza [0,05 mJ(0,100 m)(0,04 m) + [0,115 m](0,03 m)(0,200 m) 
SA (0,100 m) (0,04 m) + (0,03 m)(0,200 m) 





z= 







= 0,0890 m pos 


Usando o teorema dos eixos paralelos do Apêndice A, Z = I + Ad?, os 
momentos de inércia principais são, portanto: oomi 


0.080 E 








Le +5(0,100 m)(0,04 m)? + (0,03 m)(0,200 m)? = 20,53(10-S)mf 





1, = [SODA m)(0,100 mi)? + (0,100 m)(0,04 m)(0,0890 m — 005 m| i 


(b) 


E [00200 m)(0,03 m)? + (0,200 m)(0,03 m)(0,115 m — 0,0890 m] 


= 13,92(1076) mê 


Tensão de Flexão Máxima. Os componentes do momento são mostrados 
na Figura 6.36c. Por inspeção, o maior esforço de tração ocorre no ponto B, 
visto que por superposição ambos os componentes do momento criam esforço 
de tração. Da mesma maneira, o maior esforço de compressão ocorre no ponto 
C. Então, 

M. 

o= dra + My 
Iz ly 
7,50 KN -m (—0,100 m) 12,99 EN - m(0,0410 m) 











ia 20,5310) m?  * 13200)m 
= 74,8 MPa 
7,50 kN : m (0,020 m) 12,99 kN : m (—0,0890 m) 
Gege = 


20,5310) m + 13,92(10 9) m? 
—90,4 MPa Resposta 


Por comparação, a maior tensão normal é, portanto, de compressão e 
ocorre no ponto C. 


FA 


m= 0,100 = 7,50 kNm 








B 


12,99 kN-m 


— y 


0,0410 m 





(c) (d) 
Figura 6.36 
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Direção do Eixo Neutro. Ao aplicar a Equação 6.19 é importante assegurar- 
se de que os ângulos a e 6 sejam definidos corretamente. Como já dito, y deve 
representar o eixo de momento de inércia principal mínimo e z, o eixo de 
momento de inércia principal máximo. Esses eixos estão posicionados 
apropriadamente aqui, visto que 7, < J}. De acordo com tal configuração, 0 e 
a são positivos no sentido do eixo +z para o eixo +y. Portanto, pela Figura 
6.364, 0 = +60º. Assim: 
20,53(107º) mt 


t = 
Eo ( 13,92(109) m! 
a = 68,6º 





tg 60º 


Resposta 


O eixo neutro é mostrado na Figura 6.36d. Como esperado, localiza-se 
entre o eixo y e a linha de ação de M. 





EXEMPLO 6.20 


100 mm 
HH 
me 






300 mm J 


(a) 


0.200 m 0,350 m 








Figura 6.37 





A seção em Z mostrada na Figura 6.37a está submetida ao momento fletor 
M = 20 kN - m. De acordo com os métodos do Apêndice A (consultar os 
exemplos A.4 ou A.5), os eixos principais y e z estão orientados como mostrado, 
de modo tal que representam os momentos de inércia principais mínimo e 
máximo, 1, = 0,960(10"*) mí e I, = 7,54(107°) mt, respectivamente. Determi- 
nar a tensão normal no ponto P e a direção do eixo neutro. 


SOLUÇÃO 


Para se usar a Equação 6.19, é importante que o eixo z seja o eixo principal 
do momento de inércia máximo, pois a maior parte da área está distante 
daquele eixo. 


Componentes do Momento Interno. Pela Figura 6.37a: 


M, = 20 kN -m sen 57,1° = 16,79 kN : m 
M, = 20 kN -m cos 57,1º = 10,86 kN : m 
Tensão de Flexão. As coordenadas y e z do ponto P devem ser determina- 
das primeiro. Observe que as coordenadas y' e z' de P são (—0,2 m, 0,35 m). 
Usando os triângulos sombreados da construção mostrada na Figura 6.37b, temos: 
yp = —0,35 sen 32,9º — 0,2 cos 32,9° = —0,3580 m 
zp = 0,35 cos 32,9º — 0,2 sen 32,9º = 0,1852 m 
Aplicando a Equação 6.17, temos: 


M; YP M, ZP 
— + 
a L 7, 
(10,86 KN - m)(=0,3580 m) 


7,54(107°) mt 








(16,79 KN - m)(0,1852 m) 
0,960(107°) m4 








= 3,76 MPa Resposta 


A 


Direção do Eixo Neutro. O ângulo 6 = 57,1º é mostrado na Figura 6.374. 


Assim: 
_ [7,54007 mé 
EOT | 0,960(10°) m? 


a = 853º 


fiz 57,1º 


Resposta 


A Figura 6.37b mostra onde está o eixo neutro. 
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| PROBLEMAS 


*6.96. O elemento tem seção transversal quadrada e está 
sujeito ao momento resultante M = 850 N -m como mos- 
trado. Determinar a tensão de flexão em cada canto e 
desenhar a distribuição de tensão produzida por M. Assumir 
que 0 = 45º. 


6.97. O elemento tem seção transversal quadrada e está 
sujeito ao momento resultante M = 850 N m como mostrado. 
Determinar a tensão de flexão em cada canto e desenhar a 
distribuição de tensão produzida por M. Assumir 6 = 30º. 


atos mm . 





M= 850 Nm 


Problemas 6.96/6.97 


6.98. Determinar a intensidade máxima do momento fletor 
M de modo que a tensão de flexão no clemento não exceda 
24 ksi. A localização y do centróide C deve ser determinada. 


6.99. O momento que atua sobre a seção transversal da viga 
T tem intensidade M = 15 kip - pés e a direção mostrada. 
Determinar a tensão de flexão nos pontos A e B. A 
localização y do centróide C deve ser determinada. 





Problemas 6.98/6.99 


*6.100. Se o momento interno que atua sobre a seção 
transversal do suporte tem intensidade M = 800N-me a 
direção mostrada, qual é a tensão de flexão nos pontos A e 
B? A localização z do centróide C da área da seção 
transversal do suporte deve ser determinada. Especificar 
também a orientação do cixo neutro. 


6.101. O momento resultante que atua sobre a seção trans- 
versal do suporte de alumínio tem intensidade M = 800 N -m 
e a direção mostrada. Determinar a tensão de flexão máxima 
no suporte. A localização y do centróide C da área da seção 
transversal do suporte deve ser determinada. Especificar 
também a orientação do eixo neutro. 





Problemas 6.100/6.101 


6.102. A viga de aço duplo em T e em balanço está sujeita 
à força concentrada P em sua extremidade. Determinar a 
máxima intensidade da força de modo que a tensão de flexão 
desenvolvida na seção A não exceda cm = 180 MPa. 


6.103. A viga de aço duplo em T e em balanço está sujeita 
à força concentrada P = 600 N em sua extremidade. Deter- 
minar a tensão de flexão máxima desenvolvida na seção A 
da viga. 


200 mm, 
+ 


10 mm 4- t 
— 
150 mm T mm 
10 mm + 


a 





Problemas 6.142/6.103 


*6.104. A viga de aço tem a área da seção transversal mos- 
trada. Determinar a máxima intensidade de carga distribuída 
w que ela pode suportar, de modo que a tensão de flexão não 
exceda omax = 22 ksi. 


6.105. A viga de aço tem a área da seção transversal 
mostrada. Se w = 5 kip/pé, determinar a tensão de flexão 
máxima absoluta na viga. 











0,30 pol 
10 pol 
0,30 pol 


A 
= ET 


F 


Problemas 6.109/6.105 
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6.106. Como mostrado, o eixo de 30 mm de diâmetro está 
submetido às cargas vertical e horizontal das duas polias. Ele 
é apoiado por dois mancais em A e B que não oferecem 
resistência a cargas axiais. Além disso, supõe-se que o acopla- 
mento do motor em C não lhe ofereça qualquer apoio. Deter- 
minar a tensão de flexão máxima desenvolvida no eixo. 


6.107. Como mostrado, o eixo está submetido às cargas 
vertical e horizontal das duas polias D e E. Ele é apoiado por 
dois mancais em A e B que não oferecem resistência a carga 
axial. Além disso, supõe-se que o acoplamento do motor em 
C não lhe ofereça qualquer apoio. Qual diâmetro o eixo d 
precisará ter se a tensão de flexão admissível para o material 
for Caim = 180 MPa. 






A 


SS 60mm 


150 N 50 N 


Problemas 6.106/6.107 


*6.108. O eixo de aço de 65 mm de diâmetro está submetido 
a duas cargas que atuam nas direções mostradas. Se os 
mancais em A e B não exercerem força axial sobre o eixo, 
qual será a tensão de flexão máxima absoluta nele de- 
senvolvida? 


6.109. O eixo de aço está submetido a duas cargas que 
atuam nas direções mostradas. Se os mancais em 4 e B não 
exercerem força axial sobre o eixo, qual diâmetro ele 
precisará ter, supondo que a tensão de flexão admissível seja 
Taam = 180 MPa? 


4kN 





Problemas 6.108/6.109 


6.110. Consideremos o caso geral de uma viga prismática 
submetida aos componentes de momento fletor M, e M,, como 
mostrado, e na qual os eixos x, y, z passam através do cen- 
tróide da seção transversal. Se o material for linear-elástico, 
a tensão normal na viga será uma função linear da localização, 
talqueo = a + by + cz. Usando as condições de equilíbrio 
0=f,odA,M, = JazodA,M, = fa — yo dA, determinar 
as constantes a, b e c e mostrar que a tensão normal tam- 
bém pode ser dada pela equação o = [—(M,1,+ M,1,)y 


yo yz 
+ (M, + MA) z]/; kR- 1%), cujos momentos e pro- 





Problema 6.110 


6.111. De acordo com as técnicas descritas no Apêndice A 
(exemplos A.5 ou A.6),a seção Z tem os momentos de inércia 
principais 7, = 0,060(107°) m‘ e Ty = 0,471(107°) mf, calcula- 
dos em torno dos eixos de inércia principais y’ e z’, respec- 
tivamente. Se a seção for submetida ao momento M = 250 
N -m direcionado horizontalmente como mostrado, qual será 
a tensão de flexão produzida no ponto 4? Resolver o 
problema usando a Equação 6.17. 


*6.112. Resolver o Problema 6.111 usando a equação 
desenvolvida no Problema 6.110. 





ba 





- 











ig 50 mm 


Problemas 6.111/6.112 


300 mm 


6.113. De acordo com as técnicas descritas no Apêndice A 
(exemplos A.5 ou A.6), a seção Z tem os momentos de inércia 
principais, Zy = 0,060(10"*) mf e Iy = 0,471(10*) mº, calcula- 
dos em torno dos eixos de inércia principais y e z’, 
respectivamente. Se a seção for submetida ao momento M = 
250 N - m direcionado horizontalmente como mostrado, qual 
será a tensão de flexão produzida no ponto B? Resolver o 
problema usando a Equação 6.17. 






50 mm 


50 mm 





300 mm Ba E 


Problema 6.113 





dutos de inércia são definidos no Apêndice A. | 


"6.6 ViGas COMPOSTAS 


As vigas construídas com dois ou mais materiais são chamadas vigas 
compostas. Os exemplos incluem as feitas de madeira com tiras de aço nas 
partes inferior ou superior (Figura 6.384) ou, mais comumente. as vigas de 
concreto reforçadas com barras de aço (Figura 6.38b). Os engenheiros 
projetam vigas desse modo propositadamente, a fim de criar um modo mais 
eficiente de suportar as cargas aplicadas. Por exemplo: foi mostrado na 
Seção 3.3 que o concreto é excelente para suportar o esforço de compressão, 
mas resiste pouco ao de tração. As barras de aço mostradas na Figura 6.38b 
foram colocadas na zona de tensão da seção transversal da viga, a fim de 
resistir aos esforços de tração que resultam do momento M. 

Como foi desenvolvida para vigas de material homogêneo, a fórmula da 
flexão não pode ser aplicada diretamente para determinar a tensão normal em 
uma viga composta. Entretanto, nesta seção, desenvolveremos um método para 
“transformar” a seção transversal, de modo que ela pareça ser feita de um único 
material. Uma vez processada a modificação, a fórmula da flexão pode então 
ser usada para analisar a tensão. 

Para explicar como aplicar o método da seção transformada, conside- 
remos a viga composta feita de dois materiais, 1 e 2, com as seções transversais 
mostradas na Figura 6.39. Se for aplicado um momento fletor nessa viga, 
assim como ocorre na viga homogênea, a área total da seção transversal 
permanecerá plana após a flexão c, portanto, as deformações normais variarão 
linearmente de zero no eixo neutro ao máximo no material mais afastado 
desse eixo (Figura 6.39b). Desde que o material tenha comportamento lincar- 
elástico, a lei de Hooke aplica-se e assim, em qualquer ponto, a tensão normal 
no material 1 será determinada por o = Ee. Da mesma forma, a distribuição 
de tensão no material 2 será encontrada por o = E,e. Obviamente, se o 
matcrial 1 for mais rígido que o 2 — por exemplo, aço versus borracha —, a 
maior parte da carga será suportada por ele, visto que E, > Ez. Supondo que 
esse seja o caso, a distribuição de tensão terá a aparência mostrada nas figuras 
6.39c ou 6.39d. Observe o salto na tensão que ocorre na junção dos materiais. 
Aqui a deformação é a mesma, mas, como o módulo de elasticidade ou rigidez 
dos materiais muda subitamente, a tensão também muda. Para localizar o 
eixo neutro e determinar a tensão máxima na viga, com base nessa distri- 
buição de tensão, usamos o procedimento de tentativa e erro. Isso requer a 
satisfação de duas condições: a distribuição de tensão deve produzir uma força 
resultante nula na seção transversal, e o momento da distribuição de tensão 
em torno do eixo neutro deve ser iguala M. 

O modo mais simples de satisfazer a essas duas condições, no entanto, é 
transformar a viga, de modo que ela pareça ser feita de um único material, Por 
exemplo: se a viga consistir inteiramente do material 2 menos rígido, a seção 
transversal terá a aparência mostrada na Figura 6.39. Nesse caso, a altura h 
da viga permanecerá a mesma, uma vez que a distribuição da deformação 
mostrada na Figura 6.39h deve ser preservada. Entretanto, a porção superior 
da viga se alargará a fim de suportar uma carga equivalente à suportada pelo 
material 1, mais rígido (Figura 6.39d). A largura necessária é determinada 
considerando-se a força dF que atua na área dA = dz dy da viga (Figura 6.394). 
A força é dF = o dA = (Eye)dz dy. Por outro lado, se a largura de um elemento 
correspondente de altura dy na Figura 6.39e for n dz, então dF’ = d dA' = 
(Eseln dz dy. Calculando essas forças, de modo que produzam o mesmo 
momento em torno do eixo z, temos: 


Ee dz dy = Een dz dy 
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a 


Chapas de aço 


Barras de aço para reforço 
(b) 
Figura 6.38 





Material 
rigido | 







Material 
menos rígido 2 





Variação da deformação normal 
(vista lateral) 


(b) 





Variação da tensão de flexão 
(vista lateral) 


(c) 





Variação da tensão de flexão 
(d) 
Figura 6.39 
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b= nb 





Hã =n'h 
Viga transformada em material (1) 
(mn 





Variação da flexão-tensão da viga 
transformada em material (2) 
(g) 





Variação da flexão-tensão da 
viga transformada em material D) 


w 
Figura 6.39 


PONTOS IMPORTANTES 


ou 


aE 


n= 


(6.20) 


O número adimensional n é chamado fator de transformação. Ele 
indica que a seção transversal de largura b na viga original (Figura 6.39a) 
deve ser aumentada para a largura b2 = nb na região em que o material 1 
está sendo transformado em material 2 (Figura 6.39e). De maneira similar, 
se o material 2, menos rígido, for transformado no material 1, mais rígido, 
a seção transversal terá a aparência da Figura 6.39f. Aqui a largura do 
material 2 mudou para b, = n'b, onde n’ = E,/E,. Observe que nesse caso 
o fator de transformação n' deve ser menor que um, uma vez que E; 
> E,. Em outras palavras, precisamos de menos material mais rígido para 
suportar um dado momento, 

Uma vez que a viga foi transformada em uma viga de material único, a 
distribuição de tensão normal sobre a seção transversal transformada será 
linear, como mostrado nas figuras 6.39g ou 6.39h. Conseqientemente, o 
centróide (eixo neutro) e o momento de inércia da área transformada podem 
ser determinados e a fórmula da flexão aplicada da maneira usual, para 
determinar a tensão em cada ponto da viga transformada. Perceba que a tensão 
na viga transformada é equivalente à tensão no mesmo material da viga 
verdadeira. Para o material transformado, no entanto, a tensão encontrada na 
seção transformada tem de ser multiplicada pelo fator de transformação n (ou 
nº, visto que a área do material transformado, dA" = n dz dy, é n vezes a área 
do material verdadeiro dA = dz dy. Ou seja: 


dF = o dA = o dA 
o dz dy = d'n dz dy 
o= no (6.21) 


Os exemplos 6.21 e 6.22 ilustram numericamente a aplicação do método 
da seção transformada. 


e Vigas compostas são feitas de materiais diferentes a fim de suportar eficientemente a carga. A aplicação da fór- 
mula da flexão requer que o material seja homogêneo e, desse modo, a seção transversal da viga deve ser trans- 
formada, de maneira que pareça feita de um único material. Só assim pode-se usar a fórmula para calcular a 


tensão de flexão. 


e O fator de transformação é uma relação entre os módulos dos diferentes materiais que compõem a viga. Usado 
como multiplicador, converte as dimensões da seção transversal da viga composta naquelas pertencentes a uma 
viga feita de um único material, de modo que esta viga tenha a mesma resistência da viga composta. O material 
rígido é, assim, substituído por maior quantidade de material mais mole e vice-versa. 


e Uma vez determinada a tensão na seção transformada, ela deve ser multiplicada pelo fator de transformação 
para se obter a tensão na viga verdadeira. 
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EXEMPLO 6.21 


Uma viga composta é feita de madeira e reforçada com uma tira de aço 
em sua parte inferior. Ela tem a seção transversal mostrada na Figura 6.404. 
Se for submetida ao momento fletor M = 20 kN - m, qual será a tensão normal 
nos pontos B e C? Adotar Emag = 12 GPa e Eaço = 200 GPa. 








20 mm 


Figura 6.40 
SOLUÇÃO 


Propriedades da Seção. Apesar de a escolha ser arbitrária, nesse caso vamos 
transformar a seção em uma feita inteiramente de aço. Como o aço tem maior 
rigidez que a madeira (Eaço > Emaa), a largura da madeira deve ser diminuída 
para uma largura equivalente ao aço. Portanto, n deve ser menor que um. Por 
ser esse 0 caso, n = E,,aa/ Eacos de modo que: 


12 GPa 
200 GPa 
A seção transformada é mostrada na Figura 6.40. 


A localização do centróide (cixo neutro), calculada a partir de um eixo de 
referência localizado na parte inferior da seção, é: 








baço = Ubid (150 mm) = 9 mm 


s54 _ [0,01 m](0,02 m)(0,150 m) +[0,095 m](0,009 m)(0,150 m) 


SA 0,02 m(0,150 m) +0,009 m(0,150 m) 





= 0,03638 m 


O momento de inércia em torno do eixo neutro é, portanto: 


len= B (0,150 m) (0,02 m)? + (0,150 m)(0,02 m)(0,03638 m — 0,01 m| 


+ + (0,009 m)(0,150 m)? + (0,009 m)(0,150 m)(0,095 m — 0,03638 m| 
= 9,358(10 9) mî 





1,71 MPa 






350 MPa i 3,50 MPa 


a? i \ 
K 7,78 MPa a] K 
(c) (d) 





7,78 MPa 
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Tensão Normal. Aplicando a fórmula da flexão, temos que a tensão normal 
em B'eCé: 


2 KN - m(0,170 m — 0,03638 m) 








Cp = 9,358(1075) mê = 28,6 MPa 
2 kN - m(0,03638 m) 
de = + 935810) m? 7 7,78 MPa Resposta 


A distribuição de tensão normal na seção transformada (toda de aço) é 
mostrada na Figura 6.40c. 

A tensão normal na madeira, localizada em B na Figura 6.404, é 
determinada pela Equação 6.21; ou seja, 


op = nop = na (28,56 MPa) = 1,71 MPa Resposta 

Usando esses conceitos, mostrar que a tensão normal no aço e na madeira 

no ponto em que estão em contato é Faço = 3,50 MPa e Oya = 0,210 MPa, 

respectivamente. A distribuição de tensão normal na viga verdadeira é mos- 
trada na Figura 6.40d. 





A fim de reforçar a viga de aço, colocou-se entre seus flanges uma tábua 
de carvalho como mostra a Figura 6.414. Se a tensão normal admissível do aço 
É (Gadmaço = 24 ksi e da madeira (Cadm)maa = 3 ksi, qual momento fletor 
máximo a viga pode suportar, com e sem o reforço? Eaço = 29(10") ksi, Emad = 
1,60(10°) ksi. O momento de inércia da viga de aço é I, = 20,3 pol”, e sua área 
da seção transversal é A = 8,79 pol’. 


0,662 pol 
4 














200 pol 0,200 pol 


(a) (b) 
Figura 6.41 
SOLUÇÃO 


Sem a Tábua. Nesse caso, o eixo neutro coincide com o eixo z. A aplicação 
direta da fórmula da flexão à viga de aço dá: 


Mec 
(Cadmaço = TA 
E M(4,200 pol) 
24 k P= 
PDS 20,3 polé 


M = 116 kip - pol Resposta 
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Coma Tábua. Como agora temos uma viga composta, devemos transformar 
a seção em um material único. Será mais fácil transformar a madeira em uma 
quantidade equivalente de aço. Para fazer isso,n = E, a/ Euco- Por quê? Assim, 
a largura da quantidade de aço equivalente é: 


= 1,60(10°) ksi 
29(10°) ksi 





Daço Ta Nb maa (12 pol) = 0,662 pol 


A seção transformada é mostrada na Figura 6.41b. O eixo neutro está em: 


5A  [0](8.79 pol) + [2,20 pol](4 pol)(0,662 pol) 
-ZA 8,79 pol? + 4(0,662 pol?) 
= 0,5093 pol 


O momento de inércia em torno do eixo neutro é: 








I = [20,3 pol” + (8,79 pol?)(0,5093 pol)?] + 
A 0,662 pol)(4 pol)? + (0,662 pol)(4 pol)(2,200 pol — 0,5093 pol)? 
12 P p 
= 33,68 pol 


A tensão normal máxima no aço ocorre na parte inferior da viga (Figura 
6.41b). Aqui c = 4,200 pol + 0,5093 pol = 4,7093 pol. O momento máximo 
baseado na tensão admissível para o aço é, então: 


Mc 
(Fadmaço = I 
M(4,7093 pol) 
24 kip/pob = 1 po 
ip/pol 33,68 pol 


M = 172 kip - pol 
A tensão normal máxima na madeira ocorre no topo da viga (Figura 6.41b). 
Aqui č = 4,20 pol — 0,5093 pol = 3,6907 pol. Como Cmad = nGaco, O momento 
máximo baseado na tensão admissível para a madeira é: 
Mel 
(Tadm)mad =n I 
. 1,60(10°) ksi | M’ (3,6907 pol) 
k É poe > f , 
3 kippo | 29(10º) ksi | 33,68 pol? 
M = 496 kip - pol 
O momento máximo é limitado pela tensão admissível no aço. Então, por 
comparação: 








M = 172 kip - pol Resposta 


Observe também que, ao usar a tábua como reforço, conseguimos que a 
resistência da viga ao momento aumente 48%. 
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*6.7 VIGAS DE CONCRETO ARMADO 


Todas as vigas submetidas a flexão pura devem resistir aos esforços de 
tração e compressão. O concreto, entretanto, é muito suscetível a fraturas 
quando está sob tensão e, portanto, por si só não seria adequado para resistir 
a um momento fletor.? A fim de contornar essa deficiência, os engenheiros 


“A inspeção de seu diagrama particular de tensão-deformação (Figura 3.11) revela que o con- 
creto pode ser 12,5 vezes mais resistente na compressão que na tração. 
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Concreto partido 
nesta região (suposição) 
(b) 







b 









N 


] 
(c) 
Figura 6.42 


EXEMPLO 6.23 


60 kip-pés 





baras de 1 pol 2 pol 
de diâmetro 


(a) 


ligura 6.43 








colocam barras de aço para reforço no interior da viga de concreto, no local 
em que o material sofre tensão (Figura 6.424). Para melhores resultados, as 
barras são colocadas o mais longe possível do eixo neutro da viga, de modo 
que o momento criado pelas forças nelas desenvolvidas seja maior em torno 
do eixo neutro. Por outro lado, é preciso cobrir as barras com concreto, para 
protegê-las contra corrosão ou perda de resistência no caso de incêndio. No 
projeto, a capacidade do concreto para suportar carga de tração é desprezada, 
uma vez que sua possível fratura é imprevisível. Como consequência, supõe-se 
que a distribuição da tensão normal que atua sobre a área da seção transversal 
de uma viga de concreto armado tenha a aparência mostrada na Figura 6.42b. 

Para analisar a tensão, precisamos localizar o cixo neutro e determinar a 
tensão máxima no aço e no concreto. Assim, a área do aço Aaço é primeiro 
transformada em área equivalente de concreto, por meio do fator de trans- 
formação n = Eso/Ec. Essa relação, que dá n > 1, foi escolhida porque é 
necessária uma quantidade de concreto ‘maior’ para substituir o aço. A área 
transformada é nAÁaço, € a seção transformada tem a aparência mostrada na 
Figura 6.42c. Aqui d representa a distância do topo da viga até o aço (trans- 
formado), b é a largura da viga e h é a distância, ainda desconhecida, do topo 
da viga até o eixo neutro. Podemos obter A” usando o fato de que o centróide 
C da área da seção transversal da seção transformada fica no eixo neutro 
(Figura 6.42c). Portanto, em relação ao eixo neutro, o momento das duas áreas, 
yA, deve ser nulo, visto que y = 2)4/2A = 0. Então: 


or(#) - nAxold —W') = 0 


he + nach! — nAgçod = O 


Uma vez obtido K’ por meio dessa equação quadrática, a solução prossegue 
da maneira usual para se obter a tensão na viga. 





A viga de concreto armado tem a área da seção transversal mostrada na 
Figura 6.434. Se ela for submetida ao momento fletor M = 60 kip - pés, qual 
será a tensão normal em cada barra de aço e a tensão normal máxima no 
concreto? Adotar Eao = 29(10º) ksi e E. = 3,6(10°) ksi. 


SOLUÇÃO 


Como a viga é feita de concreto, na análise que se segue desprezamos sua 
resistência a esforço de tração. 


Propriedades da Seção. A área total do aço Aaço = 2[7(0,5 pol)?] = 1,571 po 


será transformada em uma área de concreto equivalente (Figura 6.43b). Nesse 
caso, 


29(10º) ksi 
3,6(10º) ksi 


O centróide deve se localizar no eixo neutro. Assim, EYA = 0, ou: 





A! = nÃaço = (1,571 pol) = 12,65 pol? 


12 pol) — 12,65 pol? (16 pol- W’) = 0 
k? +2,11% — 337 =0 
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Calculando a raiz positiva: 


12 pol + 
kW = 4,85 pol I | 
Com esse valor de A”, o momento de inércia da seção transformada, É a 
calculado em torno do cixo neutro, é: y Cc i 
| 4,85 pol ? EESEEEREEA 
-5 (12 pol)(4,85 pol)? + 12 pol(4,85 pol) “85 Pol] Veng pol? 
+ 12,65 pol?(16 pol — 4,85 pol)? (b) 


= 2.029 pol 
Tensão Normal. Aplicando a fórmula da flexão à seção transformada, temos 
que a tensão normal máxima no concreto é: 


[60 kip - pés(12 pol/pé)](4,85 pol) 
(O) máx ai 2.029 pol 





= 1,72 ksi Resposta 


A tensão normal resistida pela tira de “concreto”, que substituiu o aço, é: L72 ki CR 


[60 kip - pés(12 pol/pé)I(16 pol — 4,85 pol) 











g3 2.029 polí ode 
A tensão normal em cada barra de reforço é, portanto: 
, ( 29(10º) ksi A 
Oaço = nO = 3,610) ksi 3,96 ksi = 31,9 ksi Resposta 319 ksi 
(o) 
A distribuição de tensão normal é mostrada graficamente na Figura 6.43c. Figura 6.43 





* 6.8 Vigas CURVAS 


A fórmula da flexão só se aplica a elementos prismáticos retos, pois, como 
mostrado, em um elemento assim a deformação normal varia linearmente a 
partir do eixo neutro. Se o elemento for curvo, no entanto, essa hipótese é 
inexata e, logo, devemos desenvolver outra equação que descreva a distribuição 
de tensão. Nesta seção consideraremos a análise de uma viga curva, isto é, um 
elemento que tem eixo curvo e está sujeito a flexão. Exemplos típicos incluem 
ganchos e elos de correntes. Em todos os casos, os elementos não são delgados; 
em vez disso, têm curva acentuada e as dimensões da seção transversal são 
grandes quando comparadas com seus raios de curvatura. 

A análise a ser considerada supõe que a área da seção transversal seja 
constante e tenha eixo de simetria perpendicular à direção do momento 
aplicado M (Figura 6.444). Além disso, o material deve ser homogêneo e 
isotrópico e comportar-se de maneira lincar-elástica quando a carga é aplicada. 
Como no caso de uma viga reta, admitiremos também, para a viga curva, que 
as seções transversais do elemento permaneçam planas após a aplicação do 
momento. Por fim, qualquer distorção da seção transversal dentro de seu 
próprio plano será desprezada. 

Para realizar a análise, são identificados na Figura 6.44a três raios que 
partem do centro de curvatura O’ do elemento. São eles: 7, que indica a localiza- 
ção conhecida do centróide da área da seção transversal; R, que indica a 
localização ainda não especificada do eixo neutro; e r, que localiza o ponto 
arbitrário ou elemento de área dA na seção transversal. Observe que o eixo 
neutro localiza-se no interior da seção transversal, uma vez que o momento M 
cria compressão nas fibras superiores e tensão nas fibras inferiores da viga e, 
por definição, o eixo neutro é uma reta de tensão e deformação nulas. 





A tensão de flexão neste gancho de 
guindaste é estimada pela fórmula da 
viga curva. 


254 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


Centróide 
Eixo neutro 


























po 
Elemento de área dA F 








(a) 
Figura 6.44 


Se isolarmos um segmento infinitesimal da viga (Figura 6.44b), a tensão 
tenderá a deformar o material até que a seção transversal gire um ângulo 80/2. 
A deformação normal e na tira arbitrária do material, localizada em r, será 
então determinada. A tira tem comprimento original r d0 (Figura 6.44b). 
Devido às rotações 88/2, no entanto, sua mudança total de comprimento será 
ô0(R — r). Consegiientemente, 


SR — r) 
=" a 
r do 
Definindo k = 59/de, que é constante para qualquer elemento, temos: 
R-r 
e= d ) 
E 
Ao contrário do que ocorre com as vigas retas, pode-se ver aqui que a 
deformação normal é uma função não-linear de r; na verdade ela varia de 
maneira hiperbólica. Isso ocorre apesar de a seção transversal da viga per- 
manecer plana após a deformação. Como o momento faz o material com- 


portar-se clasticamente, a lei de Hooke aplica-se e, portanto, a tensão, em função 
da localização, será: 








T= zd” E r) (6.22) 


Essa variação também é hiperbólica e, como agora foi definida, podemos 
determinar a localização do eixo neutro e relacionar a distribuição de tensão 
ao momento interno resultante M. 





(b) 
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Para se obter a localização R do eixo neutro, é preciso que a força interna 
resultante provocada pela distribuição de tensão que atua sobre a seção 
transversal seja nula, isto é: 


FrR=2F, [ odA =0 
A 


R =, 
| Ek 2) dA =0 
A r 
Como Ek e R são constantes, temos: 


Rj da dA =0 
A F A 


Resolvendo em R temos: 





E fa | (6.23) 


Onde: 


R = localização do eixo neutro, especificada a partir do centro de curvatura 
O" do elemento 
A = área da seção transversal do elemento 
r = posição arbitrária do elemento de área dA na seção transversal, espe- 
cificada a partir do centro de curvatura O’ do elemento 


A integral da Equação 6.23 pode ser avaliada para várias geometrias de 
seção transversal. Os resultados de algumas seções transversais comuns estão 
relacionados na Tabela 6.2. 





























Tabela 6.2 


Para que possamos relacionar a distribuição de tensão ao momento fletor 
resultante, o momento interno resultante precisa ser igual ao momento da 
distribuição de tensão calculado em torno do eixo neutro. Pela Figura 6.444, a 
tensão o, que atua sobre o elemento de área dA e localiza-se a uma distância 
y do eixo neutro, cria uma força dF = o dA no elemento e um momento em 
torno do eixo neutro dM = y (o dA). Esse momento é positivo, uma vez que, 
pela regra da mão direita, possui a mesma direção de M. Requer-se para toda 
a seção transversal que M = fyo dA. 
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Como y = R — re o é definido pela Equação 6.22, temos: 
R = 
M= Í (R- ned?) dA 
A F 
Expandindo e lembrando que Ek e R são constantes, temos: 
m= rR | dá or [ da + | r da) 
A E A A 


A primeira integral equivale a A/R como determinado pela Equação 6.23; 
a segunda representa simplesmente a área da seção transversal A. Entendendo- 
se que a localização do centróide da seção transversal é determinada por F = 
J r dA/A, a terceira integral pode ser substituída por FA. Assim, podemos 
escrever: 


M = EkA(P- R) 


Resolvendo em Ek pela Equação 6.22, substituindo pela equação acima e 
resolvendo em o, temos: 






| | 

” | gm | (6.24) 
=". TN . 
H | Ar(r — R) | 
Cmts Onde: 
Variação da tensão de flexão o = tensão normal no membro 

(vista lateral) M = momento interno determinado pelo método das seções e pelas equações 
© de equilíbrio e calculado em torno do eixo neutro da seção transversal; 


esse momento é positivo se tende a aumentar o raio de curvatura do 
elemento, ou seja, tende a balancear o elemento 
A = árca da seção transversal do elemento 
R = distância entre o centro de curvatura e o eixo neutro, determinada pela 
Equação 6.23 
r = distância entre o centro de curvatura e o centróide da área da seção 
transversal 
r = distância entre o centro de curvatura e o ponto em que a tensão o deve 
M ser determinada 





(d) Pela Figura 6.444, y=R—r ou r=R—y. Além disso, a distância 
constante e muito pequena e = F — R. Quando esses valores são substituídos 
pela Equação 6.24, também podemos escrever: 








| My . 
B = ——— 6.25 
a S dF | j Ae(R — y) Ra 
IF G-r | E 
g V As duas últimas equações representam duas formas da chamada fórmula 


da viga curva, que, analogamente à fórmula da flexão, pode ser usada para 
determinar a distribuição de tensão normal em um elemento curvo. Essa 
distribuição, como mencionamos antes, é hiperbólica; um exemplo é mostrado 
nas figuras 6.44c e 6.44d. Como a tensão atua no sentido da circunferência da 
viga, é chamada, algumas vezes, de tensão circunferencial. Deve-se compre- 
ender, entretanto, que, devido à curvatura da viga, essa tensão circunferencial 
cria um componente correspondente de tensão radial, assim chamado porque 
atua na direção radial. Para mostrar como ele se desenvolve, consideremos o 
diagrama de corpo livre mostrado na Figura 6.44e, que representa um segmento 
Figura 6.44 superior do elemento infinitesimal da Figura 6.44b. Nesse caso, a tensão radial 


o 
(e) 
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g, é necessária, uma vez que cria a força dF,, essencial para equilibrar os 
componentes das forças circunferenciais dF, que atuam ao longo da reta O'B. 

Algumas vezes as tensões radiais nos clementos curvos tornam-se sig- 
nificativas, especialmente se o elemento for feito de chapas finas e tiver, por 
exemplo, a forma de I. Nesse caso, a tensão radial pode tornar-se tão grande 
quanto a circunferencial e, consequentemente, o elemento deve ser projetado 
para resistir a ambos os esforços. Na maioria dos casos, porém, esses esforços 
podem ser desprezados, especialmente se a seção transversal do elemento for 
maciça. Nesse caso, a fórmula da viga curva fornece resultados muito próximos 
daqueles determinados tanto por experimentos como pela análise matemática 
baseada na teoria da elasticidade. 

Em geral, a fórmula da viga curva é usada quando a curvatura do clemento 
é muito pronunciada, como no caso de ganchos e anéis. No entanto, se o raio 
de curvatura é maior do que cinco vezes a largura do elemento, usa-se a fórmula 
da flexão para determinar a tensão. Especificamente, no caso de seções 
retangulares nas quais essa relação é igual a 5, a tensão normal máxima, quando 
determinada pela fórmula da flexão, será cerca de 7% menor que seu valor de- 
terminado pela fórmula da viga curva. O erro diminui ainda mais quando a 
relação entre o raio de curvatura c a largura é maior que 5.º 


Pontos IMPORTANTES 


e A fórmula da viga curva deve ser usada para determinar a tensão circunferencial em uma viga quando o raio de 
curvatura for menor do que cinco vezes a largura da viga. 


e Devido à curvatura da viga, a deformação normal na viga não varia linearmente com a largura como no caso de 
uma viga reta. Como resultado, o cixo neutro não passa pelo centróide da seção transversal, 


e O componente da tensão radial provocado pela flexão em geral é desprezado, especialmente se a seção trans- 
versal for maciça e não for feita de chapas finas. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 
Sugere-se o seguinte procedimento para aplicar a fórmula da viga curva. 
Propriedades da Seção 


e Determinar a área da seção transversal A e a localização do centróide, F, medida a partir do centro de cur- 
vatura. 


Calcular a localização do cixo neutro, R, usando a Equação 6.23 ou a Tabela 6.2. Se a área da seção transversal 
consistir de n partes ‘compostas’, calcular f dA /r para cada parte. Depois, pela Equação 6.23, para toda a 
seção, R = BA /È (JdA /r). Em todos os casos, R < F. 


Tensão Normal 


* À tensão normal localizada em um ponto r distante do centro de curvatura é determinada pela Equação 6.24. Se 
a distância y ao ponto tiver sido medida a partir do eixo neutro, calcular e = F — R e usar a Equação 6.25. 
Como f — R geralmente produz um número muito pequeno, é melhor calcular F e R com casas decimais sufi- 
cientes, de modo que a subtração dê um número e com, pelo menos, três algarismos significativos. 

Se a tensão for positiva, será de tração; se negativa, de compressão. 

Fazer o gráfico da distribuição de tensão sobre toda a seção transversal ou isolar um elemento de volume do 
material e usá-lo para representar a tensão que atua sobre o ponto da seção transversal em que a tensão tem de 
ser calculada. 





* Ver, como exemplo, Boresi, A. P. et al., Advanced Mechanics of Materials, 3. ed., p. 333, 1978, John 
Wiley & Sons, Nova York. 
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EXEMPLO 6.24 





Uma barra de aço de seção transversal retangular tem a forma de um arco 
circular como mostra a Figura 6.454. Supondo que a tensão normal admissível 
seja adm = 20 ksi, determinar o momento fletor máximo M que pode ser 
aplicado à barra. Qual seria esse valor se a barra fosse reta? 


2 pol 
dr == 2 pol 















M É 





h=Hpol / 





(a) 
Figura 6.45 


SOLUÇÃO 


Momento Interno. Como M tende a aumentar o raio de curvatura da barra, 
é positivo. 


Propriedades da Seção. A localização do eixo neutro é determinada pela 
Equação 6.23. Pela Figura 6.45a, temos: 


11 pol 11 pol 
Í lA- Í 2 aa) dr -Opo)lnr| = 0,40134 pol 
Ar 9 pol 


9 pol 
Naturalmente, esse mesmo resultado é obtido pela Tabela 6.2. Assim: 


_ Q pob(Q pol) 


A 

R=—Ê— = 9,9666 pol 
Í ZA” ap O 
A r 


Deve-se observar que, por meio dos cálculos anteriores, R deve ser 
determinado com várias casas decimais para garantir que (7 — R) apresente 
precisão para, pelo menos, três algarismos significativos. 

Não se sabe se a tensão normal atinge seu máximo no topo ou na parte 
inferior da barra; assim, devemos calcular o momento M separadamente para cada 
caso, Como a tensão normal no topo da barra é de compressão, o = —20 ksi. 


_ M(R- ra) 
= Ar -— R) 


M(9.9666 pol — 11 pol) 
(2 pol)(2 pol)(11 pol)(10 pol — 9,9666 pol) 





—20 kip/po? = 


M = 28,5 kip - pol 


De modo similar, a tensão normal na parte inferior da viga será de tração, 
assim o = +20 ksi. Portanto: 
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= M(R Ee ri) 
TO Arf- R) 
M(9,9666 pol — 9 pol 
20 kip/poP = (22066 pol JEN, ae, 


(2 pol)(2 pol)(9 pol)(10 pol — 9,9666 pol) 
M = 24,9 kip - pol Resposta 


Por comparação, o momento máximo que pode ser aplicado é 24,9 kip - pol 
e, assim, a tensão normal máxima ocorre na parte inferior da barra. A tensão 
de compressão no topo da barra é, então: 


24,9 kip - pol(9,9666 pol — 11 pol) 





Ag (2 pol(2 pol)(11 pol)(10 pol — 9,9666 pol) 
= —17,5 ksi 
A distribuição de tensão é mostrada na Figura 6.45b. 17,5 ksi 


Se a barra fosse reta: 





pelo m 
I 
20 kip/in? = — + — 
[M = TO po) pol? a 
Figura 6.45 
M = 26,7 kip - pol Resposta 


Essc resultado apresenta um erro de cerca de 7% em relação ao valor 
exato determinado anteriormente. 





EXEMPLO 6.25 





A barra curva tem a área da seção transversal mostrada na Figura 6.46. 
Se estiver submetida a momentos fletores de 4 kN -m, qual será a tensão 
normal máxima nela desenvolvida? 


4 kNm 4kNm 
o 
200 nn) 












250 mm 
280 mm 

















(a) 


Figura 6.46 
SOLUÇÃO 


Momento Interno. Cada seção da barra está submetida ao mesmo momento 
interno resultante de 4 KN - m. Como esse momento tende a diminuir o raio 
de curvatura da barra, é negativo. Assim, M = -4 kN - m. 
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Propriedades da Seção. Consideramos aqui a seção transversal composta 
de um retângulo e de um triângulo. A área total da seção transversal é: 


ZA = (0,05 m} + (0,05 m)(0,03 m) = 3,250(1073) m? 


A localização do centróide é determinada em relação ao centro de 
curvatura, ponto O' (Figura 6.464). 
= PPA 
BA 


7 


[0,225 m](0,05 m)(0,05 m) + [0,260 m]i(0,050 m)(0,030 m) 
3,250(107°) m? 








= 0,23308 m 


Podemos calcular Í dA /r para cada parte usando a Tabela 6.2. Para o 
retângulo: a 


dA 0,250 m) _ 
i = 0,05 min azo m) 0,011157 m 


E para o triângulo: 





dA — (0,05 m)(0,280 m) ( 0,280 m) E n 
, e amea oan E PORN 


Assim, a localização do eixo neutro é determinada por: 


SA 3,250(107?) m? 


R — o 
0,011157 m + 0,002 
zÍ dA/r > m + 0,0028867 m 
A 





= 0,23142 m 


Observe que R < 7, como esperado. Além disso, os cálculos foram feitos 
com precisão suficiente de modo que (F — R) = 0,23308 m — 0,23142 m = 
0,00166 m tem agora aproximação de três algarismos significativos. 


Tensão Normal. A tensão normal máxima ocorre tanto em 4 como em 
B. Aplicando a fórmula da viga curva para calcular a tensão normal em B, 
re = 0,200 m, temos: 


4 kN-m 


_ M(R-rs) (—4 KN - m)(0,23142 m — 0,200 m) 
7B = Arg — R) ` 3,2500(107°) m?(0,200 m)(0,00166 m) 
= —116 MPa 





No ponto A, r4 = 0,280 m e a tensão normal é: 





M(R — ra) (=4 kN : m)(0,23142 m — 0,280 m) 
CA Ara(F— R) 3,2500(107°) m?(0,280 m)(0,00166 m) 


= 129 MPa Resposta 





A 129MPa 


6) Por comparação, a tensão normal máxima está em Á. Uma representação 
Figura 6.46 bidimensional da distribuição de tensão é mostrada na Figura 6.46b. 


[TT 


6.9 CONCENTRAÇÕES DE TENSÃO 


A fórmula da flexão, Cmax = Mc/I, é usada para determinar a distribuição 
de tensão nas regiões de um elemento em que a área da seção transversal seja 
constante ou ligeiramente cônica. Se a seção transversal muda subitamente, no 
entanto, as distribuições de tensão normal e de deformação na seção tornam- 
se não-lineares e são obtidas somente por meio de experimentos ou, em alguns 
casos, por meio de análise matemática baseada na teoria da elasticidade. Des- 
continuidades comuns incluem entalhes na superfície dos elementos (Figura 
6.474), furos para passagem de peças de fixação ou outros itens (Figura 6.47b), 
ainda mudanças bruscas nas dimensões externas da seção transversal (Figura 
6.47c). A tensão normal máxima em cada uma dessas descontinuidades ocorre 
na seção feita na menor área da seção transversal. 

No projeto, geralmente é importante conhecer a tensão normal máxima 
desenvolvida nessas seções, e não a própria distribuição de tensão. Como nos 
casos anteriores, de barras com carga axial e eixos com carga de torção, obtemos 
a tensão normal máxima devida à flexão usando um fator de concentração de 
esforço K. Por exemplo, a Figura 6.48 atribui valores de K para uma barra plana 
com mudança na seção transversal usando curvas de concordância. Para usar 
o gráfico é necessário apenas calcular as relações geométricas w/r e r/h e, 
depois encontrar o valor correspondente de K para uma geometria em par- 
ticular. Uma vez obtido K, a tensão de flexão máxima é determinada por: 


(6.26) 
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h 
Figura 648 


Aqui a fórmula da flexão é aplicada à menor área da seção transversal, 
uma vez que Fmax Ocorre na base da curva de concordância (Figura 6.49). De 
maneira similar, a Figura 6.50 é usada se a descontinuidade consistir de sulcos 
ou entalhes circulares. 

Como a carga axial e a torção, a concentração de tensão pela flexão deve 
ser considerada sempre que se projetam elementos feitos de materiais frágeis 
ou sujeitos a fadigas ou cargas cíclicas. Perceba, também, que os fatores de 
concentração de tensão aplicam-se somente quando o material está sujeito a 
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. E (b) 


| (c) 


Tigura 6.47 





Figura 649 


E 


M 
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comportamento elástico. Se o momento aplicado provocar escoamento, como 
ocorre com os materiais dúcteis, a tensão será redistribuída por todo o elemento 
e a tensão máxima encontrada será menor que a determinada quando se usam 
os fatores de concentração de tensão. Esse fenômeno será mais bem discutido 
na próxima seção. 





Responsáveis por trincas, as concen- 
trações de tensão provocadas por flexão 
ocorrem nos cantos vivos da verga 
desta janela. 












































Figura 6.50 


Pontos IMPORTANTES 


e As concentrações de tensão em elementos sujeitos a flexão ocorrem nos pontos de mudança da seção transver- 
sal, como entalhes e furos, porque neles a tensão e a deformação tornam-se não-lineares. Quanto mais severa a 
mudança, maior a concentração de tensão. 


e Para projeto ou análise não é necessário saber a distribuição de tensão exata em torno da mudança de seção 
transversal. A tensão normal máxima ocorre na menor área da seção transversal. Pode-se obter essa tensão 
usando um fator de concentração de tensão, K, que é determinado por experimento e função apenas da geome- 
tria do elemento. 


e Normalmente, a concentração de tensão em um material dúctil sujeito a um momento estático não precisa ser 
considerada no projeto; entretanto, se o material é frágil ou sujeito a fadiga, as concentrações de tensão tornam- 
se importantes. 


A transição na área da seção transversal da barra de aço é obtida usando- 
se curvas de concordância como mostra a Figura 6.5la. Se a barra estiver 
submetida a um momento fletor de 5 KN - m, qual será a tensão normal máxima 
desenvolvida no aço? O limite de escoamento é gg = 500 MPa. 


Cap. 6 FLEXÃO 263 


5 kN-m 





234 MPa 
| 5kNm 


234 MPa E ` 
| 


(c) 





Figura 6.51 


SOLUÇÃO 


O momento cria a maior tensão na base da curva de concordância, onde 
a área da seção transversal é a menor. O fator de concentração de tensão 
é determinado na Figura 6.48. Pela geometria da barra, temos r = 16 mm, 
h = 80 mm, w = 120 mm. Então: 














5 kNm | 
Tr. lómm o> w  120mm _]}5 Jk 
h 80mm i h | 80mm i K 
Ss 340 MPa 
Esses valores resultam em K = 1,45. AR Sem 
Aplicando a Equação 6.26, temos: 8 = h nã 
340 MPa ei q 
Me. (5 KN - m)(0,04 m) (b) 
Fmax = KO = (145) TI(O020 m)(0,08 my] ~ 240 MPa 


Esse resultado indica que o aço permanece clástico visto que a tensão é 
menor que o limite de escoamento (500 MPa). 

A distribuição de tensão normal, não-linear, é mostrada na Figura 6.515. 
Compreenda, porém, que, pelo princípio de Saint-Venant (Seção 4.1), esses 
esforços localizados arrefecem e tornam-se lineares quando nos afastamos uma 
distância de 80 mm ou mais para a direita da zona de transição. Nesse caso, a 
fórmula da flexão resulta em omax = 234 MPa (Figura 6.51c). Observe também 
que a escolha de um raio de concordância maior reduzirá signilicativamente 
Tmáx UMa vez que, à medida que r cresce na Figura 6.48, K decresce. 





PROBLEMAS 





6.114. A viga composta é feita de (A) alumínio 6061-T6 e 
(B) latão C83400. Determinar a dimensão A da tira de latão 
de modo que o eixo neutro da viga localize-se na junção dos 
dois metais. Qual o momento máximo suportado pela viga se 
a tensão de flexão admissível para o alumínio for (CugmJat = 
128 MPa e para o latão (Ciamtasão = 35 MP? 


6.115. A viga composta é feita de (A) alumínio 6061-T6 e 
(B) latão C83400. Supondo que h = 40 mm, determinar o 
momento máximo que pode ser aplicado à viga se a tensão 
de flexão admissível para o alumínio for (agma = 128 MP 
e para o latão (Oaamiaião = 35 MPa. Problemas 6.114/6.118 


—Th 


50 mm 





| 150mm 
a 
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*6.116. A viga composta é feita de (A) aço unido a (B) latão 
e tem a seção transversal mostrada. Se for submetida ao mo- 
mento M = 6,5 kN - m, qual será a tensão de flexão máxima 
no latão e no aço? Além disso, qual a tensão em cada material 
na junção entre eles? Emo = 100 GPa, E aço = 200 GPa. 


6.117. A viga composta é feita de (A) aço unido a (B) latão 
e tem a seção transversal mostrada. Se a tensão de flexão 
admissível para o aço for (Tadm)aço = 180 MPa e para o latão 
(Cadm)tarão = 60 MPa, qual momento máximo M poderá ser 
aplicado à viga? Ejão = 100 GPa, Esço = 200 GPa. 






200 mm 


M = 6,5 kN.m 


Pi mm 


Problemas 6116/6417 


x 


6.118. A viga composta consiste em um núcleo de abeto 
Douglas e três placas de aço A-36. Se a tensão de flexão 
admissível para a madeira for (Caam) madeira = 20 MPa e para 
o aço (Tadm)aco = 130 MPa, qual momento máximo poderá 
ser aplicado à viga? 


6.119. Resolver o Problema 6.118 supondo que o momento 
seja aplicado em torno do eixo y em vez de em torno do eixo 
z como mostrado. 





L 10 mm 
Problemas 6.118/6. 119 


*6.120. A placa superior é feita de alumínio 2014-T6 e 
usada para reforçar a viga de plástico Kevlar 49. Determinar 
a tensão máxima sobre o alumínio e sobre o Kevlar se a viga 
for submetida a um momento M = 900 Ib - pés. 


6.121, A placa superior feita de alumínio 2014-T6 é usada 
para reforçar a viga de plástico Kevlar 49. Se a tensão de 
flexão admissível para o alumínio for (Oaam)a = 40 ksi e para 
o Kevlar (Oaam)k = 8 ksi, qual momento máximo M poderá 
ser aplicado à viga? 





Problemas 6.120/6.121 


6.122. Uma viga de abeto do Canadá é reforçada com tiras 
de aço A-36 nas partes superior e inferior como mostrado. 
Determinar a tensão máxima desenvolvida na madeira e 
no aço se a viga for submetida a um momento fletor 
M = 8kip * pés. Desenhar a distribuição de tensão que atua 
sobre a seção transversal. 


6.123. Uma viga de abeto do Canadá é reforçada com tiras 
de aço A-36 nas partes superior e inferior como mostrado. 
Determinar o momento fletor M que ela pode suportar se 
(Cadmlaço = 22 ksi e (Tadm)mad = 2,0 ksi. 





Problemas 6.122/6,123 


*6.124. Uma viga de abeto Douglas é reforçada com tiras de 
aço A-36 no centro e nos lados. Determinar a tensão máxima 
desenvolvida na madeira e no aço se a viga for submetida a 
um momento fletor M, = 7,50 kip - pés. Desenhar a distri- 
buição de tensão que atua sobre a seção transversal. 

y 
0,5 pol 


0,5 pol 0,5 pol 
- - 

















bo pot bo pol- J 
Problema 6.124 


6.125. A viga de concreto armado está reforçada por duas 
barras de aço. Se o esforço de tração admissível para o aço 
for (Caço)adm = 40 ksi e o esforço de compressão admissível 
para o concreto (0.)aam = 3 ksi, qual momento máximo M 
poderá scr aplicado à seção? Supor que o concreto não suporta 
esforço de tração. Esço = 29(10º) ksi, E, = 3,8(10?) ksi. 





e 
Barras de diâmetro de 1 pol 


Problema 6.125 


6.126. A viga composta é feita de (A) aço A-36 unido a (B) 
latão C83400 e tem a seção transversal mostrada. Se for 
submetida a um momento M = 6,5 kN - m, qual será a 
tensão máxima no latão e no aço? Além disso, qual a tensão 
em cada material na junção entre cles? 


6.127. A viga composta é feita de (A) aço A-36 unido a (B) 
latão C83400 e tem a seção transversal mostrada. Se a tensão 
de flexão admissível para o aço for (Cagmaço = 180 MPa e 
para o latão (Oaam)iaão = 60 MPa, qual o momento máximo 
M poderá ser aplicado à viga? 


A y 
“E K 


i. 
100 mm 


o 


A E 
100 mm 





Problemas 6,126/6.127 


*6.128. A viga curva está submetida a um momento M = 
40 Ib - pés. Determinar a tensão de flexão máxima nela 
desenvolvida. Desenhar também a vista bidimensional da 
distribuição de tensão que atua sobre a seção a-a. 


6.129. A viga curva é feita de um material com tensão de 
flexão admissível Cam = 24 ksi. Determinar o momento 
máximo M que pode ser aplicado à viga. 


ý pol ] 
+05 pol 





M =40 Ibpés M =40 Ibpés 


Problemas 6.128/6.129 
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6.130. A viga curva está submetida a um momento fletor 
M = 900 N - m como mostrado. Determinar as tensões nos 
pontos 4 e B e mostrar a tensão em um elemento de volume 
localizado em cada um desses pontos. 


6.131. A viga curva está submetida a um momento fletor 
M = 900 N -m. Determinar a tensão no ponto C. 


400 mm 


*6.132. A braçadeira circular de mola produz uma força de 
compressão de 3 N sobre as placas, Determinar a tensão de 
flexão máxima produzida sobre a mola em A. A mola tem 
seção transversal retangular, 





100 mm 





— 20 mm 
T 


150 mm 


EEE 





Problemas 6.130/6.131 


6.133. Determinar a força de compressão máxima que a 
braçadeira de mola poderá exercer sobre as placas se a tensão 
de flexão admissível para a braçadeira for opgm = 4 MPa. 


10 mm | = 


—— 20 mm 


0 
- 
| 
| 


220 mm 


EA 


Problemas 6.132/6.135 


6.134. A haste de aço tem seção transversal circular. Se ela 
for presa em suas extremidades e for desenvolvido um con- 
jugado M = 12 lb - pol em cada apoio, determinar a tensão 
que atuará nos pontos 4 e Be no centróide C. 





Problema 6.134 
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6.135, O braço em C preso no teto é usado para apoiar a 6.139. O elemento tem seção transversal elíptica. Se sua 
câmera de raio X usada para diagnóstico médico. Sea câmera tensão de flexão admissível for Gaim — 125 MPa, qual 
tiver massa de 150 kg, com centro de massa em G, qual será momento máximo poderá ser aplicado a ele? 


a tensão de flexão máxima na seção A? 
150 mm 


cão 75 mm 





Problema 6.139 


pf 


200 mi L *6.140. A barra está submetida ao momento M = 40N -m. 
2 DAT Determinar o menor raio r das curvas de concordância de 
20 mm = ai modo que a tensão de flexão admissível caim = 124 MPa não 
40 mm seja excedida. 
Problema 6.135 6.141. A barra está submetida a um momento M = 17,5 
*6.136. Durante o vôo, a nervura curva do avião a jato está Y D: Se r = 5 mm, qual a tensão de flexão máxima no 
A f e E material? 
sujeita a um momento previsto M=16 N-m na seção. 
Determinar a tensão de flexão máxima na nervura nessa seção 80 mm 
e desenhar a vista bidimensional da distribuição de tensão. 20 mm RR ah 









M Ef jM 
E Problemas 6.140/6.141 
0,6 x ; 
Nus dd di 6.142. A barra está submetida ao momento M = 20 N m. 
LA E7 À S Determinar a tensão de flexão máxima na barra e desenhar, 
5 mm- NA i ã i ï íti 
Am \ N aproximadamente, como a tensão varia na seção crítica. 


30 mm 





30 mm 


Problema 6.136 


6.137. Para a viga curva da Figura 6.444, mostrar que, quando 
o raio de curvatura tende a infinito, a fórmula da viga curva 
(Equação 6.24) reduz-se à fórmula da flexão (Equação 6.13). 





6.138. O elemento tem seção transversal elíptica. Se estiver 1,5 mm 


submetido ao momento M = 100 N - m, qual será a tensão 
nos pontos A e B? A tensão no ponto A’, localizado próximo Problema 6.142 


à parede, é a mesma que em A? Explicar. 
6.143. A tensão de flexão admissível para a barra é adm = 


130m 175 MPa. Determinar o momento máximo M que pode ser 


ES i iii aplicado. 


30 mm 


1,5 mm 





Problema 6.138 Problema 6.143 
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*6.144. Determinar o comprimento L da parte central da 6.147. A barra tem espessura de 0,5 pol e é feita de um 
barra de modo que a tensão de flexão máxima nas seções 4, material com tensão de flexão admissível Cadm = 20 ksi. 
Be C seja a mesma, A barra tem espessura de 10 mm. Determinar o momento máximo M que pode ser aplicado. 


350 N/m 








A 300 mm l A + É d 300 mm | 





Problema 6.144 


6.145. A barra tem espessura de 0,5 pol e está submetida a 
um momento de 60 Ib ’ pés. Determinar a tensão de flexão Problema 6.147 
máxima nela desenvolvida. 

*6.148. A barra tem espessura de 0,5 pol e está submetida 
a um momento de 600 lb - pés. Determinar a tensão de flexão 


máxima nela desenvolvida. 


4 pol 





Problema 6.148 





6.149. A barra está submetida a quatro conjugados. Se 
M = 180 lb - pés e M’ = 70 lb - pés, qual a tensão de flexão 
Problema 6.145 máxima desenvolvida na barra? 


6.146. A placa simétrica com entalhes está sujeita a flexão. 
Se o raio de cada entalhe for r = 10 mm e o momento aplicado 
M = 2 kN -m, qual será a tensão de flexão máxima nela 0,90 O poi 1.5 pol 


M LO Ibpés 100 Ib-pés 





20 mm 
Problema 6.149 


6.150. A barra está submetida a um momento M = 153 
N -m. Determinar o menor raio r das curvas de concordância 
de modo que a tensão de flexão admissível cadam = 120 MPa 
não seja excedida. 


40 mm mm 





M 





Problema 6.146 Problema 6.150 


Rg q 
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Figura 6.52 





Distribuição de deformação 
(vista lateral) 


(b) 
Figura 6,53 





*6.10 Firxão INELÁSTICA 


As equações para determinar a tensão normal provocada pela flexão, 
desenvolvidas anteriormente, são válidas apenas se o material comporta-se de 
maneira linear-elástica. Se o momento aplicado provocar escoamento do 
material, deve-se então usar uma análise plástica para determinar a distribuição 
de tensão. No entanto, as três condições para flexão de elementos retos, tanto 
no caso elástico como no plástico, devem ser satisfeitas. 


Distribuição da Deformação Normal Linear. Com base em condições 
geométricas, mostramos na Seção 6.3 que as deformações normais que se 
desenvolvem no material variam sempre linearmente, de zero, no eixo neutro 
da seção transversal, até o máximo no ponto mais afastado desse eixo neutro. 


A Força Resultante é Nula. Como somente um momento interno resultante 
atua sobre a seção transversal, a força resultante provocada pela distribuição 
de tensão deve ser nula. E, uma vez que o cria uma força sobre a área dA de 
dF = o dA (Figura 6.52), para toda a área da seção transversal A temos: 


FR= SF; | odA=0 (6.27) 
ZA 


Essa equação nos permite obter a localização do eixo neutro. 


Momento Resultante. O momento resultante na seção deve equivaler ao 
momento provocado pela distribuição de tensão em torno do eixo neutro. 
Como o momento da força dF = o dA em torno do eixo neutro é dM = 
y(o dA), o somatório dos resultados em toda a seção transversal (Figura 6.52) 
resulta em: 


(Ma): = 2M: M= | y(oda) (628) 


Essas condições de geometria e carregamento serão usadas agora para 
mostrar como determinar a distribuição de tensão em uma viga submetida 
a um momento interno resultante que provoca escoamento do material. 
Suporemos, ao longo da discussão, que o material tem o mesmo diagrama 
tensão-deformação tanto sob tração como sob compressão. Para simplificar, 
começaremos considerando que a viga tenha área da seção transversal com 
dois eixos de simetria; nesse caso, um retângulo de altura h e largura b, como 
o mostrado na Figura 6.534. Serão considerados três casos de carregamento 
que têm interesse especial, 


Momento Elástico Máximo. Suponhamos que o momento aplicado M = 
My seja suficiente apenas para produzir deformações de escoamento nas fibras 
superiores e inferiores da viga, conforme mostra a Figura 6.53b. Como a 
distribuição de deformação é linear, podemos determinar a distribuição de 
tensão correspondente usando o diagrama tensão-deformação (Figura 6.53c). 
Vemos aqui que a deformação de escoamento ep causa o limite de escoamento 
gr, enquanto as deformações intermediárias e, e e provocam as tensões o, e€ 
o, respectivamente, Quando essas tensões, e outras como elas, têm seus gráficos 
montados nos pontos y = h/2,y = y1,) = y2 etc., dá-se a distribuição de tensão 
da Figura 6.53d ou da Figura 6.53e. Evidentemente, a linearidade da tensão é 
consegiência da lei de Hooke. 

Agora que a distribuição de tensão foi estabelecida, podemos verificar se a 
Equação 6.27 foi satisfeita. Para isso, calcularemos primeiro a força resultan- 
te de cada uma das duas partes da distribuição de tensão (Figura 6.53). 


Geometricamente, isso equivale a calcular os volumes dos dois blocos triangu- 
lares. Como mostrado, a seção transversal superior do elemento está submetida 
à compressão, enquanto a seção transversal inferior está submetida à tração. 
Temos: 


Como T é igual mas oposta a C, a Equação 6.27 é satisfeita e, de fato, o 
eixo neutro passa através do centróide da área da seção transversal. 

O momento elástico máximo M, é determinado pela Equação 6.28, que 
o declara equivalente ao momento da tensão de distribuição em torno do eixo 
neutro. Para aplicar essa equação geometricamente, temos de determinar os 
momentos criados por T e C em torno do eixo neutro (Figura 6.53e). Como 
cada força atua através do centróide do volume do seu bloco de tensão trian- 
gular associado, temos: 


me = dias 5) z = ot oia 


= Å bhog (6.29) 





Naturalmente, esse mesmo resultado pode ser obtido de maneira mais 
direta pela fórmula da flexão, ou seja, oz = Mg(h/2) / [bhº/12], ou Mg = 
bh’og/6. 











Oy N 
h 
Distribuição de tensão ~ 


(vista lateral) 





(d) 
Figura 6.53 


Momento Plástico. Alguns materiais, tais como o aço, tendem a exibir 
comportamento elástico perfeitamente plástico quando a tensão no material 
excede op. Consideremos, por exemplo, o elemento da Figura 6.544. Se o 
momento interno M > Mg, o material nas partes superior e inferior da viga 
começa a escoar, o que causa uma redistribuição de tensão sobre a seção 
transversal até que o momento interno M requerido seja desenvolvido. Se a 
distribuição da deformação normal assim produzida for como a mostrada na 
Figura 6.54b, a distribuição de tensão normal correspondente será determinada 
pelo diagrama tensão-deformação da mesma maneira que no caso elástico. 
Usando esse diagrama para o material mostrado na Figura 6.54c, temos que as 
deformações €, €r, &, € correspondem, respectivamente, às tensões c, Op Tp 
gr. Quando essas e outras tensões são esquematizadas na seção transversal, 
obtemos a distribuição de tensão mostrada na Figura 6.54d ou na 6.54e. Nesse 
caso, os “blocos” de esforços de compressão e tração são retangulares ou 
triangulares, com os seguintes volumes: 


1 
Tı = C = 3 VETgb 


h 
= €C = (à = veJoa 
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€ 


Diagrama tensão-deformação 
(região elástica) 


(c) 








Distribuição de deformação 
(vista lateral) 


(b) 
Figura 6,54 
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cı — 


€ 
SG €& & 


Diagrama tensão-deformação 
(região elastoplástica) 


(c) 





Distribuição de tensão 
(vista lateral) 


(d) 


Eixo de simetria 
J 







Momento 
conhecido 


(a) 


Led] 


(b) 
Figura 6.55 


Devido à simetria, a Equação 6.27 é satisfeita e o eixo neutro passa através 
do centróide da seção transversal como mostrado. O momento aplicado M pode 
ser relacionado ao limite de escoamento c, por meio da Equação 6.28. Pela 
Figura 6.54e, requer-se que: 


2 2 1/h 
m= (gre) + lg) + ape + To >) 
1/h 
+ Cys T JE E vi] 


-Azren 39e) Afla >e) lala +) 


2 
= i bro! E 42i) 





3 h 


Ou, usando a Equação 6.29: 








2 
M à My 4i) (6.30) 








f 


mico SR 


/ elástico 4- 
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Escoamento 
plástico 


Momento plástico 


te) (1 


Figura 6.54 


A análise da Figura 6.54e revela que M produz duas zonas de escoamento 
plástico e um núcleo elástico no elemento. A fronteira entre eles está a uma 
distância +y p do eixo neutro. À medida que M cresce em intensidade, yz tende 
a zero. Isso tornaria o material inteiramente plástico, caso em que a distribuição 
de tensão teria a aparência mostrada na Figura 6.54f. Pela Equação 6.30 com 
yg = 0, ou determinando os momentos dos “blocos” de tensão em torno do eixo 
neutro, podemos escrever o valor limitante como: 


1 
M = bro (6.31) 
Usando a Equação 6.29, temos: 
3 
Mp = z Mpg (6.32) 


Esse momento é denominado momento plástico. Seu valor é único apenas 
para a seção retangular mostrada na Figura 6.54f, visto que a análise depende 
da geometria da seção transversal. 

As vigas usadas em estruturas metálicas às vezes são projetadas para 
resistir a um momento plástico. Nesse caso, os códigos em geral relacionam 
uma propriedade de projeto da viga chamada fator forma. O fator forma é 
definido como a relação 


(6.33) 


Esse valor especifica a quantidade adicional de momento que uma viga pode 
suportar além de seu momento elástico máximo. Por exemplo: pela Equação 6.32, 
uma viga de seção transversal retangular tem fator forma k = 1,5. Podemos, 
portanto, concluir que a seção suportará 50% mais momento fletor além de seu 
momento elástico máximo quando se tornará totalmente plástica. 


Momento Resistente Consideremos o caso mais geral de uma viga com seção 
transversal simétrica apenas em relação ao eixo vertical, na qual o momento é 
aplicado em torno do eixo horizontal (Figura 6.554). Suporemos que o material 
exibe endurecimento por deformação (encruamento) e que seus diagramas 
tensão-deformação de tração e compressão sejam diferentes (Figura 6.55b). 

Se o momento M produz escoamento da viga, o difícil será determinar a 
localização do eixo neutro e a deformação máxima produzida na viga. Isso 
porque a seção transversal é assimétrica em torno do eixo horizontal e o com- 
portamento tensão-deformação do material é assimétrico na tração e na compres- 
são. Para resolver o problema, usa-se um método de tentativa c erro que requer 
os seguintes passos: 


1. Para um dado momento M, supor a localização do eixo neutro e o declive 

da distribuição de deformação “linear” (Figura 6.55c). 

Estabelecer graficamente a distribuição de tensão na seção transversal do 

elemento, usando a curva o-€ para representar os valores da tensão cor- 

respondentes aos valores da deformação. A distribuição de tensão resul- 

tante (Figura 6.55d) terá a mesma forma da curva o-e. 

Determinar os volumes compreendidos pelos ‘blocos’ de tensões de 

tração e compressão. (Como aproximação, isso pode exigir a divisão de 

cada bloco em regiões compostas.) A Equação 6.27 exige que os volumes 
dos blocos sejam iguais, uma vez que representam a força de tração 
resultante T e a força de compressão resultante C na seção (Figura 6.55€). 

Se tais forças forem desiguais deve ser feito um ajuste da localização do 

eixo neutro (ponto de deformação nula) e o processo repetido até que a 

Equação 6.27 seja satisfeita (T = C). 

4. Uma vez que T = C, os momentos produzidos por T e C podem ser 
calculados em torno do eixo neutro. Nesse caso os braços de momento de 
Te C são medidos do eixo neutro para os centróides dos volumes definidos 
pelas distribuições de tensão (Figura 6.55e). A Equação 6.28 exige que M 
= Ty + Cy”. Se ela não for satisfeita, o declive da distribuição de deformação 
deve ser ajustado e os cálculos de T e C e do momento repetidos até que 
se obtenha concordância aproximada. 


2 


E 


Como era de esperar, esse processo de cálculo, é cansativo; felizmente, não 
acontece com muita fregiiência na prática da engenharia. A maioria das vigas é 
simétrica em relação a dois eixos e feita de materiais que, supõe-se, têm diagramas 
de tensão-deformação de tração e compressão similares. Quando isso ocorre, o eixo 
neutro passa através do centróide da seção transversal e o processo para relacionar 
a distribuição de tensão ao momento resultante é, portanto, simplificado. 


PONTOS IMPORTANTES 





Cap 6 FLEXÃO 271 


Suposta 
localização 
/ do eixo neutro 
Suposto declive 
da distribuição de 
deformação 


€ 


Distribuição de deformação 
(vista lateral) 


Lo 


Distribuição de tensão 
(vista lateral) 


(d) 





Figura 6,55 


e À distribuição de deformação normal na seção transversal de uma viga baseia-se somente em considerações 
geométricas e sabe-se que é sempre linear, independentemente da carga aplicada. A distribuição de tensão nor- 
mal, no entanto, deve ser determinada pelo comportamento do material ou pelo diagrama tensão /deformação, 


uma vez estabelecida a distribuição de deformação. 


° A localização do eixo neutro é determinada pela condição de que a força resultante na seção transversal seja nula. 


e O momento interno resultante sobre a seção transversal deve ser igual ao momento da distribuição de tensão 


em torno do eixo neutro. 


e O comportamento perfeitamente plástico supõe que a distribuição de tensão normal é constante sobre a seção 
transversal e, assim, a viga continua a fletir-se mesmo que o momento não aumente. Esse momento é chamado 


de momento plástico. 
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EXEMPLO 6.27 


0,5 pol 





(e) 


Figura 6.56 








A viga em duplo T tem as dimensões mostradas na Figura 6.564. Supondo 
que seja feita de material elástico perfeitamente plástico com limite de escoa- 
mento de tração e compressão Fp = 36 ksi, determinar o fator forma da viga. 


SOLUÇÃO 
A fim de determinar o fator forma, primeiro é necessário calcular o 


momento elástico máximo Mg e o momento plástico Mp. 


Momento Elástico Máximo. A distribuição de tensão normal do momento 
elástico máximo é mostrada na Figura 6.56b. O momento de inércia em torno 
do eixo neutro é: 


I= + (0,5 pol)(9 por |+ 
12 
2 = (8 pol)(0,5 pol}? + 8 pol(0,5 pol)(4,75 pol | = 211,0 polí 


Aplicando a fórmula da flexão, temos 


Ms (5 pol) 


a Me 6 kip/poÊ = 
Crit i 36 kip/po 211,0 polí 


M, = 1.519,55 kip - pol 


Momento Plástico. O momento plástico provoca escoamento do aço em 
toda a seção transversal da viga, de modo que a distribuição de tensão normal 
fica com a aparência mostrada na Figura 6,56c. Devido à simetria da área da 
seção transversal e como os diagramas tensão-deformação de tração e com- 
pressão são os mesmos, o eixo neutro passa pelo centróide da seção transversal. 
Para determinar o momento plástico, dividimos a distribuição de tensão em 
quatro ‘blocos’ retangulares compostos, sendo o volume de cada bloco igual à 
força por ele produzida. Portanto, temos: 


Cy = T; = 36 kip/pol/(0,5 pol)(4,5 pol) = 81 kip 
C2 = T, = 36 kip /pol?(0,5 pol)(8 pol) = 144 kip 


Essas forças atuam através do centróide do volume de cada bloco. 
Calculando os momentos dessas forças em torno do eixo neutro, obtemos o 
momento plástico: 


Mp, = 2 [(2,25 pol)(81 kip)] + 2 [(4,75 pol)(144 kip)] = 1.732,5 kip - pol 


Fator Forma. Aplicando a Equação 6.33, temos: 


p  1.732,5 kip - pol 
M; 1.519,5 kip - pol 





k= = 1,14 Resposta 


Esse valor indica que a viga em duplo T oferece uma seção eficiente para 
resistir a um momento elástico. A maior parte do momento é desenvolvida nas 
abas da viga, isto é, nos segmentos superior e inferior, enquanto a alma ou 
segmento vertical contribui muito pouco. Nesse caso particular, apenas 14% de 
momento adicional pode ser suportado pela viga além do que pode ser 
suportado elasticamente. 
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EXEMPLO 6.28 





Uma viga em T tem as dimensões mostradas na Figura 6.574. Supondo que 
seja feita de material elástico perfeitamente plástico com limite de escoamento 
de tração e compressão o = 250 MPa, determinar o momento plástico a que 
ela pode resistir. 


— 100 mm p= 100 mm 48 
tica | 


250 MPa 





5 mm 
(120 mm -—- d) 
4 
M,- E 
A | =s 
<l 
15 mm Ei 
Figura 6,57 b) 


SOLUÇÃO 


A distribuição de tensão ‘plástica’ que atua sobre a área da seção trans- 
versal é mostrada na Figura 6.57b. Nesse caso, a seção transversal não é 
simétrica em relação a um eixo horizontal e, conseqüentemente, o eixo neutro 
não passa pelo centróide dela. Para que possamos determinar a localização do 
eixo neutro d, é preciso que a distribuição de tensão produza uma força 
resultante nula na seção transversal. Supondo que d = 120 mm, temos: 


Í o dA = Q; T-C-€C=0 
i 250 MPa(0,015 m)(d) — 250 MPa(0,015 m)(0,120 m — d) 
— 250 MPa(0,015 m)(0,100 m) = 0 
d = 0,110 m < 0,120 m OK 
De acordo com esse resultado, as forças que atuam em cada segmento são 
positivas, assim: 
T = 250 MN/m(0,015 m)(0,110 m) = 412,5 kN 
Cı = 250 MN /m?(0,015 m)(0,010 m) = 37,5 kN 
Cz = 250 MN /m?°(0,015 m)(0,100 m) = 375 kN 
Então, o momento plástico em torno do eixo neutro é: 


0,110 m 0,01 m 


Mp = 4125 KN (DDR) +37,5 kN (STE + 375 kN (ot m + PEDEM) 


M, = 29,4 kN :m Resposta 
—————————e—e—e———————————e 


A viga da Figura 6.58 é feita de uma liga de titânio com diagrama tensão- 
deformação que pode ser aproximado, em parte, por duas retas. Supondo que 
o comportamento do material seja o mesmo para tração e compressão, 
determinar o momento fletor que, aplicado à viga, fará com que o material das 
partes superior e inferior sofra uma deformação de 0,050 pol/pol. 
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y=0,3 pol 


À 150 ksi 
` 
[5 isoksi 
1,5 pol 


Distribuição de deformação 


(b) 


190 ksi 













190 ksi 


Distribuição de tensão 


(c) 





40 ksi 


(d) 


Figura 6.58 


o(ksi) 





190 = 


150 








/ = 
€ pol/pol 


0,010 0,050 
(a) 
SOLUÇ ÃOI 


Analisando o diagrama tensão-deformação, percebe-se que o material 
exibe ‘comportamento elastoplástico com endurecimento por deformação”. E, 
como a seção transversal é simétrica e os diagramas de tração-compressão o —e 
são os mesmos, conclui-se que o eixo neutro passa pelo centróide da seção 
transversal. A distribuição da deformação, que é sempre linear, aparece na 
Figura 6.58b. Em particular, o ponto em que ocorre a deformação elástica 
máxima (0,010 pol /pol) foi determinado por proporção, de modo que 0,05/1,5 
pol = 0,010/y ou y = 0,3 pol. 

A distribuição de tensão normal correspondente que atua sobre a seção 
transversal é mostrada na Figura 6.58c. O momento produzido por essa 
distribuição é calculado encontrando-se o 'volume” dos blocos de tensão. Para 
isso, subdividimos a distribuição em dois blocos triangulares e um bloco 
retangular nas regiões de tração e compressão (Figura 6.584). Como a viga tem 
2 pol de largura, as resultantes e suas localizações são determinadas como segue: 


T= > (1,2 pol)(40 kip/polÊ (2 pol) = 48 kip 
yı = 0,3 pol + & (1,2 pol) = 1,10 pol 

Tə = C = (1,2 pol(150 kip/po?)(2 pol) = 360 kip 
yz = 0,3 pol + a (1,2 pol) = 0,90 pol 

Ts = Cs = 5(03 pol)(150 Ksi) pol) = 45 kip 


y3 = - (0,3 pol) = 0,2 pol 


O momento produzido por essa distribuição de tensão normal em torno 
do eixo neutro é, portanto, 


M = 2 [48 kip (1,10 pol) + 360 kip (0,90 pol) + 45 kip (0,2 pol)] 
= 772 kip - pol Resposta 


SOLUÇÃO II 


Em vez de usar a técnica semigráfica anterior, também é possível calcular o 
momento analiticamente. Para isso, devemos expressar a distribuição de tensão 
da Figura 6.58c em função da posição y ao longo da viga. Observe que o = f(e) 
foi dado na Figura 6.584. Pela Figura 6.58b, a deformação normal também pode 


ser determinada em função da posição y pela proporção de triângulos, Isto é: 
0,05 
=—— 0=y<1,5 pol 
e 15 X y p 
Substituindo essa expressão pelas funções o~e mostradas na Figura 6.58a, 
temos: 
o = 500y 0=<y=0,3 pol (1) 
o = 33,33y + 140 0,3 pol < y = 1,5 pol (2) 
Pela Figura 6.58e, o momento provocado por o que atua na área da tira 
dA =2 dy é: 
dM = y (o dA) = yo (2 dy) 
Usando as equações 1 e 2, concluímos que o momento para toda a seção 
transversal é: 


0,3 Ts 
M= 22 Í 500y? dy + 2 Í (33,3y° + 140y) ay] 
0 0,3 


= 772 kip - pol Resposta 
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(e) 


Figura 6.58 





*6.11 Tensão RESIDUAL 


Se uma viga for carregada de tal modo que seu material escoe, a retirada 
da carga provocará tensão residual. Como as tensões residuais são importantes 
ao considerarmos fadiga e outros tipos de comportamento mecânico, discu- 
tiremos um método utilizado para seu cálculo quando o elemento é submetido 
a flexão. 

Como no caso de torção, podemos calcular a distribuição de tensão residual 
usando os princípios de superposição e recuperação elástica. Para explicar esse 
cálculo, consideremos a viga mostrada na Figura 6.594, que tem seção trans- 
versal retangular e é feita de material elástico perfeitamente plástico com o mes- 
mo diagrama tensão-deformação, tanto na tração como na compressão (Figura 
6.59b). A aplicação do momento plástico M, provoca uma distribuição de tensão 
como a idealizada na Figura 6.59c. Pela Equação 6.31, esse momento é: 


1 
M =7 bh?or 





„ Carga 
/ \ elastoplástica B 











af 
M 
A 


p 
| Recuperação 
elástica real 





o a 


(b) 





(a) 
Figura 6.59 
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Se M, provoca deformação e (>> er.) nas partes superior e inferior da 
viga, como mostrado pelo ponto B na Figura 6.59b, o-e, a remoção do momento 
fará o material recuperar elasticamente parte da deformação, seguindo o 
caminho tracejado BC. Como a recuperação é elástica, podemos sobrepor à 
distribuição de tensão na Figura 6.59c uma distribuição de tensão lincar 
provocada pela aplicação do momento plástico na direção oposta (Figura 
6.59d). Nesse caso a tensão máxima, chamada módulo de ruptura para a flexão, 
o,, é determinada pela fórmula da flexão quando a viga está carregada com 
momento plástico. Temos: 


M Gh) (4 bkr) h) 
Omix = 7º o, = (bbk) = (bh) 


= 150% 


Como se vê, aqui é possível a aplicação invertida do momento plástico por 
meio de uma distribuição de tensão linear, visto que a recuperação elástica do 
material nas partes superior e inferior da viga tem uma deformação de 
recuperação máxima de 2e,, como mostra a Figura 6.59b. Isso corresponde a 
uma tensão máxima de 2c nas partes superior e inferior da viga — maior que 
a tensão requerida de 1,50% calculada anteriormente (Figura 6.59d). 

A superposição do momento plástico (Figura 6.59c) e sua remoção (Figura 
6.59d) resultam na distribuição de tensão residual mostrada na Figura 6.59e. A 
título de exercício, usar os “blocos” triangulares componentes que representam 
essa distribuição de tensão para mostrar que ela produz força e momento 
resultantes nulos no elemento, como requerido. 

O exemplo a seguir ilustra numericamente a aplicação desses princípios. 





Momento plástico aplicado 
provocando deformação plástica 


(c) 


Momento plástico invertido Distribuição de tensão 
provocando deformação elástica residual na viga 
(d) (e) 
Figura 6.59 


A viga em duplo T de aço mostrada na Figura 6.604 está submetida a um 
momento inteiramente plástico M,. Supondo que ele seja removido, determinar 
a distribuição de tensão residual na viga. O material é elástico perfeitamente 
plástico e tem limite de escoamento cp = 36 ksi. 


SOLUÇÃO 


A distribuição de tensão normal na viga provocada por M, é mostrada na 
Figura 6.60b. Quando M, é removido, o material responde elasticamente. Tal 
remoção exige a aplicação de M, na direção inversa e leva, portanto, a uma 
distribuição de tensão que se supõe elástica, conforme mostrado na Figura 
6.60c. O módulo de ruptura o, é calculado pela fórmula da flexão. Usando Mp 
= 1.732,5 kip - pol e 7 = 211,0 pol” (dados do Exemplo 6.27), temos: 


Me _ 1732,5 kip - pol(5 pol) 
TRTO pis 211,0 pol! 





= 41,1 ksi 


Como esperado, o, < 20 jp. 

A superposição das tensões resulta na distribuição de tensão residual da 
Figura 6.60d. Observe que o ponto de tensão normal nula foi determinado por 
proporção; ou seja, de acordo com as figuras 6.60b e 6.60c, é preciso que: 


41,1 ksi _ 36 ksi 


5 pol y 
y = 4,38 pol 


0, = 41,1 ksi 





Momento plástico aplicado 
(vista lateral) 


(vista lateral) 


(b) (o) 


Figura 6.60 
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0,5 pol 
“Ci J P! 
ns 4j 
4 PA i 





Vicent 
Ñ 





Momento plástico invertido Distribuição de tensão residual 


(d) 





É PROBLEMAS 


6.151. O tirante em U é feito de um material elástico perfei- 6.153. Determinar o fator forma da seção transversal da viga. 


tamente plástico para o qual o; = 250 MPa. Determinar o 
momento elástico máximo e o momento plástico que podem 
ser aplicados à seção transversal. 





10 mm 


Problema 6.151 


6.154. A viga-caixão é feita de um material elástico perfei- 
tamente plástico para o qual o; = 250 MPa. Determinar a 
tensão residual nas partes superior e inferior depois que o 
momento plástico M, é aplicado e retirado. 


*6.152. Uma barra de aço A-36 retangular tem largura de 150 mm 


1 pole altura de 3 pol. Determinar o momento aplicado em 
torno do eixo horizontal que provoca escoamento de metade 





da barra. Problemas 6.153/6.154 
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6.155. Determinar o fator forma da seção transversal da  *6.160. Determinar o módulo da seção plástica e o fator 
viga em H. forma do elemento, que tem seção transversal caixão. 


*6.156. A viga em H é feita de um material elastoplástico 6.161, A viga-caixão é feita de material elástico perfei- 
para o qual o, = 250 MPa. Determinar a tensão residual nas tamente plástico. Determinar o momento elástico máximo e 
partes superior e inferior depois que o momento plástico M, o momento plástico que podem ser aplicados à seção 
é aplicado e retirado. transversal. Adotar a = 100 mm e op = 250 MPa. 





Problemas 6.155/6.156 


6.157. A viga emT é feita de material elástico perfeitamente 


plástico. Determinar o momento elástico máximo que pode Problemas 6.160/6.161 

ser aplicado à seção transversal. og = 36 ksi. 6.162. Determinar o módulo da seção plástica e o fator 
6.158. Determinar o módulo da seção plástica e o fator forma da seção transversal. 

forma de sua seção transversal. 6.163. A viga é feita de material elástico perfeitamente 


plástico. Determinar o momento plástico máximo e o mo- 
mento plástico que podem ser aplicados à seção transversal. 
Adotar a = 2 pole or = 36 ksi. 





Problemas 6.157/6.158 


6.159. Determinar o momento plástico M, que pode ser 
suportado por uma viga com a seção transversal mostrada. 
Tg = 30 ksi. 





Problemas 6,162/6.163 


*6.164. Determinar o módulo da seção plástica e o fator 
forma do elemento, que tem seção transversal tubular. 





Problema 6.164 





6.165. Determinar o módulo da seção plástica e o fator 
Problema 6.159 forma do elemento. 








6.166. O elemento é feito de material elástico perfeitamen- 
te plástico para o qual o; = 230 MPa, Determinar o momento 
elástico máximo e o momento plástico que podem ser 
aplicados à seção transversal. Adotar b = 50 mm e A = 
80 mm. 





Problemas 6.165/6.166 


6.167. A viga é feita de um material elastoplástico para o 
qual og = 200 MPa. Determinar a intensidade da força P que 
faz esse momento ser (a) o maior momento elástico e (b) o 
maior momento plástico. 








Problema 6.167 


*6.168. A viga-caixão é feita de um material elastoplástico 
para o qual o = 25 ksi. Determinar a intensidade da carga 
distribuída wo que faz esse momento ser (a) o maior 
momento elástico e (b) o maior momento plástico. 


Wo 





9 pés | 


Problema 6.168 
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6.169. A viga é feita de um poliéster com a curva tensão- 
deformação mostrada. Supondo que a curva possa ser re- 
presentada pela equação o = [20tg"!(15€)] ksi, onde tg” (156) 
é dada em radianos, determinar a grandeza da força P que 
pode ser aplicada à viga sem que a deformação máxima nas 
fibras da seção crítica exceda Emax = 0,003 pol/pol. 





$ POSE am 8 pés —] 


to (ksi) 


o =20tg (158 





e (pol/pol) 


Problema 6.169 


6.170. O diagrama tensão-deformação de uma liga de titâ- 
nio pode ser aproximado pelas duas retas. Supondo que um 
tirante feito desse material seja submetido a flexão, deter- 
minar o momento a que ele resistirá se a tensão máxima 
atingir (a) o, e (b) op. 








e(pol/pol) 


0,01 


0,04 


Problema 6.170 


6.171. Um material tem diagrama tensão-deformação tal 
que na região elástica o esforço de tração ou compressão po- 
dem ser relacionados à deformação de tração ou compressão 
pela equação o” = Ke, onde K e n são constantes. Supondo 
que o material seja submetido a um momento fletor M, 
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deduzir uma expressão entre a tensão máxima no material e 
o momento. A seção transversal tem momento de inércia 7 
em torno de seu cixo neutro. 


o" = Ke 





Problema 6.171 


*6.172. A barra de plexiglass tem uma curva de tensão- 
deformação que pode ser aproximada pelos segmentos de 
reta mostrados. Determinar o maior momento M que pode 
ser aplicado à barra antes que ela se rompa. 


o (MPa) 











à 


ruptura 
20 mny 





d tração 


-0,06 -0,04 





e (mm/mm) 


compressão 


Problema 6.172 


6.173. Determinar a tensão residual nas partes superior e 
inferior de uma viga de aço A-36 com seção transversal 
circular, da qual foi removido um momento inteiramente 
plástico. O raio da barra é de 4 pol. 





PROBLEMAS DE REVISÃO 





6.174. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
para a viga. Dica: a carga de 20 kip deve ser substituída pelo 
carregamento equivalente no ponto C do eixo. 


15 kip 












|-—4 pés- | 4 pés — 
Problema 6.174 


6.175. O elemento tem seção transversal quadrada, Su- 
pondo que seja feito de um material elástico perfeitamen- 
te plástico, determinar o fator forma e o módulo Z da seção 
plástica. 





Problema 6.175 


*6.176. A viga é feita de um material elastoplástico para o 
qual op = 250 MPa. Determinar a tensão residual nas partes 


superior e inferior depois que o momento plástico M, é 
aplicado e retirado. 





Problema 6.176 


6.177. A viga é feita de três tábuas pregadas como mos- 
trado. Determinar os esforços máximos de tração e com- 
pressão nela desenvolvidos. 










M = 650 N-m | 
20 mm 





125 mm 
Ar 


20 mm | oe 250 mm 


Problema 6.177 


6.178. A viga é composta por quatro peças de madeira 
coladas, como mostrado. Supondo que o momento fletor in- 
terno seja M = 80 kip - pés, determinar a tensão de flexão 
máxima nela desenvolvida. Desenhar uma vista tridimen- 
sional da distribuição de tensão que atua sobre a seção 
transversal. 






M = 80 kip-pés 


Problema 6.178 


6.179. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
para o eixo, supondo que ele esteja submetido às cargas 
verticais da correia, engrenagem e volante. Os mancais em A 
e B exercem apenas reações verticais sobre ele. 


300 N 


450 N | 


E) ETOR m 400 ii 300 mm rs SE: 


150N 


Problema 6.179 


*6.180. Desenhar os diagramas de força cortante e mo- 
mento para a viga. 


w wo 


< w= wo sen( E x) 








Problema 6.180 


6.181. O tirante tem seção transversal quadrada a por a e 


está sujeito ao momento fletor M aplicado num ângulo 4 


como mostrado. Determinar a tensão de flexão máxima em 
termos de a, M e 6. Que ângulo 0 resultará na maior tensão 
de flexão no tirante? Especificar a orientação do eixo neutro 
nesse caso. 
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Problema 6.181 


6.182. Para a seção, (I, = 1410 9)m', 3170109) m4, 
Lz = 15,1(1079) mf. Usando as técnicas descritas no Apên- 
dice A, concluímos que a área da seção transversal do ele- 
mento tem momentos principais de inércia Z, = 29(1076) m* 
e Iy = 117(109) mí, calculados em torno dos eixos principais 
de inércia y’ e z’, respectivamente. Supondo que a seção 
esteja submetida ao momento M = 2 kN - m orientado como 
mostrado, determinar a tensão produzida no ponto A (a) 
usando a Equação 6.11 e (b) usando a equação desenvolvida 
no Problema 6.110. 







= 10,10º 





M=2kNm 








60 mm 








L 140 mm —|- Lo 


80 mm 60 mm 
Problema 6.182 





6.183. Um eixo é feito de um polímero com seção trans- 
versal parabólica, Supondo que ele resista a um momento 
interno M = 125N-m, determinar a tensão de flexão 
máxima desenvolvida no material (a) usando a fórmula da 
flexão e (b) usando integração. Desenhar uma vista 
tridimensional da distribuição de tensão que atua sobre a 
área da seção transversal. Dica: o momento de inércia é 
determinado pela Equação A.3 do Apêndice A. 
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*6.184. Determinar a tensão de flexão máxima na seção 
a-a do braço do cortador de cabo. É aplicada uma força de 
45 lb nos braços. A área da seção transversal é mostrada na 
figura. 





45 lb 


Problema 6.184 
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Opjrrivos DO CAPÍTULO 


Neste capítulo desenvolveremos um método para 
encontrar a tensão de cisalhamento em vigas com seção 
transversal prismática, feitas de material homogêneo 
que se comporta de maneira linear-elástica. O método 
de análise a ser desenvolvido limita-se de certo modo a 
casos especiais de geometria de seção transversal. Não 
obstante, ele é amplamente aplicado em projetos e 
análises de engenharia. O conceito de fluxo de cisalha- 
mento, bem como o de tensão de cisalhamento, será 
discutido para vigas e elementos de parede fina. Por fim, 
o capítulo abordará os centros de cisalhamento. 


7,1 CISALHAMENTO EM ELEMENTOS 
RETOS 


Foi mostrado na Seção 6.1 que as vigas suportam 
em geral tanto cargas de cisalhamento como de 
momento fletor. O cisalhamento V é o resultado de uma 
distribuição de tensão de cisalhamento transversal que 
atua sobre a seção transversal da viga (Figura 7.1). 
Observe que, devido à propriedade complementar do 





Os dormentes das ferrovias atuam como vigas que suportam car- 


cisalhamento, tensões de cisalhamento longitudinais gas de cisalhamento transversal muito grandes. Como resultado, 
associadas também atuam ao longo dos planos longi- dormentes de madeira tendem a trincar nas extremidades, onde as 
tudinais da viga. Por exemplo: um elemento típico cargas de cisalhamento são maiores. 


retirado do interior da seção transversal está sujeito 
tanto a tensões de cisalhamento transversais como longitudinais (Figura 7.1). 
Será mais fácil ilustrar fisicamente por que a tensão de cisalhamento se 
desenvolve nos planos longitudinais da viga se considerarmos que esta é 
composta por três tábuas (Figura 7.2a). Se as superfícies superior e inferior de 
cada tábua forem lisas e as tábuas não estiverem coladas, quando aplicada a 
carga P haverá o deslizamento de uma tábua em relação à outra e, desse modo, 
a viga se refletirá como mostrado. Por outro lado, se as tábuas estiverem 
acopladas, as tensões de cisalhamento longitudinal entre elas impedirão o 
deslizamento relativo e, assim, a viga atuará como uma peça única (Figura 7.2b). 
Como resultado da tensão de cisalhamento, desenvolvem-se deformações 
de cisalhamento, e estas tendem a distorcer a seção transversal de mancira bem 
complexa. Para mostrar essa condição, consideremos uma barra feita de 
material altamente deformável e marcada com uma grade de linhas horizontais 
e verticais (Figura 7.34). Quando aplicada, a força de cisalhamento V tende a 
deformar as linhas conforme o padrão mostrado na Figura 7.3b. Essa distri- 
buição não uniforme da tensão de cisalhamento sobre a seção provoca distorção 
da seção, que não permanece plana. 


Tensão de 
cisalhamento 
transversal 
Tensão de 
E cisalhamento 


longitudinal < 








Figura 7.1 
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Es Es 


Tábuas sem acoplamento 





Os conectores de cisalhamento são 
“soldados” neste piso metálico corru- 
gado de forma que, quando o concreto 
é colocado, os conectores impedem 
que a laje deslize sobre a superfície do 
piso. Os dois materiais atuam, assim, 
como uma laje composta. 


GEZ 
D AD AD a 
CD A AD A A 


(a) Antes da deformação 


RE A A A A A A o A 





Tábuas com acoplamento 


e O) 
Figura 7.2 


Lembre-se de que, ao desenvolver a fórmula da flexão, demos como certo 
que as seções transversais tinham de permanecer planas e perpendiculares ao 
eixo longitudinal da viga após a deformação. Apesar de essa condição ser 
violada quando a viga está submetida a flexão e cisalhamento, podemos supor, 
em geral, que a distorção da seção transversal descrita anteriormente é tão 
pequena que pode ser desprezada. Essa hipótese é particularmente verdadeira 
no caso, bastante comum, da viga esbelta, ou seja, aquela que possui largura 
pequena em relação ao comprimento. 

Nos capítulos anteriores desenvolvemos as fórmulas de carga axial, torção 
e flexão determinando primeiro a distribuição de deformação, com base nas 
hipóteses relativas à deformação da seção transversal. No caso de cisalhamento 
transversal, no entanto, a distribuição da deformação por cisalhamento não 
pode ser facilmente expressa em termos matemáticos para toda a largura da 
viga. Por exemplo: ela não é uniforme ou linear para seções transversais retan- 
gulares como as já vistas. Portanto, a análise da tensão de cisalhamento será 
desenvolvida de maneira diferente da usada para estudar os carregamentos 
anteriores, Na verdade, desenvolveremos uma fórmula para a tensão de cisalha- 
mento indiretamente, isto é, usando a fórmula da flexão e a relação entre 
momento fletor e força de cisalhamento (V = dM/dx). 


7.2 FÓRMULA DO CISALHAMENTO 


O desenvolvimento de uma relação entre a distribuição da tensão de cisa- 
lhamento que atua sobre a seção transversal de uma viga e a força cortante 
(ou de cisalhamento) resultante na seção bascia-se no estudo da tensão de 
cisalhamento longitudinal, bem como nos resultados da Equação 6.2 (V = 
dM/dx). Para exemplificar como essa relação é estabelecida, consideremos o 
equilíbrio da força horizontal de uma parte do elemento tirado da viga mostrada 
na Figura 7.44, o qual aparece na Figura 7.4b. Um diagrama de corpo livre do 
elemento que mostra somente a distribuição da tensão normal que atua sobre 
ele é apresentado na Figura 7.4c. Essa distribuição é provocada pelos momentos 
fletores M e M + dM. Excluímos do diagrama de corpo livre os efeitos de V, 
V + dV e w(x), uma vez que essas cargas são verticais e, portanto, não serão 
incluídas no somatório da força horizontal. O elemento da Figura 7.4c na 
verdade satisfaz XF, = 0, visto que a distribuição de tensão em cada lado forma 
apenas um conjugado e, portanto, uma força resultante nula. 





Figura 7.3 
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ZF,=0 satisfeita 





Plano da seção , 











Consideremos agora o segmento superior do elemento, secionado a uma 
distância y do eixo neutro EN e que aparece sombreado na Figura 7.4b. Esse 
segmento tem largura t na seção, e cada lado de sua seção transversal tem área 
A’. Como os momentos resultantes de cada lado do elemento diferem por dM, 
pode-se ver na Figura 7.4d que LF, = 0 não será satisfeita, a menos que a tensão 
de cisalhamento longitudinal 7 atue sobre a face inferior do segmento. Na 
análise a seguir, vamos supor que essa tensão de cisalhamento seja constante 
em toda a largura í da face inferior e atue sobre a área t dx. Aplicando a equação 
de equilíbrio das forças horizontais e usando a fórmula da flexão (Equação 


6.13), temos: 

È ER, =0; Í oaa- | odA — r(t dx)=0 

A” A’ 

M + dM M 
Í T yaa- | = ly dA — t(t dx) = 0 

a ANT 

(2) Í y dA = r(t dx) (11) 
I jix 


Resolvendo em 7, obtemos: 


- (4m) f 
r= (8) pa tA 


Essa equação pode ser simplificada, já que V = dM/dx (Equação 6.2). Além 
disso, a integral representa o momento de primeira ordem da área A' em torno 
do eixo neutro. Observe que ele tem como símbolo Q. Como a localização do 
centróide da área A’ é determinada por y’ = fa y dA/A', podemos também 
escrever: 


Q= ) dA=TA (7.2) 





[i 
[i 
t 
I 
[i 
I 
[i 
j 
ta 





Vista tridimensional (d) Vista lateral 


Figura 7.4 
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Assim, o resultado final é: 


(7.3) 





Onde: 


7 = tensão de cisalhamento no ponto localizado a uma distância y’ do eixo 
neutro do elemento (Figura 7.4b); supõe-se que essa tensão seja constante 
e, portanto, média ao longo da largura t do membro (Figura 7.4d) 

V = força cortante resultante interna, determinada pelo método das seções e 
pelas equações de equilíbrio 

1 = momento de inércia de toda a área da seção transversal, calculado em 
torno do eixo neutro 

t = largura da área da seção transversal do elemento medida no ponto em 
que 7 deve ser determinado 

Q = fx y dA’ = Y'A’, onde A! é a parte superior (ou inferior) da área da seção 
transversal do elemento, definida pela seção onde t é medido, e y’ é a 
distância até o centróide de A’, medida a partir do eixo neutro 


A equação anteior é denominada fórmula do cisalhamento. Apesar de 
termos considerado na demonstração apenas as tensões de cisalhamento que 
atuam no plano longitudinal da viga, a fórmula aplica-se igualmente para 
determinar a tensão de cisalhamento transversal na área da seção transversal. 
Isso ocorre porque as tensões de cisalhamento transversal e longitudinal são 
complementares e numericamente iguais. 

Como a Equação 7.3 foi deduzida indiretamente da fórmula da flexão, é 
necessário que o material comporte-se de maneira linear-elástica e tenha o 
mesmo módulo de elasticidade tanto sob tração como sob compressão. A tensão 
de cisalhamento em elementos compostos, ou seja, aqueles que têm seções 
transversais feitas de materiais diferentes, também é obtida pela fórmula do 
cisalhamento. Para isso, é necessário calcular Q e Z a partir da seção trans- 
formada do elemento, como discutido na Seção 6.6. A espessura t na fórmula, 
entretanto, permanece como a largura verdadeira £ da seção transversal no 
ponto em que 7 deve ser calculado. 


7.3 TENSÕES DE CISALHAMENTO EM VIGAS 


A fim de explicar como se aplica a fórmula do cisalhamento e também 
discutir algumas de suas limitações, estudaremos a seguir as distribuições da 
tensão de cisalhamento em alguns tipos comuns de seções transversais de vigas. 
Aplicações numéricas da fórmula do cisalhamento serão mostradas nos 
exemplos. 


Seção Transversal Retangular. Consideremos que a viga tenha uma seção 
transversal retangular de largura b e altura A, como mostrado na Figura 7.5a. 
A distribuição da tensão de cisalhamento ao longo de toda a seção transversal 
é determinada calculando-se a tensão de cisalhamento a uma altura arbitrária 
y do eixo neutro (Figura 7.5b) e montando-se o gráfico da função. Nesse caso, 
a área sombreada escura A' será usada para calcular 7.º Então: 


eve) 





- 1/h2 
A falha típica de cisalhamento desta = -{— — y b 
viga de madeira ocorreu no apoio e 2\4 
através do centro aproximado de sua l A área abaixo de y também pode ser usada [4” = b(h/2 + y)], mas esse método exige um pouco 


seção transversal. mais de manipulação algébrica. 


Cap.7 CISALHAMENTO TRANSVERSAL 287 





Distribuição da tensão de cisalhamento 


(e) 


Aplicando a fórmula do cisalhamento, temos: 


_ vQ VOL?) — y’]b 






T=- u © Gbhb 
ou 
6V k 2 Ê > Tmáx 
ga ee = 7) (7.4) A 


O resultado indica que a distribuição da tensão de cisalhamento sobre a 
seção transversal é parabólica. Como mostrado na Figura 7.5c, a intensidade 
varia de zero nas partes superior e inferior, y = +h/2, ao valor máximo no eixo 
neutro, y = 0. Especificamente, como a área da seção transversal é 4 = bh, em (d) 

= O temos, de acordo com a Equação 7.4: =” 
é io Figura 7.5 


=15” 
Tmáx = 157 (7.5) 


Esse mesmo valor de Tmax pode ser obtido diretamente pela fórmula do 
cisalhamento, r = VQ/It, pois Tmáx ocorre onde Q tem o maior valor, uma vez 
que V, 7 e t são constantes. Por inspeção, Q será máximo quando se considerar 
a área acima (ou abaixo) do eixo neutro; isto é, A’ = bh/2 e Y’ = h/4. Assim: 


ERA VO _ Vehia)(bhlo) _ 1.5” 
Tee Ti 4bh°]b TA 





Por comparação, Tmax é 50% maior que a tensão de cisalhamento média 
determinada pela Equação 1.7; isto é, Tméa = VIA. 

É importante lembrar que para cada + que atua sobre a área da seção 
transversal na Figura 7.5c, há um 7 correspondente atuando no sentido longitu- 
dinal ao longo da viga. Se a viga for cortada por um plano longitudinal através 
de seu eixo neutro, por exemplo, então, como observado anteriormente, a tensão 
de cisalhamento máxima atuará nesse plano (Figura 7.5d). É essa tensão que 
provoca a falha de uma viga de madeira como mostra a Figura 7.6. Nesse caso, 
a rachadura horizontal começa a ocorrer através do eixo neutro nas extre- 
midades, uma vez que nesses pontos as reações verticais submetem a viga a 
uma tensão de cisalhamento maior — e a madeira tem baixa resistência ao 
cisalhamento ao longo de seus grãos, orientados na direção longitudinal. 

É esclarecedor mostrar que, quando a distribuição da tensão de cisa- 
lhamento (Equação 7.4) é integrada no domínio da seção transversal, produz 
o cisalhamento resultante V. Para isso é escolhida uma tira infinitesimal de 








Figura 7.6 
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área dA = b dy (Figura 7.5c) e, como r atua uniformemente em toda a tira, 


temos: 
hi2 
lÁ = f 
l Ea hi2 s 
E ye, La” 
3 
par ds 


a z) yg i £) E 

plalz 2) ais 8 

Viga de Abas Largas. Uma viga de abas largas consiste de duas “abas” e uma 
“alma”, como mostra a Figura 7.7a. Por meio de uma análise semelhante à 
anterior, podemos determinar a distribuição da tensão de cisalhamento que 
atua sobre a seção transversal de uma viga assim. Os resultados estão mostrados 
graficamente nas figuras 7.7b e 7.7c. Como ocorre na seção retangular, a tensão 
de cisalhamento varia parabolicamente ao longo da altura da viga, visto que a 
seção transversal pode ser tratada como a seção retangular, inicialmente com a lar- 
gura da aba superior, b, depois com a espessura da alma, ty, € por fim com a 
largura da aba inferior, b. Observe que a tensão de cisalhamento varia apenas 
levemente ao longo da alma e, além disso, que a tensão de cisalhamento salta 
na junção da aba com a alma, visto que a espessura da seção transversal muda 
nesse ponto ou, em outras palavras, t muda na fórmula do cisalhamento. Por 
comparação, a alma suporta significativamente mais força cortante que as abas. 
Essa condição será ilustrada numericamente no Exemplo 7.2. 


- >} dy 








Limitações no Uso da Fórmula do Cisalhamento. Uma das principais 
hipóteses consideradas no desenvolvimento da fórmula do cisalhamento é de 
que a tensão de cisalhamento distribui-se uniformemente sobre a largura t da 
seção em que ela é determinada. Em outras palavras, a tensão de cisalhamento 
média é calculada ao longo da largura. Podemos verificar a precisão dessa 
hipótese comparando-a com uma análise matemática mais exata, baseada na 
teoria da elasticidade. A esse respeito, se a seção transversal da viga for 
retangular, a distribuição real da tensão de cisalhamento ao longo do eixo 
neutro, calculada pela teoria da elasticidade, variará como mostra a Figura 7.8. 
O valor máximo, 7'máx Ocorrerá nas bordas da seção transversal, e sua 
intensidade dependerá da relação b/h (largura /comprimento). Para seções com 
b/h = 0,5, T'máx é apenas 3% maior que a tensão de cisalhamento calculada 
pela fórmula do cisalhamento (Figura 7.84). Entretanto, para seções largas, com 
digamos b/h = 2, 7! max é cerca de 40% maior que tmax (Figura 7.8b). O erro 
torna-se ainda maior à medida que a seção torna-se mais larga, ou à medida 
que a relação b/h aumenta. Erros dessa ordem certamente serão intoleráveis 
se a fórmula do cisalhamento for usada para determinar a tensão de cisalha- 
mento na aba de uma viga de abas largas, como discutido anteriormente. 
Também deve ser mencionado que a fórmula do cisalhamento não oferece 
resultados precisos quando usada para determinar a tensão de cisalhamento na 
junção aba-alma de uma viga de abas largas, uma vez que se trata de um ponto 
de mudança súbita na seção transversal, onde ocorre, portanto, concentração de 
tensão. Além disso, as regiões internas das abas são superfícies livres (Figura 7.7b) 
e, em consegiiência, a tensão de cisalhamento em seus limites deve ser nula. Se, 
no entanto, a fórmula do cisalhamento for aplicada para determinar a tensão de 
cisalhamento nessas superfícies, o valor de 7 assim obtido não será nulo (Figura 
7.7c). Felizmente, essas limitações quanto à aplicação da fórmula do cisalhamento 
às abas de uma viga de abas largas não são importantes na prática da engenharia. 
Os engenheiros, mais frequentemente, calculam apenas a tensão de cisalhamento 
máxima média, que ocorre no eixo neutro, em que a relação b/h (largura / 
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comprimento) é muito pequena e, portanto, o resultado fica muito próximo da 
tensão de cisalhamento máxima real, como explicado anteriormente. 

Outra limitação importante no uso da fórmula do cisalhamento é ilustrada 
na Figura 7.94, que mostra uma viga com seção irregular ou contorno não 
retangular. Se aplicarmos a fórmula do cisalhamento para determinar a tensão 
de cisalhamento (média) 7 ao longo da reta AB, ela será orientada como mostra 
a Figura 7.9b. Consideremos agora um elemento do material retirado do ponto 
B da superfície, tal que uma de suas faces está localizada na superfície externa 
da viga (Figura 7.9c). Nesse caso, a tensão de cisalhamento calculada 7 na face 
frontal do elemento foi desdobrada nos componentes 7’ e 7”. Por inspeção, o 
componente 7” deve ser igual a zero, visto que seu componente longitudinal 
T’, que atua na superfície do contorno livre de tensão, deve ser nulo. Portanto, 
para satisfazer essa condição, a tensão de cisalhamento que atua sobre o 
elemento de contorno deve ser tangente ao contorno. A distribuição da tensão 
de cisalhamento ao longo da reta AB seria então orientada como mostra a 
Figura 7.9d. Devido à maior inclinação das tensões de cisalhamento em A e B, 
a tensão de cisalhamento máxima ocorrerá nesses pontos. Os valores específicos 
da tensão de cisalhamento são obtidos por meio dos princípios da teoria da 
elasticidade. Observe, no entanto, que podemos aplicar a fórmula do cisalha- 
mento para obter a tensão de cisalhamento que atua em cada linha da Figura 
7.9a. Nesse caso, as retas interceptam as tangentes ao contorno da seção 
transversal em ângulos retos e, como mostrado na Figura 7.9, a tensão de 
cisalhamento transversal é vertical e constante ao longo de cada reta. 

Resumindo os pontos apresentados, a fórmula do cisalhamento não 
oferece resultados precisos quando aplicada a elementos com seção transversal 
curta ou larga, ou a pontos em que a seção transversal muda subitamente. 
Tampouco deve ser aplicada a uma seção que intercepta o limite do elemento 
em ângulo diferente de 90º. Em vez disso, nesses casos, a tensão de cisalhamento 
deve ser determinada por meio de métodos mais avançados, baseados na teoria 
da elasticidade. 
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Pontos IMPORTANTES 


e As forças cortantes (ou de cisalhamento) nas vigas provocam distribuições da deformação por cisalhamento 
não-lineares sobre a seção transversal, o que por sua vez gera distorção. 


e Devido à sua propriedade complementar, a tensão de cisalhamento desenvolvida em uma viga atua tanto na 
seção transversal como nos planos longitudinais. 


e Para desenvolver a fórmula do cisalhamento, considerou-se o equilíbrio da força horizontal da tensão de cisa- 
lhamento longitudinal, bem como as distribuições das tensões de flexão que atuam em dada parcela de um seg- 
mento infinitesimal da viga. 


e A fórmula do cisalhamento é usada em elementos prismáticos retos feitos de material homogêneo com com- 
portamento linear-elástico. Além disso, a força cortante interna resultante deve ser orientada ao longo de um 
eixo de simetria da área da seção transversal. 


e Em uma viga de seção transversal retangular, a tensão de cisalhamento varia parabolicamente de acordo com o 
comprimento. A tensão de cisalhamento máxima ocorre ao longo do eixo neutro. 


e A fórmula do cisalhamento não deve ser usada para determinar a tensão de cisalhamento de seções transver- 
sais curtas ou largas, tampouco nos pontos de mudança súbita da seção transversal ou em um ponto de con- 
torno inclinado. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Sugere-se o seguinte procedimento para aplicar a fórmula do cisalhamento. 


Cisalhamento Interno. 


e Secionar o elemento perpendicularmente ao seu eixo no ponto em que a tensão de cisalhamento deve ser de- 
terminada e, em seguida, obter o cisalhamento interno V na seção, 


Propriedades da Seção. 


e Determinar a localização do eixo neutro e o momento de inércia 1 de toda a área da seção transversal em torno 
desse eixo. 


Traçar uma seção horizontal imaginária através do ponto em que a tensão de cisalhamento deve ser determi- 
nada. Medir a largura t da área nessa seção. 


A parte da área acima ou abaixo dessa seção é A’. Determinar O por integração, O = fa y dA’, ou usando Q = 
YA”. Aqui, y’ é a distância do centróide de A', medida a partir do eixo neutro. Obervar que A’ é a parte da área 
da seção transversal do elemento “mantida nele” pelas tensões de cisalhamento longitudinais (Figura 7.4d). 


Tensão de Cisalhamento. 


e Usando um conjunto de unidades consistente, substituir os dados na fórmula do cisalhamento e calcular a ten- 
são de cisalhamento 7. 


É aconselhável estabelecer a direção apropriada da tensão de cisalhamento transversal 7 em um elemento de 
volume do material, localizado no ponto em que ela será calculada. Isso pode ser feito levando-se em conta que 
tatua sobre a seção transversal na mesma direção de V. A partir desta, as tensões de cisalhamento correspon- 
dentes que atuam sobre os outros três planos do elemento podem ser estabelecidas. 





A viga mostrada na Figura 7.10a é feita de madeira e está submetida a 
uma força cortante resultante interna V = 3 kip. (a) Determinar a tensão 
de cisalhamento no ponto P e (b) calcular a tensão de cisalhamento máxima 
na viga. 
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SOLUÇÃO 

Parte (a) 

Propriedades da Seção. O momento de inércia da área da seção transversal 
calculado em torno do eixo neutro é: 


= pálio ER do B = 4 
I 12 bh T) (4 pol)(5 pol)? = 41,7 pol 


Traça-se uma reta horizontal pelo ponto P da seção e, assim, delimita-se 
a área parcial A”, que aparece sombreada na Figura 7.10b. Então: 


O=P7A'= fos pol + te pol |e pol)(4 pol) = 12 pol? 


Tensão de Cisalhamento. A força cortante na seção é V = 3 kip. Aplicando 
a fórmula do cisalhamento, temos: 


VQ  (3kip\(12po®Ĥ _ l 
Tp = It = (41,7 polÍ(4 pol) 0,216 ksi Resposta 





Como contribui para V, 7, age para baixo em P na seção transversal. 
Consegientemente, um elemento de volume do material nesse ponto teria 
tensões de cisalhamento atuando sobre ele como mostra a Figura 7.10c. 


Parte (b) 


Propriedades da Seção. A tensão de cisalhamento máxima ocorre no eixo 
neutro, visto que £ é constante e Q é a maior neste caso. Temos, para a área 
sombreada escura A” da Figura 7.10d: 


2,5 
Q=YA'= | = a pol(2,5 pol) = 12,5 pol 





Tensão de Cisalhamento. Aplicando a fórmula do cisalhamento, temos: 


“Vo _ (3 kip)(12,5 pol) 





Tmáx =h (4L7 pol) pol) = 0,225 ksi Resposta 
Observe que isso equivale a: 
zis eys E = (0,225 ksi R 
Tmáx T 4, A =, (4 poDG pol) SW S1 esposta 





~d 
4 N 
pol [1.5 pol 


~} 


(a) 





: DD, mom 


A 





(d) 
Figura 7.10 


Uma viga de abas largas tem as dimensões mostradas na Figura 7.11a. 
Supondo que ela seja submetida a uma força cortante V = 80 kN, (a) traçar o 
gráfico da distribuição da tensão de cisalhamento que atua sobre a área de sua 
seção transversal e (b) determinar a força cortante a que a alma resiste. 
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B’, Tg = 1,13 MPa 

=22,6 MPa 
Bs” q 

Te = 25,2 MPa 





22,6 MPa 
1,13 MPa 





Q 





N 
(a) (b) 


SOLUÇÃO 


Parte (a). A distribuição da tensão de cisalhamento será parabólica e variará 
como mostrado na Figura 7.11b. Devido à simetria, apenas as tensões de 
cisalhamento nos pontos B', B e C precisam ser calculadas. Para obter mais 
valores, devemos determinar primeiro o momento de inércia da área da seção 


transversal em torno do eixo neutro. Trabalhando em metros, temos: 
1 3 
[= 17 (0,015 m)(0,200 m) 


+ 2/0300 m)(0,02 m)? + (0,300 m)(0,02 m)(0,110 m 





é = 155,6(1079) mé 





4 


Para o ponto B’, tp: = 0,300 m, e A' é a área sombreada escura mostrada 
na Figura 7.11c. Assim: 





Figura 7.1 Op = Y'A’ = [0,110 m](0,300 m)(0,02 m) = 0,660(107°) m° 
De modo que: 
vor 8 kN(0,660(10 *) m’) 


w= re O 155,6(1079) mº(0,300m) V MPa 





Para o ponto B, tg = 0,015 m e Os = Qp: (Figura 7.11c). Então: 


pis a 80 kN(0,660(107*) m°) 
8 o 155,6(109) m'(0,015 m) 








= 22,6 MPa 


A partir da discussão sobre as limitações no uso da fórmula do cisalha- 
mento, observe que os valores calculados para Tg: € Tg são, na realidade, muito 
equivocados. Por quê? 

Para o ponto C, tc = 0,015 me A' é a área sombreada mostrada na Figura 
7.11d. Considerando essa área como composta de dois retângulos, temos: 


Qc = EYA = [0,110 m](0,300 m)(0,02 m) 
+ [0,05 m](0,015 m)(0,100 m) 
= (,735(107°) m? 
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Assim, io 
V 80 KN[0,735(107°) m? 0,300 m—— 
Tc = mix = "EC = ROO 252 MPa E || 
Ite E E 
0,100 m 
Parte (b). Para determinar a força cortante na alma, primeiro estabelecere- N Las 





mos a tensão de cisalhamento na localização arbitrária y na alma (Figura 711e). 
Usando unidades métricas, temos: 


I = 155,6(1076) mî 
t = 0,015 m 
A’ = (0,300 m)(0,02 m) + (0,015 m)(0,1 m — y) 
Q = EYA = (0,11 m)(0,300 m)(0,02 m) 
+[y + 5 (0,1 m — y)J(0,015 m)(0,1 m — y) 
= (0,735 — 7,50 (10) m? 


De modo que: 


(a) 





(0,1 m- y) 
y| 








(e) 





vo 80 KN(0,735 — 7,50 y°)(107°) mê l 
T=- © (155,6(109) m^) (0,015 m) Figura 7.11 


= (25,192 — 257,07 y?) MPa 


Essa tensão atua na tira de área dA = 0,015 dy mostrada na Figura 7.11e 
e, portanto, a força cortante a que a alma resiste é: 


Valma = l 
A 


Vama = 73,0 kN Resposta 


01 m 
TdA = Í 04 „25192 — 257,07 3)(10%)(0,015 m) dy 


alma 


Observe que, por comparação, a alma suporta 91% do cisalhamento total 
(80 kN) e as abas, os 9% restantes. Tente resolver o problema determinando a 
força em uma das abas (3,496 KN) pelo mesmo método. Portanto, Varma = 
V — 2Vaba = 80 EN — 2(3,496 kN) = 73,0 kN. 





EXEMPLO 7.3 


A viga mostrada na Figura 7.12a é feita de duas tábuas. Determinar a 6,5 kN/m 
tensão de cisalhamento máxima na cola necessária para manter as tábuas unidas 
ao longo da junção. Os apoios em B e C exercem somente reações verticais 








y B G 
sobre a viga. | | 
H 4m 4m | 

SOLUÇÃO A= me hm 
Cisalhamento Interno. As reações dos apoios e o diagrama de força NHA sinn 
cortante da viga são mostrados na Figura 7.12b. Vê-se que a força cortante A JAR 
máxima na viga é 19,5 KN. 30 mm 

VAN) (a) 

26 kN 6,5 








(b) -19,5 
Figura 7.12 
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Propriedades da Seção. 


O centróide e, portanto, o eixo neutro serão deter- 


minados pelo eixo de referência situado na parte inferior da área da seção 
transversal (Figura 7.124). Trabalhando em unidades métricas, temos: 


[0,075 m](0,150 m)(0,030 m) + [0,165 m](0,030 m)(0,150 m) 








- JA 
y= 


SA (0,150 m)(0,030 m) + (0,030 m)(0,150 m) 


= 0,120m 


O momento de inércia, calculado em torno do eixo neutro (Figura 7.124), 


é, portanto: 


I= [Zooo m)(0,150 m}? + (0,150 m)(0,030 m)(0,120 m — 0,075 m)? 


+ [50s m)(0,030 m)* + (0,030 m)(0,150 m)(0,165 m — 0,120 m)? = 27,0(109) mt 


A tábua superior (aba) está presa à inferior (alma) pela cola, aplicada 
sobre a espessura t = 0,03 m. Conseqüentemente, A' é definida como a área 
do topo da tábua (Figura 7.12a). Temos: 


Q =7'A' = [0,180 m — 0,015 m — 0,120 m] (0,03 m)(0,150 m) 
= 0,2025(107°) mî 


V=19,5kN 


Plano contendo cola 


Tensão de Cisalhamento. 


Usando os dados anteriores e aplicando a fór- 


mula do cisalhamento, temos: 


4,88 MPa 


VQ 19,5 KN(0,2025(107°) m°) 





T, = 
máx lt 
(c) 


Figura 7.12 


= 4,88 MPa Resposta 


27,0(109 m*(0,030 m) 


A tensão de cisalhamento que atua no topo da tábua é mostrada na Figura 


7.12c. Como se nota, é a resistência da cola a essa tensão de cisalhamento 
horizontal ou lateral que impede as tábuas de deslizar sobre o apoio C. 





PROBLEMAS 





71. A viga composta por três chapas de aço está submetida 
a uma força cortante V = 150 KN. Determinar a tensão de 
cisalhamento nos pontos A e C em que as chapas são 
acopladas. Mostrar que y = 0,080196 m a partir da parte 
inferior e Igy = 4,8646(1079) mí. 


72. A viga composta por três chapas de aço está submetida 
a uma força cortante V = 150 KN. Determinar a tensão de 
cisalhamento no ponto B em que as chapas são unidas. 
Mostrar que y = 0,080196 m a partir da parte inferior e Igy = 
4,8646(10*) m?. 






> v 
` - 8 | L 10 mm 
10 mmg jja l 100mm 
75 mm ] N 
| 100 mm. 


Prada -15 mm 





10 mm 


Problemas 7.1/7.2 


7.3. Se a viga T for submetida a um cisalhamento vertical 
V = 12 kip, qual será a tensão de cisalhamento máxima nela 
desenvolvida? Calcular também o salto da tensão de cisa- 
lhamento na junção aba-alma AB. Desenhar a variação de 
intensidade da tensão de cisalhamento em toda a seção 
transversal. 


“7.4. Sea viga T for submetida a um cisalhamento vertical 
V = 12 kip, a qual força cortante vertical a aba resistirá? 


ia ot | 


3 pol 


au 


6 pol 





>V=12kip 


Problemas 7,3/7.4 


7.5. Sea viga T for submetida a um cisalhamento vertical 
V = 10 kip, qual será a tensão de cisalhamento máxima nela 
desenvolvida? Calcular também o salto da tensão de cisalha- 
mento na junção aba-alma AB. Desenhar a variação de inten- 


sidade da tensão de cisalhamento em toda a seção transversal. 
Mostrar que Igy = 532,04 pol”. 


7,6. Sea viga T for submetida a um cisalhamento vertical 
V = 10 kip, a qual força cortante vertical a aba resistirá. 
Mostrar que Tey = 532,04 polí. 


4 pol 
Gpo 3 pol 
B 6 pol 
V = 10kip 





Problemas 7.5/7.6 


7.7. Determinar a tensão de cisalhamento máxima no ponto 
B da alma da viga em balanço na seção a-a. 


*7,8. Determinar a tensão de cisalhamento máxima que 
atua sobre a seção a-a da viga em balanço. 








50 mm 
Problemas 7.7/7.8 


7.9. Desenhar a intensidade da distribuição da tensão de 
cisalhamento que atua sobre a área da seção transversal da 
viga. Além disso, determinar a força cortante resultante que 
atua sobre o segmento AB. O cisalhamento que atua sobre 
a seção é V = 35 kip. Mostrar que Tex = 872,49 pol. 


V =35 kip 





Problema 7.9 


7.10. Determinar a maior força cortante que o elemento 
pode suportar se a tensão de cisalhamento admissível for 
Tadm — 8 ksi. 
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7.11. Se a força cortante aplicada for V = 18 kip, qual será 
a tensão de cisalhamento máxima no elemento? 






3póf !pol 


1 pol 


Problemas 7.10/7.Ł1 


*7.12. Determinar a tensão de cisalhamento máxima no 
suporte se ele estiver submetido a uma força cortante 
V = 20 kN. 


7.13. Determinar a força cortante máxima V a que o suporte 
pode resistir se a tensão de cisalhamento admissível para o 
material for Taam = 40 MPa. 


7.14. Construir o gráfico da distribuição da tensão de 
cisalhamento sobre a seção transversal do suporte, supondo 
que ele esteja submetido a uma força cortante V = 15 kN. 


12 mm 





80 mm 20 mm 


20mm 


Problemas 7.12/7.13/7.14 


715. Determinar a tensão de cisalhamento máxima no eixo 
com seção transversal circular de raio r e sujeito à força 
cortante V. Expressar a resposta em termos da área A da 
seção transversal. 





Problema 7.15 


*7.16. Construir o gráfico da distribuição da tensão de ci- 
salhamento na seção transversal de uma haste com raio c. 
Quantas vezes a tensão de cisalhamento máxima é maior 
que a tensão de cisalhamento média sobre a seção trans- 
versal? 
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Problema 7.16 


7.17. Determinar as maiores forças P nas extremidades que 
o elemento pode suportar, supondo que a tensão de 
cisalhamento admissível seja Taam = 10 ksi. Os apoios em 4 
e B exercem apenas reações verticais sobre a viga. 


7.18. Sea força for P = 800 lb, qual será a tensão de cisalha- 
mento máxima sobre a viga na seção crítica? Os apoios em 
A e B exercem apenas reações verticais. 


P P 
200 Ib/pé 








A B 
3 pés— 6 pés -—3 pés 





Problemas 7.17/7.18 


7.19. A viga em T está submetida ao carregamento mos- 
trado. Determinar a tensão de cisalhamento transversal sobre 
ela na seção crítica. 


20 kN 


8 kN/m 








m Ia 


— --20mm 


Problema 7.19 


*7.20. Os apoios em A e B exercem reações verticais sobre 
a viga de madeira. Se a carga distribuída for w = 4 kip/pé, 
qual será a tensão de cisalhamento máxima sobre a viga na 
seção a-a? 


Problema 7.20 


7.21. Os apoios em A e B exercem reações verticais sobre 
a viga de madeira. Supondo que a tensão de cisalhamento 
admissível seja Taim = 400 psi, determinar a intensidade da 
maior carga distribuída w que pode ser aplicada sobre a viga. 








Problema 7.21 


7.22. Os dormentes ferroviários devem ser projetados para 
resistir a grandes carregamentos de cisalhamento. Supondo 
que o dormente esteja sujeito a cargas exercidas pelo trilho 
de 30 kip e que o leito de pedras exerça a reação mostrada, 
determinar a intensidade da força de equilíbrio w e a tensão 
de cisalhamento máxima no dormente. 


30 kip 30 kip 









8 pol 


Problema 7.22 


7.23. A viga compõe-se de três peças de plástico coladas nas 
juntas 4 e B. Se estiver sujeita ao carregamento mostrado, 
qual tensão de cisalhamento será desenvolvida nas juntas? 
Os apoios em C e D exercem apenas reações verticais sobre 
a viga. 


*7,24. A viga compõe-se de três peças de plástico coladas 
nas juntas A e B. Se estiver sujeita ao carregamento mostrado, 
a qual força cortante vertical a aba superior resistirá na seção 
crítica. Os apoios em C e D exercem apenas reações verticais 
sobre a viga. 


200 Ib/pé 








nes 


2 poli— pai 
po +— A 
8pol 2 pol 
2pol am B 
pum 


Problemas 7.23/7,24 


7.25. A viga compõe-se de três tábuas coladas nas juntas A 
e B. Se ela estiver sujeita ao carregamento mostrado, a qual 
força cortante vertical máxima sua aba superior resistirá. Os 
apoios em C e D exercem apenas reações verticais sobre a 
viga. 


5 kip 


5 kip 


5 kip 





4 pés — < 3 
1,5pé 1,5 pé 





Problema 7,25 


7.26. Determinar a tensão de cisalhamento máxima que 
atua sobre a viga na seção crítica. 


i30 ipe 200 Ib/pé 











Problema 7,26 
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7.27. Determinar a variação da tensão de cisalhamento 
sobre a seção transversal do rebite oco. Qual é a tensão de 
cisalhamento máxima no rebite? Mostrar também que, se 
Ti —> Fe, então Tmáx = 2(V/A). 





Problema 7.27 


*7.28. A viga tem seção transversal quadrada e está sub- 
metida à força cortante V. Desenhar a distribuição da tensão 
de cisalhamento sobre essa seção transversal e especificar a 
tensão de cisalhamento máxima. Além disso, localizar onde, 
a partir do eixo neutro, inicia-se a trinca ao longo do elemento 
devida ao cisalhamento. 





Problema 7.28 


7.29. A viga tem seção transversal retangular e está sujeita 
a uma carga P com intensidade suficiente para desenvolver 
um momento totalmente plástico M, = PL no apoio fixo. Se 
o material for elastoplástico, a uma distância x < L o 
momento M = Px criará uma região de escoamento plástico 
com núcleo elástico associado de altura 2y’. Essa situação foi 
descrita pela Equação 6.30, e o momento M é distribuído 
sobre a seção transversal como mostra a Figura 6.54e. Provar 
que a tensão de cisalhamento máxima desenvolvida na viga 
é dada por Tmáx = 3(P/A'), onde A! = 2 y'b, a área da seção 
transversal do núcleo elástico. 


7.30. A viga da Figura 6.54f está sujeita a um momento 
totalmente plástico M,. Provar que as tensões de cisa- 
lhamento longitudinal transversal na viga são nulas. Dica: 
considerar um elemento da viga como mostrado na Figu- 
ra 7.4d. 
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Região plástica 


7 


2y” h 








(Ab 


Região elástica 





Problemas 7.29/7.30 


=7.31. Escrever um programa de computador que possa ser 
usado para determinar a tensão de cisalhamento máxima na 
viga, a qual tem a seção transversal mostrada e está sujeita a 
uma carga distribuída específica constante w e a uma força 


concentrada P. Mostrar uma aplicação do programa usando os 
valores L = 4 m,a = 2 m, P = 1,5 kN, d; = 0, d = 2 m, 
w = 400 N/m, 4 = 15 mm, h = 20 mm, b = 50 mm eh = 
150 mm. 




















Problema 7,31 








Figura 7,13 


7.4 FLUXO DE CISALHAMENTO EM ESTRUTURAS 
COMPOSTAS POR VÁRIOS ELEMENTOS 


Na prática da engenharia, às vezes se constroem estruturas com vários 
elementos, a fim de obter maior resistência a cargas. Alguns exemplos são 
mostrados na Figura 7.13. Se as cargas provocarem flexão na estrutura, podem 
ser necessários elementos de fixação, como pregos, parafusos, material de solda 
ou cola, capazes de evitar o deslizamento relativo dos elementos (Figura 7.2). 
Para projetar tais elementos de fixação é necessário conhecer a força cortante 
que deve ser resistida pelo elemento de fixação ao longo do comprimento da 
estrutura. Tal carga, quando medida como força por unidade de comprimento, 
é denominada fluxo de cisalhamento q.? 

A grandeza do fluxo de cisalhamento em qualquer seção longitudinal da 
viga é obtida por um desenvolvimento semelhante ao usado para determinar 
a tensão de cisalhamento. Para mostrá-lo, consideraremos a determinação do 
fluxo de cisalhamento ao longo da junção em que a parte composta na Figu- 
ra 7.14a acopla-se à aba da viga. Como mostra a Figura 7.14b, três forças 
horizontais atuam nessa parte. Duas delas, Fe F + dF, são geradas pelas tensões 
normais provocadas pelos momentos M e M + dM, respectivamente. A terceira 
força, que para o equilíbrio é igual a dF, atua na junção e deve ser suportada 
pelo elemento de fixação. Compreendendo que dF é o resultado de dM, então, 
como no caso da fórmula do cisalhamento (Equação 7.1), temos: 


ar = 4H [ ydA' 
T la 


A integral representa Q, ou seja, o momento da área sombreada clara A', 
na Figura 7.14b, em torno do eixo neutro da seção transversal. Como o 
segmento tem comprimento dx, o fluxo de cisalhamento ou força por unidade 
de comprimento ao longo da viga é q = dF/dx. Então, dividindo os membros 
da equação por dx e observando que V = dM/dx (Equação 6.2), podemos 
escrever: 


2 O uso da palavra “fluxo” nessa terminologia será significativo na discussão da Seção 7.5. 


Cap.7 CISALHAMENTO TRANSVERSAL 299 


a=- (7.6) 


Onde: 


q = fluxo de cisalhamento medido como força por unidade de comprimento 
ao longo da viga 

V = força cortante resultante interna determinada pelo método das seções e 
pelas equações de equilíbrio 

I = momento de inércia de toda a área da seção transversal calculado em torno 
do cixo neutro 

Q = fx y dA' =y'A', onde A4' é a área da seção transversal do segmento 
acoplado à viga na junção em que o fluxo de cisalhamento deve ser 
calculado, e y’ é a distância do eixo neutro ao centróide de A”. 


ga 


[ZA 
e 





F+ dF 





= (b) 


(a) Figura 7.14 


A aplicação dessa equação segue o mesmo “procedimento de análise” 
descrito na Seção 7.3 para a fórmula do cisalhamento. A esse respeito, é muito 
importante identificar corretamente o valor adequado de Q ao determinar o 
fluxo de cisalhamento em uma junção da seção transversal em particular. 
Alguns exemplos ilustram como isso é feito. Consideremos as seções trans- 
versais da viga mostrada na Figura 7.15. As partes constituintes sombreadas 
são unidas à viga por elementos de fixação. Nos planos do acoplamento, 
determina-se o fluxo de cisalhamento q usando um valor de Q calculado por 
A" e y', indicados em cada figura. Observe que o valor de q será resistido por um 
único elemento de fixação nas figuras 7.15a e 7.15b, por dois na Figura 7.15c 
e por três na Figura 7.15d. Em outras palavras, o elemento de fixação nas figuras 
7.15a e 7.15b suporta o valor calculado de q e, nas figuras 7.15c e 7.15d, cada 
elemento de fixação suporta q/2 e q/3, respectivamente. 








A 





(b) d 
© (d) 


Figura 7.15 
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Ponto IMPORTANTE 


e O fluxo de cisalhamento mede a força por unidade de comprimento ao longo do eixo longitudinal de uma viga. 
Esse valor, obtido pela fórmula do cisalhamento, é usado para determinar a força cortante desenvolvida em ele- 
mentos de fixação que prendem as várias partes de uma estrutura. 


EXEMPLO 7.4 





A estrutura compõe-se de quatro tábuas coladas como mostra a Figura 
7.164. Supondo que ela seja submetida à força cortante V = 850 kN, determinar 
o fluxo de cisalhamento em B e € que deve ser resistido pela cola. 


SOLUÇÃO 
Propriedades da Seção. O eixo neutro (centróide) será localizado a partir da 
parte inferior da viga (Figura 7.164). Trabalhando em unidades métricas, temos: 
_ _ EJA _ 2[0,15 m](0,3 m)(0,01 m) + [0,205 m](0,125 m)(0,01 m) + [0,305 m](0,250 m)(0,01 m) 
Y SA 2(0,3 m)(0,01 m) + 0,125 m(0,01 m) + 0,250 m(0,01 m) 
= 0,1968 m 








O momento de inércia calculado em torno do eixo neutro é: 


E 1001 m)(0,3 m)? + (0,01 m)(0,3 m)(0,1968 m — 0,150 m 





E 250 mm J + [50.25 m) (0,01 m}? + (0,125 m)(0,01 m)(0,205 m — 0,1968 my] 





H [0.20 m)(0,01 m)? + (0,250 m)(0,01 m)(0,305 m — 0,1968 m| 














A = 87,52(1076) mî 
Como a cola em B e B' prende a tábua superior à viga (Figura 7.16b), 
200 mm |5 temos: 
V=850kN | 
Op = yg Ag = [0,305 m — 0,1968 m](0,250 m)(0,01 m) 
10 mm— -—125 mm [10 mm = 0,270(10"*) m? 
(a) Da mesma maneira, a cola em Ce C' prende a tábua interna à viga (Figura 


7.16b) e, assim 
Qc = FeAL = [0,205 m — 0,1968 m](0,125 m)(0,01 m) 
= 0,01025(10") m°? 
Fluxo de Cisalhamento. Temos para B e B': 


, _ VOS 850 KN(0,270(107°) m°) 











a Cas = 2,62 MN/m 
e para Ce C': 
850 kN(0,01025(107°) m°? 
ge = VQe — 850 kN(0,01025(10 )m') 0,0995 MN/m 
I 
db) 
Figura 7.16 Como são usadas duas junções para prender cada tábua, a cola por unidade 


de comprimento em cada junção deve ser suficientemente forte para resistir à 
metade de cada valor calculado de q'. Assim: 


4g = 1,31 MN/m e qc = 0,0498 MN/m Resposta 
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EXEMPLO 7.5 


Uma viga-caixão deve ser construída com quatro tábuas pregadas como 
mostrado na Figura 7.17a. Supondo que cada prego suporte uma força cortante 
de 30 lb, determinar o espaço s máximo entre os pregos em B e C de modo 
que a viga resista a uma força vertical de 80 Ib. 


SOLUÇÃO 


Cisalhamento Interno. Se a viga for secionada em um ponto arbitrário ao 
longo de seu comprimento, o cisalhamento interno necessário para o equilíbrio 
será sempre V = 80 Ib e, assim, o diagrama de cisalhamento será como o 
mostrado na Figura 7.17b. 


Propriedades da Seção. O momento de inércia da área da seção transversal 
em torno do eixo neutro é determinado considerando-se o quadrado de 7,5 pol 
X 7,5 pol menos o quadrado de 4,5 pol x 4,5 pol. 


I= Tas pol)(7,5 pol)? — as pol)(4,5 pol)? = 229,5 pol” 








Hs 


1,5 pol © 
| 6 pa /-— 1,5 pol 








O fluxo de cisalhamento em B é determinado usando-se Qp, referente à va) 


área sombreada escura da Figura 7.17c. É essa parte ‘simétrica’ da viga que 
deve ser “presa” ao resto pelos pregos no lado esquerdo e pelas fibras da borda 
no lado direito. 

Assim: 


Qs = y'A' = [3 polJ(7,5 pol)(1,5 pol) = 33,75 po? 


Da mesma maneira, o fluxo de cisalhamento em C é determinado usando- 
se a área sombreada “simétrica” da Figura 7.17d. Temos: 


Qc =A = [3 polJ(4,5 pol)(1,5 pol) = 20,25 pol 
Fluxo de Cisalhamento. 


_ VOs  801b(33,75 pol) 











= 11,76 Ib/pol 

EE: 229,5 pol? o 
VOc 80 1b(20,25 pol”) 

qe E 229,5 polí = 7,059 Ib/pol 


Esses valores representam a força cortante por unidade de comprimento 


da viga que deve ser resistida pelos pregos em B e pelas fibras em B’ (Figura N 


7.17c) e pelos pregos em C e pelas fibras em C’ (Figura 7.17d), respectivamente. 
Como, em cada caso, o fluxo de cisalhamento é resistido por duas superfícies 
e cada prego resiste a 30 Ib, o espaço em B deve ser: 


o 30 1b 
(11,762) Ib/pol 
E, em C: 


SB = 5,10 pol Usar sg = 5 pol Resposta 


30 Ib 


sc = (7,05912) Ib/poi = 8,50 pol Usar sc = 8,5 pol Resposta 





80 


x (pés) 


3 pol 





Figura 7.17 





Pregos com resistência total ao cisalhamento de 40 lb são usados em uma 
viga que pode ser construída como no Caso Tou como no Caso II (Figura 7.18). 
Supondo que se deixe um espaço de 9 pol entre eles, determinar o maior 
cisalhamento vertical que pode ser suportado em cada caso, de modo que as 
peças de fixação não falhem. 
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1 pol 1 pol 1 pol 


Figura 7.18 


SOLUÇÃO 


Como a geometria é a mesma em ambos os casos, o momento de inércia 
em torno do eixo neutro é: 


1 = E68 pos pol? = 2] LA pola pol)? | = 20,58 pol? 


Caso I. Nesse projeto uma única fileira de pregos prende cada aba, superior 
inferior, à alma. Para cada aba: 


Q = Y'A’ = [2,25 pol}(3 pol(0,5 pol)) = 3,375 pol? 


de modo que: 





-YQ 
11 
40 lb V(3,375 pol”) 
9pol 20,58 pol 
V = 27,1 lb Resposta 
Caso II. Aqui, uma única fileira de pregos prende cada tábua lateral à alma. 
Assim: 
Q =y'A' = [2,25 poll(1 pol(0,5 pol)) = 1,125 pol? 
-YQ 
DBEa 
40 Ib V(1,125 pol’) 
9pol 20,58 polí 
V = 81,3 lb Resposta 





3 PROBLEMAS 


*7.32. A viga compõe-se de três tábuas. Determinar o cisa- 
lhamento máximo V que ela pode suportar se a tensão de 
cisalhamento admissível para a madeira for Taam = 400 psi. 
Qual espaço s deve haver entre cada prego, se cada um resiste 
a uma força cortante de 400 1b? 





Problema 7.32 


7.33. A viga compõe-se de duas tábuas, acopladas nas partes 
superior e inferior por duas fileiras de pregos fixos a cada 
6 pol. Se uma força cortante interna V = 600 Ib for aplicada 
às tábuas, qual força cortante cada prego suportará? 





Problema 7.33 


7.34. A viga compõe-se de cinco tábuas parafusadas como 
mostrado. Determinar a força cortante máxima desenvolvida 
em cada parafuso se houver um espaço s = 250 mm entre 
eles e o cisalhamento aplicado for V = 35 kN. 


350 mm 





Problema 7,34 


7.35. A viga-caixão é composta por quatro peças de plástico 
coladas, como mostrado. Se a força cortante for V = 2 kip, 
qual será a tensão de cisalhamento resistida pelas superfícies 


a serem coladas? 
> < 


0,25 pol 






0,25 pol 


7 
0,25 pol 


Problema 7.35 
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*7,36. A viga compõe-se de três tábuas parafusadas, como 
mostrado. Determinar a força cortante desenvolvida em cada 
parafuso se houver um espaço s = 250 mm entre eles e o 
cisalhamento aplicado for V = 35 kN. 





He mm 


Problema 7.36 


7.37. A viga compõe-se de duas vigas em T estruturais e 
duas chapas, Cada chapa tem altura de 6 pol e espessura de 
0,5 pol. Se for aplicado um cisalhamento V = 50 kip à seção 
transversal, qual deverá ser o espaço máximo entre os para- 
fusos? Cada um deles resiste a uma força cortante de 15 kip. 





Problema 7,37 


7.38. A viga compõe-se de duas vigas em T estruturais e 
duas chapas. Cada chapa tem altura de 6 pol e espessura de 
0,5 pol. Se o espaço entre os parafusos for s — 8 pol, qual 
força cortante máxima V poderá ser aplicada à seção trans- 
versal? Cada parafuso resiste a uma força cortante de 15 kip. 





Problema 7.38 
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7.39. A viga é composta por três tiras de poliestireno 
coladas como mostrado. Se a cola tem resistência ao cisalha- 
mento de 80 kPa, qual carga máxima P poderá ser aplicada 
sem que a cola perca sua aderência”? 





30 mm 
f P 
a— 
40 mm 
i — 20 mm 
60 mm 
A B 
so sum A OR PR R > 


Problema 7.39 


*7,40, A viga compõe-se de dois perfis em U e duas chapas. 
Cada chapa tem altura de 6 pole espessura de 0,5 pol. Se for 
aplicado um cisalhamento V = 50 kip à seção transversal, 
qual deverá ser o espaço máximo entre os parafusos? Cada 
um deles resiste a uma força cortante de 15 kip. 





Problema 7.40 


7.41. O suporte é composto por três peças de plástico 
coladas, como mostrado. Se a tensão de cisalhamento admis- 
sível para o plástico é Taim = 800 psi e cada junta colada 
resiste a 250 Ib/pol, qual é a maior carga distribuída admis- 
sível w que pode ser aplicada ao suporte? 


7.42. O suporte é composto por três peças de plástico 
coladas, como mostrado. Se estiver sujeito à carga distribuída 
w = 200 lb/pé, qual tensão de cisalhamento cada junta 
colada suportará? 











Problemas 7.41/7,42 


7.43. A viga está submetida ao carregamento mostrado, 
sendo P = 7 kN. Determinar a tensão de cisalhamento média 
desenvolvida sobre os pregos na região AB da viga. Os pregos 
localizam-se em cada lado da viga e a 100 mm um do outro. 
Cada um tem diâmetro de 5 mm. 





H 2m á 2m F 









30 mn — | |250 mm ca 


30 mm 


Problema 7.43 


7.44. A viga compõe-se de quatro tábuas pregadas. Se os 
pregos estão em ambos os lados da viga e cada um resiste a 
um cisalhamento de 3 kN, qual carga máxima P pode ser 
aplicada à extremidade? 














30 mi = 250 mm rs 


30 mm 


Problema 7.44 


7.45. A viga em duplo T compõe-se de três chapas soldadas 
como mostrado. Determinar a tensão de cisalhamento na 
solda necessária para suportar uma força cortante V = 80 kN. 


7.46. A viga em duplo T compõe-se de três chapas soldadas 
como mostrado. Se a solda resiste a uma tensão de cisalha- 
mento Tadam = 90 MPa, qual cisalhamento máximo V pode ser 
aplicado à viga? 





o] 

| 150 mm 
H 
50 = j- 75 mm ; tem | 


20 mm 








20 mm 


Problemas 7.45/7,46 


7.47. A viga-mestra de alma dupla é composta por duas 
chapas de madeira compensada, presas aos elementos de 
madcira nas partes superior e inferior. Se cada elemento de 
fixação suporta 600 lb de cisalhamento simples, qual o espaço 
s necessário para suportar a carga P = 3.000 lb? Supor que 
a articulação de A é um pino e a de B um rolete. 


*7,48. A viga-mestra de alma dupla é composta por duas 
chapas de madeira compensada presas aos elementos de ma- 
deira nas partes superior e inferior. A tensão de flexão admis- 
sível para a madeira é cam = 2 ksi e a de cisalhamento 
admissível, Taim = 800 psi. Se o espaço entre os elementos de 
fixação é s = 6 pol e cada um suporta cisalhamento simples 
de 600 Ib, qual carga máxima P pode ser aplicada à viga? 








AF 6 pol 
0,5pol 0,5pol 


Problemas 7,47/7.48 
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17.49. A viga em T de madeira está submetida a uma carga 
formada por n forças concentradas P,. Supondo que a força 
cortante Vprego em cada prego seja conhecida, escrever um 
programa de computador que especifique o espaçamento dos 
pregos entre cada carga. Mostrar uma aplicação do programa 
usando os valores L = 15 pés, a, = 4 pés, P4 = 600 lb, a, = 
8 pés, P2 = 1.500 lb, bı = 1,5 pol, A, = 10 pol, b» = 8 pol, 
h2 = 1 pole Vorego = 200 Ib. 


b-b: | 


T F hz 
h 
=i 


87,50. A viga de madeira compõe-se de n tábuas, cada uma 
com seção transversal retangular. Escrever um programa 
de computador para determinar a tensão de cisalhamento 
máxima na viga quando ela é submetida a qualquer cisalha- 
mento V. Mostrar uma aplicação do programa usando uma 
seção transversal caixão e em forma de T. 











Problema 7.49 














Problema 7.50 


E E UP 


7.5 FLUXO DE CISALHAMENTO EM ELEMENTOS DE 


PAREDES FINAS 


Na seção anterior desenvolvemos a equação do fluxo de cisalhamento 


4 


(q = VQ/7) e mostramos como esta é usada para determinar o fluxo de 
cisalhamento que atua ao longo de qualquer plano longitudinal de um ele- 
mento. Nesta seção mostraremos como aplicá-la para determinar a distribuição 
do fluxo de cisalhamento em toda a área da seção transversal do elemento. 
Nesse caso, vamos supor que o elemento tenha paredes finas, isto é, a espessura 
da parede é pequena se comparada com a altura ou a largura do elemento. 
Como será mostrado na próxima seção, essa análise tem aplicações importantes 


em projetos estruturais e mecânicos. 
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(a) 





(1) 


(g) 
Figura 7.19 


ci M+dM 


Vedv 





q 





Antes de determinar a distribuição do fluxo de cisalhamento em uma seção 
transversal, mostraremos como esse fluxo relaciona-se com a tensão de cisa- 
lhamento. Para isso, consideremos o segmento dx da viga em duplo T da Figura 
7194. O diagrama de corpo livre de uma parte da aba é mostrado na Figu- 
ra 7.19b. A força dF desenvolve-se ao longo da seção longitudinal sombreada, 
a fim de balancear as forças F e F + dF criadas pelos momentos Me M + dM, 
respectivamente. Como o segmento tem comprimento dx, o fluxo de cisalha- 
mento ou a força por unidade de comprimento ao longo da seção é q = dF/dx. 
Como a parede da aba é fina, a tensão de cisalhamento 7 não varia muito na 
espessura £ da seção; desse modo, devemos supor que seja constante. Logo, 
dF = tdA = q(t dx) = q dx, ou 


q=ri (7.7) 


Obteremos o mesmo resultado comparando a equação do fluxo de cisa- 
lhamento, q = VQ/I, com a fórmula do cisalhamento, 7 = VQ/It. 

Do mesmo modo que a tensão de cisalhamento, o fluxo de cisalhamento 
atua sobre os planos longitudinal e transversal. Por exemplo: se o elemento do 
canto no ponto B da Figura 7.19b for retirado (Figura 7.19c), o fluxo de 
cisalhamento atuará nas faces do elemento como mostrado. Apesar de ele 
existir, desprezamos o componente transversal vertical do fluxo de cisalha- 
mento, porque, conforme mostra a Figura 7.19d, esse componente, assim como 
a tensão de cisalhamento, é aproximadamente zero em toda a espessura do 
elemento. Isso porque se supõe que as paredes sejam finas e as superfícies 
superior e inferior, livres de tensão. Resumindo, apenas o componente do 
fluxo de cisalhamento que atua paralelamente às paredes do elemento será 
considerado. 


em toda a espessura 


7 4, admitido como nulo 
zas AM 
/t  daaba, uma vez que 


, L as partes superior 
5 e inferior são livres 


q. admitido como 7 de tensão 
constante em toda 4 
a espessura da aba 

(d) 

Por meio de análise similar, o isolamento do segmento esquerdo da aba 
superior (Figura 7.19) estabelecerá a direção correta do fluxo de cisalhamento 
no canto C do elemento do segmento (Figura 7.19f). Usando esse método, 
mostrar que o fluxo de cisalhamento correspondente aos pontos B’ e C' na 
aba inferior tem a direção mostrada na Figura 7.19g. 

Esse exemplo ilustra como a direção do fluxo de cisalhamento é estabe- 
lecida em qualquer ponto da seção transversal de uma viga. Mostraremos agora, 
usando a fórmula do fluxo de cisalhamento, q = VQ /!, como determinar sua 
distribuição em toda a seção transversal. Espera-se que a fórmula dê resultados 
satisfatórios para o fluxo de cisalhamento, visto que, como dissemos na Seção 
7.3, a precisão dessa equação melhora no caso de elementos com seções 
transversais finas. Em qualquer aplicação, entretanto, a força cortante V deve 
atuar ao longo de um eixo de simetria ou do eixo principal de inércia do 
centróide da seção transversal. 

Começaremos determinando a distribuição do fluxo de cisalhamento ao 
longo da aba superior direita da viga em duplo T mostrada na Figura 7.204. 
Para isso, levaremos em conta o fluxo de cisalhamento q, que atua sobre o 
elemento sombreado claro, localizado a uma distância arbitrária x da linha de 
centro da seção transversal (Figura 7.20b). Tal fluxo de cisalhamento é 
determinado pela Equação 7.6, com Q = Y'A’ = [d/2](b/2 — x)t. Assim: 


VO VIP) -xt Vid/b 
é E TO I a 5 +) Ei 
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(b) 


Por inspeção, verificamos que a distribuição é linear, variando de q = 0 
em x = b/2 a (qmáx)aba = Vtdb/4I em x = 0. (O limite x = 0 é possível aqui, 
uma vez que se supõe que o elemento tenha ‘paredes finas’ e, desse modo, a 
espessura da alma é desprezada.) Devido à simetria, uma análise similar leva 
à mesma distribuição de fluxo de cisalhamento para as outras abas; assim, os 
resultados são os mostrados na Figura 7.20d. 

A força total desenvolvida nas partes esquerda e direita de cada aba é 
determinada por integração. Como a força no elemento sombreado claro da 
Figura 7.20b é dF = qdx, então: 


Fu =| qdx= 


Obtém-se o mesmo resultado determinando-se a área do triângulo da 
Figura 7.20d, uma vez que q é uma distribuição de força /comprimento. Logo: 


Vtdb? 


e mah x)ar= S 
o 2 167 


2! 


Vtdb? 
167 





1 b 
F, => ; == 
aba 2 Cometa 2 ) 


Todas as quatro forças da aba são mostradas na Figura 7.20e, e podemos 
ver, por suas direções, que se mantém o equilíbrio da força horizontal da seção 
transversal. 

Uma análise similar é feita para a alma (Figura 7.20c). Temos, nesse caso, 
Q = ZFA = [abr + [y + (1/2Xd/2 — YAZ — y) = bia? + (YAPA — 3º), 
de modo que: 

+) 


No caso da alma, o fluxo de cisalhamento varia de modo parabólico, de 
q= 2(dmáx)aba = Vidb [21 em y = d/2 ao máximo de q =(Qméxalma E: (Vid/1) 
(b/2 + d/8) (Figura 7.20d). 

A fim de determinar a força na alma, Faima, devemos integrar a Equação 


7.9, ou seja: 
di2 2 
Vt| db ifa a) 
H d 
Faima = - | q dy = E Ve H 4 y Y 


”) 








vo aa o 
rata 


IT (7.9) 





di2 





“jæ HE 1 








AILA aA A3 mr 
va La) 

= 2b + -d 
FTA a 
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(c) 


) 


aha 


2q máx Niha 


E - 


2 (gás) 


máx/aba 


(Gás 








) 


alma 


4 
(q máx Dia 


Distribuição do fluxo de cisalhamento 


(d) 


Faba F “aba 


F, 


=V 


alma 





F aba 


Fata 


(e) 
Figura 7.20 
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T 
A 


O 


Fluxo de cisalhamento q 


Figura 7.21 





PONTOS IMPORTANTES 


E possível simplificar, já que o momento de inércia da área da seção 
transversal é: 


Us ay Às 
=> bt +b] |+— 
I d| E bt o 5 td 


Desprezando o primeiro termo, uma vez que a espessura de cada aba é 
pequena, obtemos: 


E 1 ) 
= Essa +— 
I= F 2b z4 


Substituindo pela equação anterior, vemos que Fama = V, O que era 
esperado (Figura 7.20e). 

Pela análise anterior devem ser observados três pontos importantes. 
Primeiro, o valor de q muda na seção transversal, visto que Q é diferente para 
cada segmento de área A' no qual é determinada. Em particular, q varia 
linearmente ao longo dos segmentos (abas) perpendiculares à direção de V e 
parabolicamente ao longo dos segmentos (alma) inclinados ou paralelos a V. 
Segundo, q atua sempre paralelamente às paredes do elemento, visto que a seção 
em que se calcula q é perpendicular às paredes. Terceiro, o sentido da direção 
de q é tal que o cisalhamento parece “fluir através da seção transversal, da 
periferia para dentro da aba superior da viga, 'combinando-se” e depois ‘fluindo’ 
para baixo através da alma (uma vez que deve contribuir para a força cortante 
V) e, por fim, separando-se e “fluindo” para fora na aba inferior. Se formos 
capazes de ‘visualizar’ esse ‘fluxo’, ficará fácil estabelecer não só a direção de 
q, como também a direção correspondente de 7. Outros exemplos de como q 
orienta-se ao longo de membros de paredes finas são mostrados na Figura 7.21. 
Em todos os casos, a simetria prevalece em torno de um eixo colinear a V e, 
como resultado, q ‘flui’ na direção que fornecerá os componentes de força 
vertical necessários (equivalentes a V) e também satisfará os requisitos de 
equilíbrio da força horizontal da seção transversal. 


e Seo elemento for feito de segmentos com paredes finas, apenas o fluxo de cisalhamento paralelo às paredes im- 


portará. 


e O fluxo de cisalhamento varia linearmente ao longo dos segmentos perpendiculares à direção do cisalhamento V. 


e O fluxo de cisalhamento varia parabolicamente ao longo dos segmentos inclinados ou paralelos à direção do 


cisalhamento V. 


e Na seção transversal, o cisalhamento ‘flui’ ao longo dos segmentos, o que contribui para o cisalhamento V, além 
de satisfazer ao equilíbrio das forças horizontal e vertical. 


EXEMPLO 7.7 





A viga-caixão da Figura 7.229 está submetida a um cisalhamento de 10 
kip. Determinar a variação do fluxo de cisalhamento através da seção 
transversal, 
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SOLUÇÃO 


Verifica-se, por inspeção, que o eixo neutro passa pelo centro da seção 
transversal. Logo, o momento de inércia é: 


p= > (6 pol)(8 pol}? — 5 (4 pol)(6 pol)? = 184 pol’ 


Apenas o fluxo de cisalhamento nos pontos B, C e D precisa ser 
determinado. No ponto B, a área A’ = 0 (Figura 7.22b), uma vez que se pode 
imaginá-la localizada inteiramente no ponto B. Alternativamente, A' também 
representa toda a área da seção transversal, caso em que Qg = y'A' = 0, visto 
que y’ = 0. Como Qp = 0, então: 


q: =0 


No ponto C, a área A" aparece sombreada escura (Figura 7.22c). Nesse 
caso, usamos dimensões médias, uma vez que o ponto C está na linha de centro 
de cada segmento. Temos: 


Qc=Y'A" = (3,5 pol)(S pol)(1 pol) = 17,5 pol? 
Assim: 


“VOC 10 kip(17,5 pol?/2) 
SE 184 pol? 








0,951 kip/pol 


O fluxo de cisalhamento em D é calculado por meio dos três retângulos 
sombreados escuros da Figura 7.22d. Temos: 











ENE | 


Qp = Ey'A' = 22 polJ(1 pol)(4 pol) + [3,5 polJ(4 pol)(1 pol) = 30 pol? q 





De modo que: 


_ VQ» _ 10kip(30 pol/2) 
12g 184 pol 





= 1,63 kip/pol (d) 


Montada com base nesses resultados e na simetria da seção transversal, a 
Figura 7.22e mostra graficamente a distribuição do fluxo de cisalhamento. 
Como esperado, a distribuição é linear ao longo dos segmentos horizontais 
(perpendiculares a V) e parabólica ao longo dos verticais (paralelos a V). 





*7.6 CENTRO DE CISALHAMENTO Figura 7.22 


Na seção anterior admitimos que o cisalhamento interno V desenvolve-se 
ao longo de um cixo principal de inércia do centróide, que também representa 
um eixo de simetria da seção transversal. Nesta seção consideraremos o efeito 
do cisalhamento ao longo de um eixo principal do centróide que não seja um 
eixo de simetria. Como anteriormente, apenas elementos de paredes finas serão 
analisados, de modo que serão usadas as distâncias das paredes à linha de centro 
dos elementos. Um exemplo típico desse caso é a seção com perfil em U 
mostrada na Figura 7.234, que está em balanço em um apoio fixo e submetida 
à força P. Se a força for aplicada ao longo do cixo vertical assimétrico que 
passa pelo centróide C da área da seção transversal, o perfil em U não só se 
fletirá para baixo como também torcerá no sentido horário como mostrado. 
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F 


aba 


(c) 





Observe como uma viga em balanço 
se flete quando carregada através do 
centróide (acima) e do centro de cisa- 
lhamento (abaixo). 





Distribuição do fluxo de cisalhamento 


b) 





(d) 


Figura 7.23 


Para entender por que o elemento torce, precisamos estudar a distribuição 
do fluxo de cisalhamento ao longo das abas e da alma do perfil em U (Figura 
7.23b). Quando a distribuição é integrada nas áreas da aba e da alma, fornece 
forças resultantes de Fasa em cada aba e uma força V = P na alma (Figura 
7.23c). Se somarmos os momentos dessas forças em torno do ponto A, veremos 
que o conjugado ou torque criado pelas forças das abas é responsável pela 
torção do elemento. O sentido real da torção é horário quando visto a partir 
da frente da viga, como mostra a Figura 7.234, uma vez que as forças de 
“equilíbrio” interno de reação Fıba provocam a torção. A fim de impedir a torção 
é necessário aplicar P em um ponto O localizado a uma distância e da alma do 
perfil em U (Figura 7.23d). É preciso que SM4 = Fapad = Pe ou: 


Fabad 


e = 
P 


Usando o método discutido na Seção 7.5, avaliamos Fapa em termos de P 
(= V) e das dimensões das abas e da alma. Uma vez feito isso, P será cancelada 
após a substituição na equação anterior e será possível, então, expressar e 
simplesmente em função da geometria da seção transversal e não em função 
de P ou de sua localização ao longo do comprimento da viga (ver o Exemplo 
7.9). Portanto, o ponto O localizado é chamado centro de cisalhamento ou 
centro de flexão. Quando P é aplicada nesse centro de cisalhamento, a viga 
flete sem torção, como mostra a Figura 7.23e. Os manuais de projeto relacionam 
a localização desse ponto para uma variedade de seções transversais de vigas 
de paredes finas, usadas comumente na prática. 

Ao proceder à análise, deve-se observar que o centro de cisalhamento 
localiza-se sempre em um eixo de simetria da área da seção transversal do 
elemento. Por exemplo: se o perfil em U da Figura 7.23a for girado 90º e P for 
aplicada em A (Figura 7.244), não ocorrerá torção, uma vez que o fluxo de 
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cisalhamento na alma e nas abas é simétrico nesse caso e, portanto, as forças 
resultantes nesses elementos criam momentos nulos em torno de A (Figura 
7.24b). Obviamente, se um elemento tiver uma seção transversal com dois eixos 
de simetria, como no caso de uma viga em duplo T, o centro de cisalhamento 
coincidirá com a interseção desses eixos (o centróide). 


P 
F, aba k, aba | 





Figura 7,24 


PONTOS IMPORTANTES 


e O centro de cisalhamento é o ponto em que se aplica uma força que pode provocar flexão, embora não 
provoque torção na viga. 


e O centro de cisalhamento localiza-se sempre em um eixo de simetria da seção transversal. 


e À localização do centro de cisalhamento é função apenas da geometria da seção transversal e independe da 
carga aplicada. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Para determinar a localização do centro de cisalhamento de um elemento de paredes finas no qual o cisalhamento 
interno esteja na mesma direção do eixo principal do centróide da seção transversal, aconselha-se usar o seguinte 
procedimento. 


Resultantes do Fluxo de Cisalhamento. 


e Determinar a direção em que o cisalhamento “flui” através dos vários segmentos da seção transversal e, em 
seguida, desenhar as forças resultantes em cada um desses segmentos. (A título de exemplo, ver a Figura 7.23c.) 
Como o centro de cisalhamento é determinado calculando-se os momentos dessas forças resultantes em torno 
de um ponto (4), escolher esse ponto em uma localização que elimine os momentos de tantas forças resul- 
tantes quanto possível. 


As intensidades das forças resultantes que criam um momento em torno de A devem ser calculadas. Isso é feito 


para qualquer segmento determinando-se o fluxo de cisalhamento q em um ponto arbitrário do segmento e, 
depois, integrando-se q ao longo do comprimento do segmento. Observe que V cria uma variação linear do 
fluxo de cisalhamento nos segmentos perpendiculares a V e uma variação parabólica do fluxo de cisalhamento 
nos segmentos paralelos ou inclinados em relação a V. 


Centro de Cisalhamento. 


* Somar os momentos das resultantes do fluxo de cisalhamento em torno do ponto A e definir esse momento 
como igual ao momento de V em torno de A. Resolvida essa equação, é possível determinar a distância e do 
braço de momento que localiza a linha de ação de V a partir de 4. 


Se existir um eixo de simetria na seção transversal, o centro de cisalhamento se localizará no ponto em que esse 
eixo interceptar a linha de ação de V. Se, no entanto, não existirem eixos de simetria, girar a seção transversal 
90º e repetir o processo para obter outra linha de ação de V. O centro de cisalhamento se localizará, então, no 
ponto de interseção das duas retas a 90º. 
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EXEMPLO 7.9 





Distribuição do fluxo 
de cisalhamento 


(b) 


= 


Faba 


(c) 


Figura 7.25 





Determinar a localização do centro de cisalhamento da seção do perfil em 
U, que tem paredes finas e as dimensões mostradas na Figura 7.25a. 


=i] 


SOLUÇÃO 


Resultantes do Fluxo de Cisalhamento. Um cisalhamento vertical para 
baixo V aplicado à seção faz o cisalhamento fluir através das abas e da alma 
como mostra a Figura 7.25b. Isso provoca as forças resultantes Faba € V nas 
abas e na alma como mostra a Figura 7.25c. Calcularemos os momentos em 
torno do ponto A, de modo que somente a força Faba tenha de ser determinada. 

A área da seção transversal pode ser dividida em três retângulos compo- 
nentes — uma alma e duas abas. Como se admite que cada componente seja 
fino, o momento de inércia da área em torno do eixo neutro é: 


Lia h y th? ( h ) 
=" + Aen E pa 
I T doi 2 mi +b 
Pela Figura 7.25d, q em uma posição arbitrária x é: 
o ve V(hi2)[b — x]t o V(b — x) 
151 (WII(hi6) + b] 7 A[(h/6) + b] 





Então, a força Faba É: 


vb? 
2h[(A/6) + b] 


V 


mma | 6-9 de= 


b 
Fam = | q dx = 
0 


Obtém-se o mesmo resultado encontrando primeiro (qmáx)aba (Figura 7.25b) 
e depois calculando a área triângular łb(qmáx)aba = Faba- 


Centro de Cisalhamento. Somando os momentos em torno do ponto A 
(Figura 7.25c), requer-se que: 
at Vb?h 
e= = 00 + 
dal 2h[(hi6) + b] 
Assim: 
b? 


e= 1043) + 2b] Resposta 


Como mencionamos anteriormente, e depende apenas da geometria da 
seção transversal. 
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EXEMPLO 7.10 





Determinar a localização do centro de cisalhamento da cantoneira de abas 
iguais (Figura 7.264). Calcular também a força cortante interna resultante em 





cada aba. 

Distribuição do fluxo de cisalhamento 

(b) 
v 
Fo) | 
(c) 
Figura 7.26 

SOLUÇÃO 


Quando se aplica à seção um cisalhamento vertical para baixo V, as resul- 
tantes do fluxo de cisalhamento orientam-se como mostram as figuras 7.26b e 
7.26c, respectivamente. Observe que a força F deve ser a mesma em cada aba, 
visto que para o equilíbrio a soma de seus componentes horizontais deve ser 
nula. Além disso, as linhas de ação de ambas as forças interceptam-se no ponto 
O; portanto, esse ponto deve ser o centro de cisalhamento, uma vez que a soma 
dos momentos dessas forças e de V em torno de O é zero (Figura 7.26c). 

Determina-se a intensidade de F encontrando primeiro o fluxo de cisa- 
lhamento na localização arbitrária s ao longo da aba superior (Figura 7.26d). 
Aqui: 


ese sacas hs 


O momento de inércia da cantoncira, calculado em torno do eixo neutro, 
deve ser determinado a partir de sua definição, uma vez que as abas são 
inclinadas em relação ao eixo neutro. Para o elemento de área dA = tds (Figura 
7.26e), temos: 


tb? 








r= [pas =f Es ofras= eps- 


o 
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(d) (e) 
Figura 7.26 


Assim, o fluxo de cisalhamento é: 


= 22 = qa [vao ah 








A variação de q é parabólica e atinge seu valor máximo quando s = b, 
como mostra a Figura 7.26b. A força F é, portanto, 





O i El sl s) 
r= | qa otb 2) às 











3V (o a La) g 
va \ 2 6 7 
1 
= o Resposta 


Esse resultado pode ser facilmente verificado, visto que a soma dos 
componentes verticais da força F em cada aba deve ser igual a V e, como 
mencionamos anteriormente, a soma dos componentes horizontais é nula. 
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7.51. O conjunto está submetido a um cisalhamento vertical *7,52. A viga suporta um cisalhamento vertical V = 7 kip. 
V = 7 kip. Determinar o fluxo de cisalhamento nos pontos Determinar a força resultante desenvolvida no segmento AB. 
A e B e o seu valor máximo na seção transversal. 


p 0,5 pol = L— 10 pol 7 |-— 0,5 pol 
As, A 
| LU | 
5 ` 
z 0,5 pol qq 


Problema 7.52 
























7.53. Uma força cortante V = 18 kN é aplicada à viga-caixão 
0,5 pol 2 pol simétrica. Determinar o fluxo de cisalhamento em A e B. 


0,5 pel 7.54. Uma força cortante V = 18 kN é aplicada à viga- 
Problema 7.51 caixão. Determinar o fluxo de cisalhamento em C. 


10 mm 4 
30 mm 
HO mm: 
' 
100 mm 
| 
e eh 
ns 
100 mm 


10 mm 
4 


A 





150 mm 
S ~ raid 
0 s ~i 
1O:mm 125 mm œ~ 


10 mm 


7.55. A viga-caixão está submetida a um cisalhamento V = 
15 kN, Determinar (a) o fluxo de cisalhamento desenvolvido 
no ponto B e (b) o fluxo de cisalhamento máximo na alma 
AB da viga-mestra. 


sa 15 mm 
REA 


á 


I 
250 mm 


i 15 mm 


25 mm 





f 
] E f U 25mm 


A 25 mm 
Problema 7,53 


*7.56. A viga compõe-se de três chapas finas soldadas como 
mostrado. Se estiver sujeita ao cisalhamento V = 48 kN, qual 
será o fluxo de cisalhamento nos pontos A e B? Calcular 
também a tensão de cisalhamento máxima na viga. 





Problema 7.86 
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7.57. O tubo está submetido à força cortante V = 8 kip. 
Determinar o fluxo de cisalhamento nos pontos A e B. 





7.58. O tubo quadrado tem 10 mm de espessura e está 
submetido a uma força cortante V — 50 kN. Determinar o 
fluxo de cisalhamento máximo nele desenvolvido. 


7.59. O tubo quadrado tem 10 mm de espessura e está 
submetido a uma força cortante V = 50 kN. Determinar o 
fluxo de cisalhamento no ponto A. 





125 mm 4 


125 mm 4 


*7.60. O elemento está sujeito a uma força cortante V = 10 
kip. Desenhar a distribuição do fluxo de cisalhamento ao 
longo da chapa vertical AB. Indicar os valores numéricos de 
todos os picos. 





0,5 pol | 
Problema 7.60 


7.61. Determinar a localização e do centro de cisalhamento, 
ponto O, do elemento de paredes finas com a seção trans- 
versal mostrada. Os segmentos do elemento têm a mesma 
espessura t. 





Problema 7.61 
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762. Determinar a localização e do centro de cisalhamento, 
ponto O, do elemento de paredes finas com a seção trans- 
versal mostrada. Os segmentos do elemento têm a mesma 
espessura t. 


[= 
po 


Problema 7.62 


hı 


7.63. Determinar a localização e do centro de cisalhamento, 
ponto O, do elemento de paredes finas com a seção 
transversal mostrada. Os segmentos do elemento têm a 
mesma espessura t. 





Problema 7.63 


*7.64. Determinar a localização e do centro de cisalha- 
mento, ponto O, do elemento de paredes finas com a seção 
transversal mostrada. Os segmentos do elemento têm a 
mesma espessura t. 





Problema 7.64 


7.65. Determinar a localização e do centro de cisalhamento, 
ponto O, do elemento de paredes finas com a seção trans- 
versal mostrada. Os segmentos do elemento têm a mesma 
espessura í. 





+ 
Problema 7.65 


7.66. Determinar a localização e do centro de cisalhamento, 
ponto O, do elemento de paredes finas com a seção trans- 
versal mostrada, sendo b, > bı. Os segmentos do elemento 
têm a mesma espessura t. 


a: o 


E ty—— bi 


Problema 7.66 


7.67. Determinar a localização e do centro de cisalhamento, 
ponto O, do elemento de paredes finas com a seção trans- 
versal mostrada. Os segmentos do elemento têm a mesma 
espessura t. 


hi 





Oe 


t-e 





Problema 7.67 


*7.68. Determinar a localização e do centro de cisalha- 
mento, ponto O, do elemento de paredes finas com a seção 
transversal mostrada. Os segmentos do elemento têm a 
mesma espessura t. 





Problema 7,68 
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7.69. Determinar a localização e do centro de cisalha- 
mento, ponto O, do elemento de paredes finas com a seção 


transversal mostrada. Os segmentos do elemento têm a 
mesma espessura t. 


*7.72. Determinar a localização e do centro de cisalha- 


mento, ponto O, do elemento de paredes finas com a seção 
transversal mostrada. 








a 
a 
2 

za 0 
4 EE 
2 

as vd 

= 


Problema 7.72 
Problema 7.69 7.73. Determinar a localização e do centro de cisalhamento, 
7.70. Determinar a localização e do centro de cisalha- ponto O, do tubo com uma fenda ao longo de seu 
mento, ponto O, do membro de paredes finas com uma fenda comprimento. 
ao longo de sua lateral. Cada elemento tem espessura 
constante t. 





Problema 7.73 


7.74. Determinar a localização e do centro de cisalhamento, 


Problema 7.70 ponto O, do tubo de paredes finas com a seção transversal 
mostrada. Os segmentos do elemento têm a mesma espes- 
7.71. Determinar a localização e do centro de cisalhamento, sura t. 


ponto O, do elemento de paredes finas com a seção trans- 
versal mostrada. 





Problema 7.71 


Problema 7.74 
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É PROBLEMAS DE REVISÃO | 


7.75. Determinar a tensão de cisalhamento máxima que 7.79. O elemento está submetido a uma força cortante V = 
atua sobre a seção a-a da viga. 2 kN. Determinar o fluxo de cisalhamento nos pontos 4, B 


8.000 Ib e C. A espessura de cada segmento de paredes finas é 15 mm. 


150 Ib/pé 









B 

100 mm 

me 

E 4y 300, mí 
£ p 6 pol 
âs y *P V=2kN 
A 1 

4pol 0,75 pol 


Problema 7,70 
Problema 7,75 
% , er . *7.80. Determinar a localização e do centro de cisalha- 
7.76. A viga está sujeita a um cisalhamento V = 25 kN. mento, ponto O, para a viga com a seção transversal 
Determinar a tensão de cisalhamento nos pontos Ae B e mostrada. A espessura é t. 
calcular a tensão de cisalhamento máxima na viga. Admitir 
que a folga em C seja fechada, de modo que a chapa central 
esteja presa à superior. 





Problema 7,80 





7.81. Supondo que a viga seja submetida ao cisalhamento 
V = 15 kN, determinar a tensão de cisalhamento nos pontos 
7:77. A viga compõe-se de quatro tábuas coladas. Se a cola Ae B da alma. Indicar os componentes da tensão de cisalha- 
suporta 75 Ib/pol, qual é o cisalhamento vertical máximo V mento em um elemento de volume localizado nesses pontos. 
que a viga pode suportar? 


Froblema 7.76 


7.78. Resolver o Problema 7.77 se a viga for girada 90º em 
relação à posição mostrada. 





-— 4 pol h- 
0,5 pol 0,5 pol 


Problemas 7.77/7.75 Problema 7.81 
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7.82. Uma chapa de aço de 0,25 pol de espessura foi trans- 
formada na seção de paredes finas mostrada. Se ela for 
submetida a uma força cortante V = 250 lb, qual será a tensão 
de cisalhamento nos pontos A e C? Indicar os resultados nos 
elementos de volume localizados nesses pontos. 





-2 pol—+—2 pol B 
Problema 7.83 


*7.84. Uma chapa de aço de 0,25 pol de espessura foi trans- 
formada na seção de paredes finas mostrada. Se ela for 
submetida a uma força cortante V = 250 Ib, qual será a tensão 
de cisalhamento máxima na chapa? 





Pá 
H-2 pol-|-—2 pol» 


y 


Problema 7.82 


7.83. Uma chapa de aço de 0,25 pol de espessura foi 
transformada na seção de paredes finas mostrada. Se ela for 
submetida a uma força cortante V = 250 lb, qual será a tensão 
de cisalhamento no ponto B? p a a pu 


Problema 7.84 


PS O | 








Q CARGAS 
COMBINADAS 








A coluna com carga fora de centro que suporta a placa do anún- 
cio está submetida a cargas combinadas de força normal, força 


cortante, momento fletor e torção. 





(a) 
Figura 8.1 


OBJETIV os DO CAPÍTULO 


Este capítulo revê a análise de tensão desenvolvida 
nos capítulos anteriores quanto a cargas axiais, torção, 
flexão e cisalhamento. Vamos discutir a solução de 
problemas em que várias dessas cargas internas ocor- 
rem simultaneamente na seção transversal do elemento. 
Antes, no entanto, analisaremos a tensão desenvolvida 
em vasos de pressão com paredes finas. 


8.1 Vasos DE PRESSÃO COM PAREDES 
FINAS 


Vasos cilíndricos ou esféricos são usados comumen- 
te na indústria como caldeiras ou reservatórios. Quando 
sob pressão, o material de que são feitos está submetido 
a cargas em todas as direções. Apesar disso, o vaso pode 
ser analisado de maneira simples desde que tenha 
paredes finas. Em geral, o vaso de paredes finas é aquele 
com uma relação raio interno sobre espessura da parede 
de 10 ou mais (r/t = 10). Especificamente, quando 
rft = 10, os resultados da análise de paredes finas 
prevêem uma tensão aproximadamente 4% menor que 
a tensão máxima no vaso. Para razões r /t maiores, o erro 
será ainda menor. 

Quando a parede do vaso é ‘fina’, a distribuição de tensão na sua espessura 
não varia significativamente, de modo que a consideraremos uniforme ou 
constante. Baseados nessa hipótese, analisaremos agora o estado de tensão em 
vasos de pressão cilíndricos e esféricos de paredes finas. Em ambos os casos, a 
pressão no vaso é entendida como pressão manométrica, visto que mede 
a pressão acima da atmosférica, que admitimos existir tanto dentro como fora 
da parede. 


Vasos Cilíndricos. Consideremos o vaso cilíndrico com espessura da parede 
t e raio interno r mostrado na Figura 8.14. O gás ou fluido nele contido, que se 
admite ter peso desprezível, desenvolve a pressão manométrica p no interior 
do vaso. Devido à uniformidade do carregamento, um elemento do vaso 
removido das extremidades e orientado como mostrado estará sujeito a tensões 
normais o, no sentido circunferencial ou tangencial e o, no sentido longi- 
tudinal ou axial. Ambos os componentes da tensão exercem tração sobre o 
material. Queremos determinar a intensidade de cada componente em termos 
da geometria do vaso e da pressão interna. Para tanto, devemos aplicar o 
método das seções e as equações de equilíbrio de forças. 


Cap. 8 


Para determinar a tensão circunferencial, consideremos o vaso secionado 
pelos planos a, b e c. O diagrama de corpo livre do segmento posterior com 
o gás ou fluido contido é mostrado na Figura 8.1b. Aqui, aparecem apenas as 
cargas na direção x. Essas cargas são desenvolvidas pela tensão circunferencial 
uniforme o, que atua sobre toda a parede do vaso, e pela pressão que atua 
na face vertical sccionada do gás ou fluido. Para o equilíbrio na direção de x, 
é preciso que: 


XF,=0; 2Joi(t dy)] — p(2r dy) = 0 


| Ti l (8.1) 


Para obter a tensão longitudinal o», consideraremos a parte esquerda da 
seção b do cilindro (Figura 8.14). Como mostrado na Figura 8.1c, o, atua uni- 
formemente sobre toda a parede e p atua na seção do gás ou fluido. Como o 
raio médio é aproximadamente igual ao raio interno do vaso, o equilíbrio na 
direção y requer: 


EF, = 0; Cart) — pirr) = 0 


| = | (8.2) 
“2E 


Nas equações anteriores: 


01, O = tensão normal nas direções circunferencial e longitudinal; admite-se 
que sejam constantes em toda a parede do cilindro e que cada uma 
tracione o material 

= pressão manométrica interna desenvolvida pelo gás ou fluido 
r = raio interno do cilindro 
t = espessura da parede (r/t = 10) 


Comparando as equações 8.1 e 8.2, nota-se que a tensão circunferencial é 
duas vezes maior que a longitudinal ou axial. Consegiientemente, ao se fabricar 
vasos de pressão cilíndricos de chapas laminadas, as juntas longitudinais devem 
ser projetadas para suportar o dobro da tensão das circunferenciais. 


Vasos Esféricos. Pode-se analisar um vaso de pressão esférico de maneira 
semelhante. Como exemplo, consideremos que o vaso tenha espessura da 
parede t e raio interno r e esteja sujeito a uma pressão manométrica interna p 
(Figura 8.24). Se o vaso for secionado pela metade em a, o diagrama de corpo 
livre resultante será igual ao da Figura 8.2). Como ocorre no caso do cilindro, 
o equilíbrio na direção y requer: 


ZF,=0; o2 art) — plnr = 0 


(8.3) 





Vemos, por comparação, que é o mesmo resultado obtido para a tensão 
longitudinal no vaso de pressão cilíndrico. Além disso, verifica-se que a ten- 
são será a mesma independentemente da orientação do diagrama de corpo livre 
hemisférico. Consegiientemente, um elemento do material estará sujeito ao 
estado de tensão mostrado na Figura 8.2a. 
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(b) 





©) 
Figura 8.1 





Vemos aqui o cano de uma espin- 
garda que se entupiu com detritos 
antes do disparo. A pressão do gás da 
carga aumentou a tensão cireunfe- 
rencial do interior do cano, o que 
provocou a ruptura. 








(a) 
Figura 8.2 
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(b) 


Figura 8.2 


A análise apresentada indica que um elemento de material tirado tanto 
de um vaso de pressão cilíndrico como de um vaso de pressão esférico estará 
sujeito a uma tensão biaxial, ou seja, uma tensão normal que atua em duas 
direções apenas. Na verdade, o material do vaso também estará sujeito a uma 
tensão radial, os, que atua ao longo de uma linha radial, Tal tensão tem valor 
máximo igual à pressão p na parede interior e decresce para zero através da 
parede na superfície externa do vaso, visto que a pressão manométrica ali é 
nula. Entretanto, para vasos de parede fina, vamos ignorar o componente radial 
da tensão, uma vez que nossa hipótese limitante r/t = 10 resulta em q, e g4, as 
quais são, respectivamente, cinco e dez vezes maiores que a tensão radial 
máxima, (03)máx = p. É necessário compreender, por fim, que as fórmulas 
anteriores devem ser usadas somente para vasos sujeitos a uma pressão ma- 
nométrica interna. Se o vaso estiver sujeito a uma pressão externa, o esforço 
de compressão exercido sobre a parede fina poderá provocar instabilidade no 
vaso, e o colapso poderá ocorrer por instabilidade da estrutura. 








Um vaso de pressão cilíndrico tem diâmetro interno de 4 pés e espessura 
de 4 pol. Determinar a pressão interna máxima que ele pode suportar de forma 
que tanto a componente da tensão circunferencial como a da longitudinal não 
excedam 20 ksi. Sob as mesmas condições, qual pressão interna máxima um 
vaso esférico de tamanho semelhante suporta? 


SOLUÇÃO 


Vaso de Pressão Cilíndrico. A tensão máxima ocorre no sentido da 
circunferência. Pela Equação 8.1, temos: 


pr p p(24 pol) 
a=; 20 kip/pol? = ESTE pol 
p = 417 psi Resposta 


Observe que, quando essa pressão for atingida (Equação 8.2), a tensão no 
sentido longitudinal será o, = 3(20 ksi) = 10 ksi. Além disso, a tensão máxima 
na direção radial ocorre na parede interna do vaso e€ é (0a)max = p = 417 psi. 
Esse valor é 48 vezes menor que o da tensão circunferencial (20 ksi) e, como 
mencionamos anteriormente, seu efeito é desprezível. 


Vaso Esférico. Neste caso, a tensão máxima ocorre em qualquer das duas 
direções perpendiculares em um elemento do vaso (Figura 8.24). Pela Equação 
8.3, temos: 


gpr. imo = ZC4rD 
O2 27 20 kip/pol 2 pol) 
p = 833 psi Resposta 


Apesar de mais difícil de fabricar, o vaso de pressão esférico suporta duas 
vezes mais pressão que o cilíndrico. 


PROBLEMAS 
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8.1. Um reservatório de gás esférico tem diâmetro interno 
r = 1,5 m. Se for submetido a uma pressão interna p = 300 
kPa, qual espessura deverá ter para que a tensão normal 
máxima não exceda 12 MPa? 


8.2. O tubo de cloreto de polivinil de extremidades abertas 
tem diâmetro interno de 4 pol e espessura de 0,2 pol. Se 
transporta água corrente com pressão de 60 psi, qual o estado 
de pressão em suas paredes? 


8.3. Se o fluxo de água no tubo do Problema 8.2 parar 
devido ao fechamento de uma válvula, como ficará o estado 
de pressão nas paredes. Desprezar o peso da água e supor 
que os apoios exercem apenas forças verticais sobre o tubo. 





Problemas 8,2/8.3 


*8.4. O tubo de extremidades abertas tem espessura da 
parede de 2 mm e diâmetro interno de 40 mm. Calcular a 
pressão que o gelo exerceu sobre a parede interna a ponto 
de provocar a ruptura mostrada. A tensão máxima que o 
material suporta na temperatura de congelamento é omáx = 
360 MPa. Mostrar a tensão que atua em um pequeno ele- 
mento do material imediatamente antes que o tubo falhe. 





Problema 8.4 


8.5. Dentro dos dois hemisférios acoplados de raio interno 
de 2 pés e espessura da parede de 0,25 pol, a pressão 
manométrica interna cai para —10 psi. Supondo que o coe- 
ficiente de atrito estático entre eles seja ge = 0,5, determinar 
(a) o torque T necessário para iniciar o giro do hemisfério 
superior em relação ao inferior, (b) a força vertical necessária 
para separar o hemisfério superior do inferior e (c) a força 
horizontal necessária para deslizar o hemisfério superior 
sobre o inferior. 





0,25 pol 2 


Problema 8.5 


8.6. A princípio, a cinta de aço inoxidável 304 está ajustada 
firmemente ao redor do cilindro rígido liso. Supondo que ela 
sofra uma queda de temperatura não-linear de AT =20 sen? 
6 °F, onde 0 é dado em radianos, determinar a tensão na 
circunferência da cinta. 





Problema 8.6 


8.7. Uma cinta de aço A-36 tem 2 pol de largura e está presa 
ao redor de um cilindro rígido liso. Supondo que os parafusos 
sejam apertados de modo que a tensão sobre eles chegue a 
400 lb, determinar a tensão normal sobre a cinta, a pressão exer- 
cida sobre o cilindro e a distância que metade da cinta estica. 





Problema 8.7 


*8.8. Fecha-se o vaso de pressão colando uma chapa circu- 
lar na extremidade como mostrado. Supondo que o vaso 
suporte uma pressão interna de 450 kPa, determinar a tensão 
de cisalhamento média na cola e o estado de tensão na 
parede. 


-— 450 mm ~} 


20 mm — 





Problema 8.8 


8.9. Um tubo de madeira com diâmetro interno de 3 pés é 
atado por aros de aço com área da seção transversal de 0,2 
poľ. Supondo que a tensão admissível nos aros Seja Cadm = 
12 ksi, determinar o espaço s máximo entre eles, ao longo da 
seção do tubo, de modo que este resista a uma pressão ma- 
nométrica interna de 4 psi. Admitir que cada aro suporta a 
pressão que atua ao longo do comprimento s do tubo. 
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===; 


Problema 8.9 


8.10. O aro de aço A-36 tem diâmetro interno de 23,99 pol, 
espessura de 0,25 pol e largura de 1 pol. Se ele e o cilindro 
rígido de 24 pol estão a 65º F, a qual temperatura o aro deve 
ser aquecido para que apenas deslize sobre o cilindro? Qual 
pressão ele exerce sobre o cilindro e qual o esforço de tração 
nele desenvolvido quando sua temperatura volta a 65º F? 





Problema 8.10 


8.11. O anelinterno A tem raio interno r; e raio externo rz. 
Antes de aquecido, o anel externo B tem raio interno r3 e 
raio externo r4, sendo rz > ra. Se o anel externo for aquecido 
e então montado sobre o interno, qual será a pressão entre 
eles quando a temperatura do anel B atingir a do anel 
interno? O material tem módulo de elasticidade E e coefi- 
ciente de dilatação térmica a. 





Problema 8.b1 


*8.12. O anel com as dimensões mostradas é colocado sobre 
uma membrana flexível bombeada com uma pressão p. 
Determinar a mudança no raio interno do anel depois que a 
pressão for aplicada. O módulo de elasticidade do anel 
é E. 





Problema 8.12 


8.13. A caldeira está composta por chapas de aço de 
8 mm presas em suas extremidades por uma junta de topo, 
que consiste em duas chapas de cobertura de 8 mm e rebites 
de 10 mm de diâmetro distantes 50 mm um do outro, como 
mostrado. Supondo que a pressão do vapor na caldeira seja 
de 1,35 MPa, determinar (a) a tensão circunferencial na chapa 
da caldeira separada da costura, (b) a tensão circunferencial 
na chapa de cobertura externa ao longo da linha de rebites 
a-a e (c) a tensão de cisalhamento nos rebites. 





Problema 8.13 


8.14. Um vaso de pressão fechado na extremidade é fa- 
bricado com filamentos de fibras de vidro enrolados de forma 
reticulada em um mandril, de modo que a espessura da 
parede do vaso £ seja composta inteiramente do filamento e 
do aglutinante de epóxi como mostrado. Consideremos um 
segmento do vaso de largura w enrolado em um ângulo 6, 
Supondo que o vaso esteja sujeito a uma pressão interna p, 
mostrar que a força no segmento é Fe = oowt, onde oo É a 
tensão nos filamentos, Mostrar também que as tensões nas 
direções circunferencial e longitudinal são o, = do sen? e 
a = oo cos*6, respectivamente. Com que ângulo 9 (ângulo 
ótimo de enrolamento) os filamentos devem ser enrolados 
de modo que as tensões nas direções circunferencial e 
longitudinal sejam equivalentes? 





Problema 8.14 





Cap. 8 


8.2 Estado pe Tensão PROVOCADO POR CARGAS 
COMBINADAS 


Nos capítulos anteriores desenvolvemos métodos para determinar as 
distribuições de tensão em elementos sujeitos a uma força axial interna, uma 
força cortante, um momento fletor ou um momento de torção. Mais fre- 
quentemente, no entanto, a seção transversal de um elemento está sujeita a 
vários tipos de carregamento simultaneamente e, como resultado, o método de 
superposição, se aplicável, é usado para determinar a distribuição de tensão 
resultante provocada pelas cargas. Na aplicação, primeiro se determina a 
distribuição de tensão devida a cada carga e, depois, superpõem-se essas dis- 
tribuições para determinar a distribuição de tensão resultante. Como mencio- 
namos na Seção 4.3, o princípio da superposição é usado para essa finalidade 
desde que exista uma relação linear entre as tensões e as cargas. A geometria 
do elemento também não deve sofrer mudança significativa quando as cargas 
são aplicadas. Essa condição é necessária a fim de assegurar que a tensão 
produzida por uma carga não seja relacionada à tensão produzida por qualquer 
outra carga. À discussão vai se limitar à satisfação desses dois critérios. 
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Esta chaminé suporta as cargas com- 
binadas de vento e peso. É importante 
investigar o esforço de tração, visto que 
a alvenaria resiste pouco a ele. 








ProcEDIMENTO DE ANÁLISE 


O seguinte procedimento fornece a mancira geral de estabelecer os componentes de tensão normal e cisalhamento 
em determinado ponto do elemento quando este está submetido a vários tipos diferentes de cargas simultanea- 
mente. Supõe-se que o material seja homogêneo e comporte-se de maneira linear-elástica. Além do mais, o princípio 
de Saint-Venant requer que o ponto em que a tensão seja determinada esteja afastado de quaisquer descontinui- 
dades na seção transversal ou nos pontos de aplicação da carpa. 


Carga Interna. 


e Secionar o elemento na perpendicular ao seu eixo, no ponto em que a tensão deva ser determinada, e obter os 
componentes da força normal e da força cortante resultantes, bem como os componentes dos momentos fletor 
e de torção. 

* Os componentes da força devem atuar através do centróide da seção transversal e os componentes do mo- 
mento devem ser calculados em torno dos eixos do centróide, que representam os eixos principais de inércia da 
seção transversal. 


Tensão Normal Média, 


e Calcular o componente da tensão associado a cada carga interna. Em cada caso, representar o efeito como uma 
distribuição de tensão que atua sobre toda a área da seção transversal ou mostrar a tensão em um elemento do 
material localizado em um ponto específico da seção transversal. 


Força NormaL. A força normal interna é desenvolvida por uma distribuição uniforme da tensão normal 
determinada por o = P/A. 


Força CORTANTE. A força cortante em um elemento submetido a flexão é desenvolvida por uma distribuição 
da tensão de cisalhamento determinada pela fórmula do cisalhamento, 1 = VQ /It. Entretanto, deve-se ter cuidado 
especial ao aplicar essa equação, como observado na Seção 7.3. 


Momento FLETOR. Em elementos retos, o momento fletor interno é desenvolvido por uma distribuição da tensão 
normal que varia linearmente de zero no eixo neutro até o máximo no limite externo do elemento. A distribuição 
de tensão é determinada pela fórmula da flexão, o = —My/1. Se o elemento for curvo, a distribuição de tensão 
não é linear e determina-se por o = My/[Ae(R — y)]. 


Momento DE Torção. Em eixos circulares e tubos, o momento de torção interno é desenvolvido por uma 
distribuição da tensão de cisalhamento que varia linearmente da linha de centro do eixo até o máximo no limite 
externo do eixo. A distribuição da tensão de cisalhamento é determinada pela fórmula da torção, T = Tp/J. Se o 
elemento for um tubo de parede fina fechado, usar 7 = T/2A mt. 


Vasos DE PRESSÃO com PAREDES Finas. Seo vaso for um cilindro de parede fina, a pressão interna p provocará 
um estado de tensão biaxial no material tal que o componente da tensão circunferencial será o = prjte o 
componente longitudinal da tensão, o, = pr/2t. Se o vaso for uma esfera de parede fina, o estado de tensão biaxial 
será representado por dois componentes equivalentes, cada um com intensidade o> = pr/2t. 
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(Continuação) 


Superposição. 


* Uma vez que os componentes da tensão normal e de cisalhamento de cada carga tenham sido calculados, usar o 
princípio da superposição para determinar os componentes resultantes das tensões normal e de cisalhamento. 


Representar os resultados em um elemento do material localizado no ponto ou mostrá-los como uma dis- 
tribuição de tensão atuando sobre a área da seção transversal do elemento. 


EXEMPLO 8.2 





(a) 


1501b 


| 
| 
ape: RE C 
E dE | 

1 750 Ib-pol 
1501b 


(b) 


Figura 8.3 





Os problemas desta seção, que envolvem cargas combinadas, servem como 
revisão básica de várias equações das importantes tensões mencionadas 
anteriormente. Uma compreensão profunda de como essas equações são 
aplicadas, como indicado nos capítulos anteriores, é necessária para resolver 
com sucesso os problemas no fim desta seção. Os exemplos a seguir devem 
ser estudados cuidadosamente antes de se prosseguir para a resolução dos 
problemas. 





Uma força de 150 lb é aplicada na borda do elemento mostrado na Figura 
8.34. Desprezar o peso do elemento e determinar o estado de tensão nos pontos 
Bec. 


SOLUÇÃO 


Cargas Internas. O elemento foi secionado através de B e C. Para o equi- 
líbrio da seção deve haver uma força axial de 150 lb atuando através do 
centróide e um momento fletor de 750 lb - pol em torno do eixo do centróide 
ou eixo principal (Figura 8.3b). 


Componentes da Tensão. 


Força Normat. A distribuição uniforme da tensão normal devida à força 
normal é mostrada na Figura 8.3c. Neste caso: 
P 150 1b 


o= — 


A (10 pol)(4 pol) 





= 3,75 psi 
Momento FLETOR. A distribuição da tensão normal devida ao momento 
fletor é mostrada na Figura 8.3d. A tensão máxima é: 


Mc 750 lb - pol(5 pol) 
Omá 7 “4 3 
I [a (4 pol)(10 poly] 





= 11,25 psi 


Superposição. Se as distribuições da tensão normal forem somadas algebri- 
camente, a distribuição de tensão resultante será como a mostrada na Figura 
8.3e. Apesar de não ser requerida nesse caso, a localização da reta de tensão 
nula é determinada pela proporção dos triângulos, ou seja: 


7,5 psi _ 15 psi 
x (10 pol — x) 


x = 3,33 pol 


Cap.8 CARGAS COMBINADAS 327 


Os elementos do material em B e C estão sujeitos a tensão normal ou 
uniaxial, como mostram as figuras 8.3f e 8.3g. Portanto: 


os = 7,5 psi (tração) Resposta 
oc=15psi (compressão) Resposta 
24 ] | ia | | 
| | | | 
| F T | 








| | E | à 
- € B; Liz Aile B PUES 11] 7,5 psi 15 psi 
E ke N AS. Sia y 
E y psi ne ij ji , ha psi | q 15 psi (1) (8) 
3,75 psi 11,25 psi 1,25 psi Les R: 
(10 pol =x) 
Força normal Momento fletor Carga combinada 
(c) (d) (e) 
Figura 8,3 
EXEMPLO 8.3 





O reservatório da Figura 8.44 tem raio interno de 24 pol e espessura de 0,5 
pol. Está cheio até o topo com água de peso específico Yagua = 62,4 Ib/pé. Se 
o reservatório é aberto na parte superior e feito de aço com peso específico 
Yaço = 490 lb /pé?, qual o estado de tensão no ponto A. 


SOLUÇÃO 


Cargas Internas. O diagrama de corpo livre da seção tanto do reservatório 
quanto da água acima do ponto 4 é mostrado na Figura 8.4b. Observar que o 
peso da água é suportado pela superfície dela imediatamente abaixo da seção 
e não pelas paredes do reservatório. As paredes simplesmente apóiam o peso 
do reservatório na direção vertical. Esse peso é: 








= z -3 245 , Ý 2A: yoe ; 
Waco = YaçoV aço = (490 Ib/pé?) m qo Pé T| Tp PÉS (3 pés) =7777 1b 


A tensão no sentido circunferencial é desenvolvida pela pressão da água (a) 
no nível A. Para obter essa pressão, usa-se a lei de Pascal, segundo a qual a 
pressão em um ponto localizado a uma profundidade z da água é p = Yagua. 
Conseqiientemente, a pressão no nível A do reservatório é: 


Wigna +W, 





aço 


P = YáguaZ = (62,4 Ib/pé*)(3 pés) = 187,2 Ib/pé? = 1,30 psi 
Componentes da Tensão. 


TENSÃO CiRCUNFERENCIAL. Aplicando a Equação 8.1, com o raio interno r = 
24 pol, temos: 
r 1,30 Ib/poÊ (24 pol f 
o = E = T T pop = 62,4 psi Resposta e 


R Pesar. . b 
Tensão LoncITUDINAL. Como o peso do reservatório é suportado uni- tm) 


formemente pelas paredes, temos: 








O Wao e 777,7 lb ai S | ind 
2T Aao TQ4SpoD-(Mpol)] PS  Mesposta N zoy BEN 
l 62,4 psi 
Observar que a Equação 8.2, o, = pr /2t, não se aplica neste caso, uma vez A | 
que o reservatório é aberto na parte superior e, como dissemos anteriormente, 
a água não desenvolve carga sobre as paredes no sentido longitudinal. © 


O ponto A está, portanto, sujeito à tensão biaxial mostrada na Figura 8.4c. Figura 8.4 
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EXEMPLO 8.4 


O elemento mostrado na Figura 8.54 tem seção transversal retangular. 
Determinar o estado de tensão que a carga produz no ponto C. 
















c 
250 mm 
pi 125 mm 
50 mm 
16,45 kN —p E Come 
21,93 kN 
3 
97,59 kN 
(b) 
= 1,5 m — 
é cl 
16,45 kN => Ten 
| M 
21,93 KN 
(e) 
SOLUÇÃO 


Cargas Internas. As reações de apoio no elemento foram determinadas e 
são mostradas na Figura 8.5b. Se considerarmos o segmento esquerdo do 
membro AC (Figura 8.5c), a resultante das cargas internas na seção consistirá 
em uma força normal, uma força cortante e um momento fletor, Resolvendo: 


N = 16,45 kN V = 21,93 kN M = 32,89 EN : m 


pe 1,32 MPa %=0 oc = 63,15 MPa 


a 





cC 
+ + 
Força normal Força cortante Momento fletor 
(d) (e) (D 


Figura 8.5 
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Componentes da Tensão. 


Força NormaL. A distribuição uniforme da tensão normal que atua sobre a 
seção transversal é produzida pela força normal (Figura 8.5d). No ponto C: 


P 16,45 kN 


LOPIN e 132 MP 
A Uomo o Pê 


OC = 


Força Cortante. Neste caso a área A’ = 0, uma vez que o ponto C está 
localizado no topo do elemento. Então, Q = y'A' = 0 e, para C (Figura 8.5€), 
a tensão de cisalhamento é: 


TO = 0 
Momento Freror. O ponto C está localizado a y = c = 125 mm do eixo 


neutro, de modo que a tensão normal em C (Figura 8.5f) é: 


Mc (32,89 KN - m)(0,125 m) 
ro (0,050 m)(0,250)] 








oc = = 63,15 MPa 


Superposição. A tensão de cisalhamento é nula. A soma das tensões normais 
determinadas anteriormente resulta em um esforço de compressão em C com 


valor de: —[ Ja, MPa 


cc = 1,32 MPa + 63,15 MPa = 64,5 MPa Resposta (g) 


Esse resultado é mostrado na Figura 8.5g atuando sobre um elemento em C. Figura 8,5 





EXEMPLO 8.5 


A haste maciça mostrada na Figura 8.64 tem raio de 0,75 pol. Se for sub- 
metida ao carregamento mostrado, qual será o estado de tensão no ponto A? 





800 Ib (14 pol) = 11.200 lb-pol 800 1b 





= 
y NS 500 1b 
ae “10 pol 
800 Ib (10 pol) = 8.000 Ib-pol - y a 
(a) 500 Ib (14 pol) = 7.000 Ib-pol q 
8001b e E 
| E a pol 


(b) 
Figura 8.6 
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7.000 Ib-pol 


sR 4 8. pá Ib-pol 
ke lb 


800 1b 9 11,200 1b- Da 


Carga combinada 


(c) 


0,604 ksi + 16,90 ksi 


0,283 ksi + 21,13 ksi 


G ksi 
S7 21,4 ksi 


© 


ou 


Figura 8.6 


dee 


Força normal 
(500 1b) (800 1b) 


SOLUÇÃO 


Cargas Internas. A haste foi secionada no ponto 4. Usando o diagrama de 
corpo livre do segmento AB (Figura 8.6b), determina-se a resultante das cargas 
internas de seis equações de equilíbrio. Verificar esses resultados. A força 
normal (500 Ib) e a força cortante (800 1b) atuam através do centróide da seção 
transversal, ao passo que os componentes do momento fletor (8.000 1b : pol e 
7.000 Ib - pol) são aplicados em torno dos eixos do centróide (principais). Para 
“visualizar” melhor as distribuições de tensão devidas a cada uma dessas car- 
gas, consideraremos as resultantes iguais, porém opostas que atuam sobre AC 


(Figura 8.60). 


“ado 283 ksi [iq] 0604 ksi | à J2! 13 ksi 





A Y [16,90 ksi 


Momento de tensão 
(11.200 Ib-pol) 


Momento fletor Momento fletor 
(8.000 Ib-pol) (7.000 Ib-pol) 


Força cortante 


(d) (e) (f) tg) (h) 


Componentes da Tensão. 
Força NorMaL. A distribuição da tensão normal é mostrada na Figura 8.6d. 
Para o ponto 4, temos: 

P 500 lb 

A q(0,75 pol? 





CA = = 283 psi = 0,283 ksi 

Força CORTANTE. A distribuição da tensão de cisalhamento é mostrada na 
Figura 8.6e. Para o ponto A, Q é determinada pela área semicircular sombreada. 
Usando a tabela no final do livro, temos: 


4 2 
Q=7A'= — Es Finos pol) | = 0,2813 pol 
T 





de modo que: 
vo 800 1b(0,2813 pol?) 
AT [Em(0,5 pol]2(0,75 pol) 





= 604 psi = 0,604 ksi 


Momentos FLerores. Para o componente de 8.000 Ib - pol, o ponto A localiza- 
se no eixo neutro (Figura 8.6f), de modo que a tensão normal é: 


OA — 0 
Para o momento de 7.000 Ib - pol, c = 0,75 pol, de modo que a tensão 
normal no ponto À (Figura 8.6g) é: 
Mc 7.000 1b - pol(0.75 pol) 
I [E 7(0,75 pol)“] 
Momento pe Torção. No ponto A, pa = c = 0,75 pol (Figura 8.6h). Então 
a tensão de cisalhamento é: 
Te 11.200 1b - pol(0,75 pol) 
Ta = = 
ts [E n(0,75 pol?) 





= 21.126 psi = 21,13 ksi 


OA — 





= 16.901 psi = 16,90 ksi 


Superposição. Quando os resultados apresentados anteriormente são super- 
postos, vê-se que um elemento do material em A está sujeito aos componentes 
da tensão normal e de cisalhamento (Figura 8.6i). 


SS 
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EXEMPLO 8.6 


O bloco retangular de peso desprezível da Figura 8.74 está sujeito a uma 
força vertical de 40 kN, aplicada em seu canto. Determinar a distribuição da 
tensão normal que atua sobre a seção ABCD. 





40 kN 





(a) b) 


SOLUÇÃO 


Cargas Internas. Se considerarmos o equilíbrio do segmento inferior do bloco 
(Figura 8.7b), veremos que a força de 40 kN atua através do centróide da seção 
transversal e dois componentes do momento fletor atuam em torno dos eixos 
do centróide ou cixos principais de inércia da seção. Confirmar esses resultados. 


Componentes da Tensão. 


Força NormaL. A distribuição uniforme da tensão normal é mostrada na 
Figura 8.7c. Temos: 
Po 40 kN 


q — DEN = 195kP 
A O Ban OA Ee 


q = 
Momentos FLETORES. A distribuição da tensão normal para o momento 
8 kN :m é mostrada na Figura 8.7d. A tensão máxima é: 
M 8 kN -m(0,2m 
Tn = EL = ( ) = 375 kPa 
Ie [72(0.8 m)(0,4 my] 
Da mesma maneira, para o momento 16 kN - m (Figura 8.7e), a tensão 
normal máxima é: 








My, 16 KN : m(0,4 m) 





= 375 kPa 


mi CT T (0,4 m) (0,8 m)) 


375 kPa 





Força normal Momento fletor Momento fletor Carga combinada 
(40 KN) (8 kNm) (16 kN:m) 
H 
(c) (d) (e) 


Figura 8.7 
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Superposição. A tensão normal em cada ponto do canto é determinada por 
adição algébrica. Admitindo que o esforço de tração seja positivo, temos: 

ga = — 125 kPa + 375 kPa + 375 kPa = 625 kPa 

op = —125 kPa — 375 kPa + 375 kPa = —125 kPa 

oc = —125 kPa — 375 kPa — 375 kPa = —875 kPa 

op = —125 kPa + 375 kPa — 375 kPa = —125 kPa 

Como as distribuições de tensão devidas ao momento fletor são lineares, 

a distribuição de tensão resultante também é linear e, portanto, tem a aparência 
mostrada na Figura 8.7f. Localiza-se a linha de tensão nula ao longo de cada 
lado por proporção de triângulos. Pela figura, requer-se que: 





(04 m — e) e 
625 kPa 125 kPa 
e = 0,0667 m 
e 
(08m-h) __ h 
625 kPa 125 kPa 
h = 0,133 m 





EXEMPLO 8.7 





Um bloco retangular tem peso desprezível e está submetido a uma força 
vertical P (Figura 8.8a). (a) Determinar a faixa de valores da excentricidade e, 
da carga ao longo do eixo y de modo que não provoque qualquer esforço de 
tração no bloco. (b) Especificar a região da seção transversal em que P pode 
ser aplicada sem provocar esforço de tração no bloco. 


SOLUÇÃO 
Parte (a). Quando P desloca-se para o centróide da seção transversal (Figura 
8.8b), é preciso adicionar um conjugado M, = Pe, a fim de manter uma carga 


estaticamente equivalente. A tensão normal combinada em qualquer locali- 
zação coordenada y na seção transversal provocada por essas duas cargas é: 


P (Pe) Eli ad 
A L AK 1 








T= 


Aqui, o sinal negativo indica esforço de compressão. Para e, positivo 
(Figura 8.8a), o menor esforço de compressão ocorre ao longo da borda AB, 
lI onde y = —h/2 (Figura 8.8b). (Por inspeção, vê-se que P provoca compressão, 
mas M, provoca tração.) Então: 


P Ae,h 
mín > CT 1-44) 
int A! 21, 


Tal esforço permanece negativo, isto é, de compressão, desde que o termo 
entre parênteses seja positivo; ou seja: 





21, 
Como A = bh e 1, = bh, então 


(b) 
1> 


Figura 8.8 h 


Cap. 8 


ou: 
1 

ey < E h Resposta 

Em outras palavras, se —çh = e, = 1h, a tensão sobre o bloco ao longo da 

borda AB ou CD é nula ou permanece compressiva. Algumas vezes essa 

condição é denominada “regra do terço médio”. É muito importante tê-la em 

mente ao carregar colunas ou arcos de seção transversal retangular feitos de 

materiais como pedra ou concreto, que suportam pouco ou nenhum esforço 
de tração. 


Parte (b). Podemos estender a análise anterior em duas direções supondo que 
P atua no quadrante positivo do plano x—y (Figura 8.8c). A carga estática 
equivalente quando P atua sobre o centróide é mostrada na Figura 8.8d. Em 
qualquer ponto x,y da seção transversal, a tensão normal combinada devida a 
carregamentos normal e de flexão é: 





c= 





Ao analisar a Figura 8.8d, nota-se que, no ponto A, ambos os momentos 
criam esforço de tração e a força normal cria esforço de compressão. Logo, o 
menor esforço de compressão ocorrerá no ponto A, para o qualx=-b/2ey 
= —h/2. Assim: 





OA = 


P ( i Aeh  Ae,b ) 
AN 21 25, 
Como anteriormente, a tensão normal permanece negativa ou compres- 


siva no ponto A, desde que os termos entre parênteses permaneçam positivos. 
Ou seja: 


o<(1 _Aeh h) 








Di ay 
Substituindo A = bh, Iy = bh’, 1, = bAb”, temos: 
6 6 
0<1- a — = Resposta 


Portanto, independentemente de sua intensidade, se P for aplicada em 
qualquer ponto das vizinhanças da reta GH mostrada na Figura 8.8e, a tensão 
normal no ponto A permanecerá compressiva. De maneira semelhante, a ten- 
são normal nos outros cantos da seção transversal será compressiva se P 
restringir-se às vizinhanças das retas EG, FE e HF. O paralelograma assim 
definido é denominado núcleo ou kernel da seção. Pela ‘regra do terço médio” 
da parte (a), as diagonais do paralelograma terão comprimentos b/3 e h/3. 





(e) 
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Exemplo de onde ocorre esforço com- 
binado axial e de flexão. 





334 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


É PROBLEMAS 


815. O fuso da prensa exerce uma força de compressão de 
500 Ib sobre os blocos de madeira, Determinar a tensão 
normal máxima desenvolvida ao longo da seção a-a. A seção 
transversal é retangular, de 0,75 pol por 0,50 pol. 


*8.16. O fuso da prensa exerce uma força de compressão 
de 500 Ib sobre os blocos de madeira. Desenhar a distribuição 
de tensão ao longo da seção a-a. A seção transversal é 
retangular, de 0,75 pol por 0,50 pol. 





0,75 pol 
a 


Problemas 8.13/8.16 


817. A junta está sujeita a uma força de 250 lb como 
mostrado. Desenhar a distribuição da tensão normal que atua 
sobre a seção a-a, supondo que o elemento tenha seção trans- 
versal retangular de 0,5 pol de largura e 0,75 de espessura. 


8.18. A junta está sujeita a uma força de 250 lb como 
mostrado. Determinar o estado de tensão nos pontos 4 e B 
e desenhar os resultados em elementos infinitesimais locali- 
zados nesses pontos. O membro tem área da seção transversal 
retangular de 0,5 pol de largura e 0,75 de espessura. 


2 pol — 





Probicmas 8.17/8.18 


8.19. O elo fora de centro suporta a carga P = 30 kN. De- 
terminar qual largura w ele precisa ter, se a tensão normal 
admissível é adm = 73 MPa. O elo tem espessura de 40 mm. 


*8.20. O elo fora de centro tem largura w = 200 mm e 
espessura de 40 mm. Se a tensão normal admissível for Cam 
= 75 MPa, qual carga máxima P poderá ser aplicada aos 
cabos? 


P 


50 mm 


P 
Problemas 8.19/8.20 


8.21. Determinar a tensão normal máxima e a mínima na 
seção a do suporte quando a carga for aplicada em x = 0, 


8.22. Determinar a tensão normal máxima e a mínima na 
seção a do suporte quando a carga for aplicada em x = 50 mm. 






4 kN 
10 mm 
/ 
10 mm 
30 mm 
20 mm 
80 mm 
15 mm >< mm 


Problemas 8.21/8.22 


8.23. O elo encurvado está sujeito à carga P = 500 N do 
cabo. Qual diâmetro d ele precisa ter se a tensão normal 
admissível é cagm = 175 MPa? Considerar que a seção crítica 
está em A. 


*824, O elo encurvado tem diâmetro d = 15 mm e é feito 
de um material com tensão normal admissível cagm = 175 
MPa. Determinar a carga máxima P que ele suportará com 
segurança. Considerar que a seção crítica está em A. 


150 mm 








Problemas 8.23/8.24 


8.25. A barra tem diâmetro de 40 mm. Supondo que ela seja 
submetida a uma força de 800 N como mostrado, determinar 
os componentes da tensão que atuam sobre o ponto A e 
mostrar os resultados em um elemento de volume localizado 
nesse ponto. 


8.26. Resolver o Problema 8.25 para o ponto B. 





Problemas 8.25/8.26 


8.27. O apoio em degrau está submetido à carga sobre o 
mancal de 50 kN. Determinar os esforços de compressão 
máximo e mínimo no material. 


50 kN 





Problems 8.27 


*8.28. O pino de apoio consiste em uma haste de aço e tem 
diâmetro de 20 mm. Determinar os componentes da tensão 
nos pontos A e B e representar os resultados em um elemento 
de volume localizado em cada um desses pontos, 





Problema 8.28 
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8.29. Como o concreto suporta pouca ou nenhuma tração, 
usam-se hastes ou barras para protendê-lo logo que ele se 
consolida. Consideremos a viga simplesmente apoiada abai- 
xo, que tem seção transversal retangular de 18 pol por 12 pol. 
Supondo que o concreto tenha peso específico de 150 Ib/pé, 
determinar qual tensão deve haver na haste AB, que se 
estende por toda a viga, para que não se desenvolva esforço 
de tração na seção central a-a. Desprezar o tamanho da haste 
e qualquer deflexão da viga. 


8.30. Resolver o Problema 8.29 supondo que a haste tenha 
diâmetro de 0,5 pol. Usar o método da área transformada 
discutido na Seção 6.6. Eco = 29(10°) ksi, E, = 3,60(10º) ksi. 











Problemas 8.29/8.36 


8.31. A chaminé está sujeita à carga de vento uniforme w 
= 150 Ib/pé e tem peso de 2.200 Ib/pé. Se a argamassa entre 
os tijolos não suporta esforço de tração, a chaminé é segura? 
Adotar d = 6 pés. A espessura da parede de tijolos é de 1 pé. 


*8.32. A chaminé está sujeita à pressão uniforme do vento 
p = 25 lb /pé?. Deve ser construída com paredes de tijolos de 
1 pé de espessura. Supondo que os tijolos e a argamassa 
tenham peso específico de 145 lb/péř, determinar o menor 
diâmetro externo da chaminé d de modo que não seja 
desenvolvido esforço de tração no material. A carga do vento 
é aproximada por w = pd. 










l 


30 pés 








[| 
a 

















Problemas 8,31/8.32 


8.33. O bloco está submetido às duas cargas axiais mos- 
tradas. Determinar a tensão normal desenvolvida nos pontos 
A e B. Desprezar o peso do bloco. 


8.34. O bloco está submetido às duas cargas axiais mos- 
tradas. Desenhar a distribuição da tensão normal que atua 
sobre a seção transversal da seção a-a. Desprezar o peso do 
bloco. 
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Problemas 8.33/8.34 


8.35. Uma barra de seção transversal de 30 mm por 30 mm 
e 2 m de comprimento é mantida em pé. Supondo que tenha 
massa de 5 kg/m, determinar o maior ângulo 9, medido a 
partir da vertical, a que ela pode ser segurada antes de sofrer 
um esforço de tração próximo ao ponto em que a mão a está 
prendendo. 


*8.36. Resolver o Problema 8.35 supondo que a barra tenha 
seção transversal circular de 30 mm de diâmetro. 





Problemas 8.35/8.36 


8.37. A estrutura suporta a carga distribuída mostrada. 
Determinar o estado de tensão que atua no ponto D. Mostrar 
os resultados em um elemento infinitesimal localizado na- 
quele ponto. 


8.38. A estrutura suporta a carga distribuída mostrada. 
Determinar o estado de tensão que atua no ponto E. Mostrar 
os resultados em um elemento infinitesimal localizado na- 


quele ponto. 
20 mm = D 
60 mm T 
E 
20 mm F 


, = 


4 kN/m 















Lig m-=-1,5 A m 





Problemas 8.37/8.38 


8.39. O cilindro de peso desprezível repousa em um piso 
liso. Determinar a distância excêntrica e, em que a carga 
pode ser colocada de modo que a tensão normal no ponto 
A seja nula. 





Problema 8.39 


*8.40. Determinar o estado de tensão no ponto A quando 
a viga está sujeita a uma força de 4 kN no cabo. Indicar o 
resultado como um elemento infinitesimal de volume. 


8.41. Determinar o estado de tensão no ponto B quando a 
viga está sujeita a uma força de 4 kN no cabo. Indicar o 
resultado como um elemento infinitesimal de volume. 


4kN 






capas -250 mm 
a 
E | 





SB 
-— Im 





150 mm 


Problemas 8.40/8.41 


8.42. O sinal está submetido a uma carga uniforme de vento. 
Determinar os componentes da tensão nos pontos 4 e B do 
poste de apoio, que tem 100 mm de diâmetro. Mostrar os 
resultados em um elemento de volume localizado em cada 
um desses pontos. 


8.43. O sinal está submetido a uma carga uniforme de vento. 
Determinar os componentes da tensão nos pontos C e D do 
poste de apoio, que tem 100 mm de diâmetro. Mostrar os 
resultados em um elemento de volume localizado em cada 
um desses pontos. 








Problemas 8.42/8.43 


*8.44. A haste maciça está sujeita ao carregamento mos- 
trado. Determinar o estado de tensão desenvolvido no ponto 
A do material e mostrar os resultados em um elemento de 
volume infinitesimal nesse ponto. 


8.45. A haste maciça está sujeita ao carregamento mos- 
trado. Determinar o estado de tensão desenvolvido no ponto 
B do material e mostrar os resultados em um elemento de 
volume infinitesimal nesse ponto. 


8.46. A haste maciça está sujeita ao carregamento mos- 
trado. Determinar o estado de tensão desenvolvido no ponto 
C do material e mostrar os resultados em um elemento de 
volume infinitesimal nesse ponto. 


AT 4 ri 150 mm 
El + +2 E 


| 








Problemas 8.44/8.45/8.46 


8.47. O eixo torto está engastado na parede em A. Supondo 
que seja aplicada uma força F em B, determinar os compo- 
nentes da tensão nos pontos D e E. Mostrar os resultados em 
um elemento infinitesimal localizado em cada ponto. Adotar 
F = 12 lb e 8 = 90°. 


*8.48. O eixo torto está engastado na parede em A. Su- 
pondo que seja aplicada uma força F em B, determinar os 
componentes da tensão nos pontos D e E. Mostrar os 
resultados em um elemento de volume localizado em cada 
ponto. Adotar F = 12 lb e 0 = 45º, 
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Cap. 8 





Problemas 8,47/8.48 


8.49. O rodízio suporta uma carga de reação de 180 N. 
Determinar o estado de tensão nos pontos A e B em uma das 
duas chapas de apoio. Mostrar os resultados em um elemento 
de volume infinitesimal localizado em cada ponto. 





Problema 8.49 


8.50. A lança de guindaste está sujeita a uma carga de 500 1b. 
Determinar o estado de tensão nos pontos A e B. Mostrar os 
resultados em um elemento de volume infinitesimal locali- 
zado em cada um desses pontos. 





500 ib 






«4 pol. 
0,5 pol | 


3 pol 





ETTI O 
0,5 pol? pal vos pol 





FO EPT 


Problema 8,50 
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8.51. A viga suporta a carga mostrada. Determinar o estado 
de tensão nos pontos E e F da seção a-a e representar os 
resultados em um elemento de volume infinitesimal loca- 
lizado em cada um desses pontos. 


330m 7 








Problema 8.51 


*8.52. A barra de distribuição de peso carregada simetri- 
camente é usada para levantar o reservatório de 2.000 1b. 
Determinar o estado de tensão nos pontos 4 e B e indicar 
os resultados em um elemento de volume infinitesimal. 


A 
BRA” 
io 
“I pol 





Problema 3.52 


8.53. O dente do garfo ABC da empilhadeira está sujeito à 
de carga distribuída uniforme mostrada. Supondo que esteja 
acoplado por pino em C e suportado por rolete em B, 
determinar o estado de tensão nos pontos D e E e mostrar 
os resultados em elementos infinitesimais. O dente do garfo 
tem 3 pol de largura e 0,5 pol de espessura. 











Problema 8.53 


8.54. A haste de 1 pol de diâmetro está submetida às cargas 
mostradas. Determinar o estado de tensão no ponto A e 
mostrar os resultados em um elemento infinitesimal nele 
localizado. 


8.55. A haste de 1 pol de diâmetro está submetida às cargas 
mostradas. Determinar o estado de tensão no ponto B e 
mostrar os resultados em um elemento infinitesimal nele 
localizado. 





80 lb 


Problemas 8.54/8.55 


*8.56. O elemento está sujeito à combinação de cargas 
distribuída e concentrada mostrada. Determinar o estado de 
tensão no ponto A e mostrar os resultados em um elemento 
de volume infinitesimal nele localizado. Dica: usar a Tabela 
51. 


8.57. O elemento está sujeito à combinação de cargas 
distribuída e concentrada mostrada. Determinar o estado de 
tensão no ponto B e mostrar os resultados em um elemento 
de volume infinitesimal nele localizado. Dica: usar a Ta- 
bela 5.1. 


8.58. O elemento está sujeito à combinação de cargas 
distribuída e concentrada mostrada. Determinar o estado de 
tensão no ponto C e mostrar os resultados em um elemento 
de volume infinitesimal nele localizado. Dica: usar a Tabe- 
la 5.1. 
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8.62. O olhal está sujeito à força de 50 Ib. Determinar os 
esforços máximos de tração e compressão na seção a-a. A 
seção transversal é circular e tem diâmetro de 0,25 pol. Usar 
a fórmula da viga curva para calcular o esforço de flexão. 


8.63. Resolver o Problema 8.62 supondo que a seção trans- 
versal seja quadrada com dimensões de 0,25 pol por 0,25 pol. 


50 1b 





Problemas 8.56/8.57/8.58 


8.59. O poste com as dimensões mostradas está sujeito à 
carga de apoio P. Especificar a região em que a carga pode 
ser aplicada sem provocar esforço de tração nos pontos A, 
B, Ce D. 





Problemas 8.62/8.63 


*8.64. O grampo C aplica um esforço de compressão de 80 
psi sobre o bloco cilíndrico. Determinar a tensão normal 
máxima desenvolvida sobre o grampo. 











Problema 8.59 





*8.60. A pilastra de alvenaria está submetida à carga de 800 0,75 pol 

kN. Determinar a equação da reta y = f(x) ao longo da qual Problema 8.64 

a carga pode ser colocada sem provocar esforço de tração 

sobre a pilastra. Desprezar o peso desta. 8.65. O gancho é usado para levantar a força de 600 Ib. 


3 ; , Ee Determinar os esforços máximos de tração e compressão na 
8.61. A pilastra de alvenaria está submetida à carga de 800 seção a-a. A seção transversal é circular e tem diâmetro 


kN. Supondo que x = 0,25 m e y = 0,5 m, determinar a tensão — ge1 pol. Usar a fórmula da viga curva para calcular o esforço 
normal em cada canto 4, B, Ce D (não está mostrado) e de flexão. 


esquematizar a distribuição de tensão sobre a seção trans- 
versal. Desprezar o peso da pilastra, 300 Ib 300 Tb 


800 kN 





B 600 Ib 
Problemas 8,60/8.01 Problema 8.65 
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8.66. O suporte está sujeito à carga de compressão P. De- 
terminar a tensão normal absoluta máxima e a mínima que 
atuam sobre o material. 





Problema 8.66 


a a a dia ER acne AD 


8.67. O suporte está sujeito à carga de compressão P. De- 
terminar a tensão normal máxima e a mínima que atuam 
sobre o material. 





Problema 8.67 


É PROBLEMAS DE REVISÃO E 


*8.68. A pressão do ar no cilindro sobe até exercer as forças 
P = 2 KN nos dois pistões, cada um com raio de 45 mm. 
Supondo que a parede do cilindro tenha espessura de 2 mm, 
determinar o estado de tensão nela desenvolvido. 


8.69. Determinar a força máxima P que pode ser exercida 
em cada pistão de modo que o componente da tensão 
circunferencial não exceda 3 MPa. Cada pistão tem raio de 
45 mm e a parede do cilindro tem 2 mm de espessura. 





Problenias 8.68/8.69 


8.70. A tampa do reservatório cilíndrico está a ele para- 
fusada ao longo dos flanges. O reservatório tem diâmetro 
interno de 1,5 m e espessura da parede de 18 mm. Supondo 
que a maior tensão normal não possa exceder 150 MPa, 
determinar a pressão máxima que o reservatório pode 
suportar. Calcular também o número de parafusos neces- 
sários para prender a tampa do reservatório, supondo que 
cada parafuso tenha diâmetro de 20 mm. A tensão admissível 
para os parafusos é (0uam)p = 180 MPa. 


8.71. A tampa do reservatório cilíndrico está a ele para- 
fusada ao longo dos flanges. O reservatório tem diâmetro 
interno de 1,5 m e espessura da parede de 18 mm. Supondo 
que a pressão no reservatório seja p = 1,20 MPa, deter- 
minar a força nos 16 parafusos usados para prender a 
tampa. Especificar também o estado de tensão na parede do 
reservatório. 





Problemas 8,70/8.71 


*8.72. O pé-de-cabra é usado para retirar o prego em A. 
Supondo que se aplique uma força de 8 lb, determinar os 
componentes da tensão nos pontos D e E. Mostrar os resulta- 
dos em um elemento de volume localizado em cada um 
desses pontos. O pé-de-cabra tem seção transversal circular 
de 0,5 pol de diâmetro. Não ocorre deslizamento em B. 






12 pol 


si 4 
12 poł «| 








Problema 8.72 


8.73. O suporte de aço é usado para conectar as extre- 
midades dos dois cabos, Supondo que se aplique a força P = 
500 lb, determinar a tensão normal máxima nele desenvolvida. 
O suporte tem espessura de 0,5 pol e largura de 0,75 pol. 





Problema 8.73 


8.74. O suporte de parede tem espessura de 0,25 pole é 
usado para apoiar as reações verticais da viga carregada como 
mostrado. Supondo que a carga transfira-se uniformemente 
a cada alça do suporte, determinar o estado de tensão nos 
pontos C e D da alça A. Supor, também, que a reação vertical 
F nessa extremidade atua no centro e na borda do suporte 
como mostrado. 








Problema 8.74 


8.75. O grampo compõe-se dos elementos AB e AC aco- 
plados por pino em 4. Supondo que a força de compressão 
em Ce B seja de 180 N, determinar o estado de tensão no 
ponto F e indicar os resultados em um elemento de volume 
infinitesimal. O parafuso D E está sujeito apenas a uma força 
de tração ao longo de seu eixo. 
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7,5 mm 


7,5 mm 
F 7,5 mm 


Problema 8.75 





*8.76. O grampo compõe-se dos elementos AB e AC aco- 
plados por pino em A. Supondo que a força de compressão 
em Ce B seja de 180 N, determinar o estado de tensão no 
ponto G e indicar os resultados em um elemento de volume 
infinitesimal. O parafuso DE está sujeito apenas a uma força 
de tração ao longo de seu eixo. 





7,5 mm 


7,5 mm 


7,5 mm 
G 7,5 mm 


Problema 8.76 





8.77. A viga de abas largas está submetida ao carregamento 
mostrado. Determinar o estado de tensão nos pontos A e B 
e mostrar os resultados em um elemento de volume infini- 
tesimal localizado em cada um desses pontos, 
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Problema 8.77 





TRANSFORMAÇÃO DE 
TENSÃO 





OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Neste capítulo mostraremos como transformar os 
componentes de tensão, associados a um sistema de 
coordenadas particular, em componentes associados 
a um sistema de coordenadas que tenha orientação 
diferente. Uma vez estabelecidas as equações de trans- 
formação necessárias, poderemos obter as tensões nor- 
mal máxima e de cisalhamento máxima em um ponto e 
determinar a orientação dos elementos sobre os quais 
atuam. A transformação em um estado plano de tensões 
será discutida na primeira parte do capítulo, uma vez 
que essa condição é a mais comum na prática da en- 
genharia. No final discutiremos um método para de- 
terminar a tensão de cisalhamento máxima absoluta em 
um ponto quando o material está sujeito a estados de 
tensão tanto planos como tridimensionais. 


9,1 TRANSFORMAÇÃO NO ESTADO 
PLANO DE TENSÕES 
Na Seção 1.3 foi mostrado que o estado geral de 


tensão em um ponto é caracterizado por seis com- 





As pás desta turbina estão sujeitas a um padrão de tensões com- > a i 
plexo, ilustrado pelas faixas sombreadas que aparecem nas pás ponentes independentes de tensões normal e de cisa- 


quando são feitas de material transparente e vistas através de luz lhamento, que atuam nas faces de um elemento do 
polarizada. Para um projeto adequado, os engenheiros devem ser material localizado em tal ponto (Figura 9.14). Esse 
capazes de determinar onde e em que direção ocorrem as tensões estado de tensão, entretanto, não é encontrado com 


máximas. (Cortesia do Measurements Group, Inc., Raleigh, Caro- 


lina do Norte, 27611, EUA.) freqüência na prática da engenharia. Em vez disso, os 


engenheiros geralmente fazem aproximações ou sim- 
plificações das cargas sobre o corpo, a fim de que a tensão produzida em um 
elemento estrutural ou mecânico possa ser analisada em um plano simples. 
Nesse caso, diz-se que o material está sujeito a um estado plano de tensões 
(Figura 9.1b). Por exemplo: se não houver carga na superfície do corpo, os 
componentes das tensões normal e de cisalhamento serão nulos na face de um 
elemento localizado nessa superfície. Consequentemente, os componentes de 
tensão correspondentes na face oposta também serão nulos e, desse modo, o 
material no ponto estará sujeito ao estado plano de tensões. 

O estado geral plano de tensões em um ponto é representado, portanto, 
pela combinação de dois componentes de tensão normal, Oy, oy, e um com- 
ponente de tensão de cisalhamento, Tx, que atuam sobre as quatro faces do 
elemento. Por conveniência, neste livro estudaremos esse estado de tensão no 
plano x—y (Figura 9.1c). Observe que, se o estado de tensão em determinado 
ponto for definido pelos três componentes de tensão mostrados no elemento 
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da Figura 9.24, então um elemento com orientação diferente, tal como o da 
Figura 9.2b, estará sujeito a três componentes de tensão diferentes. Em outras 
palavras, o estado plano de tensões no ponto é representado unicamente pelos 
três componentes que atuam em um elemento que tenha orientação específica 
naquele ponto. 





Estado plano de tensões 
Estado geral de tensão Estado plano de tensões (vista bidimensional) 


(a) (b) (c) 


Figura 9.1 


Mostraremos nesta seção, por meio de exemplos numéricos, como trans- 
formar os componentes de tensão que tenham determinada orientação em 
certo elemento para um elemento com orientação diferente. Ou seja, supondo 
que o estado de tensão seja definido pelos componentes o, Oy, Txy, Orientados 
ao longo dos eixos x, y (Figura 9.24), mostraremos como obter os componentes 
Tx, Oy’, Ty’, orientados ao longo dos eixos x’, y’ (Figura 9.2h), de modo que 
representem o mesmo estado de tensão no ponto. Isso será como conhecer 
dois componentes de força, digamos F, e F,, direcionados ao longo dos eixos 
x, y, que produzem a força resultante Fg, e depois tentar determinar os 
componentes de força Fy e F,., direcionados ao longo dos eixos x”, y', de modo 
que produzam a mesma resultante. A transformação dos componentes de 
tensão, entretanto, é mais difícil que a dos componentes de força, visto que, 
no primeiro caso, a transformação deve considerar a intensidade e a direção 
de cada componente de tensão e a orientação da área sobre a qual cada um 
atua. No caso da força, a transformação deve considerar apenas a intensidade 
e a direção do componente. 





(a) (b) 


Figura 9,2 
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PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Se o estado de tensão para dada orientação de um elemento do material for conhecido (Figura 9.34), o estado de 
tensão para outra orientação (Figura 9.3b) será determinado pelo seguinte procedimento. 


e Para determinar os componentes Cy, Twy: que atuam sobre a face x" do elemento (Figura 9.3b), secionar o ele- 
mento da Figura 9.34 como mostra a Figura 9.3c. Se admitirmos que a área secionada como AA, as áreas adja- 
centes do segmento serão AA sen 0 e AA cos 6. 


Desenhar o diagrama de corpo livre do segmento, o que requer mostrar as forças que atuam sobre o elemento. 
Isso é feito multiplicando-se os componentes de tensão de cada face pela área sobre a qual atuam. 


Aplicar as equações de equilíbrio de força nas direções x’ e y’ para obter os dois componentes de tensão desco- 
nhecidos oy € Ty'y'. 


Se o, que atua sobre a face +y’ do elemento na Figura 9.3b, tiver de ser determinado, será necessário consi- 
derar um segmento do elemento como mostra a Figura 9.3d e, depois, seguir o mesmo procedimento descrito. 
Nesse caso, entretanto, não será preciso determinar a tensão de cisalhamento 7, se esta tiver sido calculada 
anteriormente, visto que é complementar, isto é, tem a mesma intensidade em cada face do elemento (Figura 
9.3b). 





(e) (d) 


Figura 9,3 


O estado plano de tensões em certo ponto da superfície da fuselagem de 
um avião é representado em um elemento, cuja orientação é a ilustrada na 
Figura 9.44. Representar o estado de tensão no ponto de um elemento 
orientado a 30º no sentido horário em relação à posição mostrada. 
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80 MPa 


(a) 





SOLUÇÃO 


O elemento foi secionado pela reta a-a (Figura 9.44), a parte inferior do 
segmento foi removida e, supondo que o plano secionado (inclinado) tenha 
área AA, os planos horizontal e vertical têm as áreas mostradas na Figura 9.45. 
O diagrama de corpo livre do segmento é mostrado na Figura 9.4c. Aplicando 
as equações de equilíbrio de força nas direções x' e y' para evitar a solução de 
equações simultâneas para as incógnitas o, e Twy, temos: 


+AXFw =0; oy AA- (50 AA cos 30º) cos 30º 
+(25 AA cos 30º) sen 30º + (80 AA sen 30º) sen 30º 
+(25 AA sen 30º) cos 30º = 
@x= —4,15 MPa Resposta 
4N2F,=0, Tey AA — (50 AA cos 30º) sen 30º 


—(25 AA cos 30º) cos 30º — (80 AA sen 30º) cos 30º 


+(25 AA sen 30º) sen 30º = Q 8044 sen 30º < 


Tey = 68,8 MPa Resposta 

Como é negativa, o; atua na direção oposta à mostrada na Figura 9.4c. 
Os resultados aparecem na parte superior do elemento na Figura 9.4d, uma vez 
que essa superfície é a considerada na Figura 9.4c. 

Devemos repetir o procedimento para obter a tensão no plano perpen- 
dicular b-b. Secionando o elemento da Figura 9.4a ao longo de b-b, extraímos 
o segmento cujos lados têm as áreas mostradas na Figura 9.4e. Orientando 
o eixo +x” para fora, perpendicularmente à face secionada, obtermos o 
diagrama de corpo livre mostrado na Figura 9.4f. Assim, 


4,15 MPa 
a~ 68,8 MPa 
b 
a 
AA sen 30º 
25.8 MPa AA cos 30º Da 
AA 
b 
(d) (e) 


Figura 9,4 


80AA cos 30º 





AA cos 30º 
(b) 


© A 


25 AA sen 30° 
30/75. 30 





30 


p 25 AA cos 30° 
30° 
30° 


50 AA cos 30° 


(o) 


50 AA sen 30º 


305 'S y” 
25AA sen 30L / 
25 AA cos 30° / 
307 






30° / 
` 


£) 
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EF = 0; gy AA- (25 AA cos 30º) sen 30º 
+(80 AA cos 30º) cos 30º — (25 AA sen 30º) cos 30º 
—(50 AA sen 30º) sen 30º = 0 
ce = —25,8 MPa Resposta 


+25F, =0, —twy AA+ (25 AA cos 30º) cos 30º 
+(80 AA cos 30º) sen 30º — (25 AA sen 30º) sen 30º 
+(50 AA sen 30º) cos 30º = 0 
Twy = 68,8 MPa Resposta 


Como o, é uma quantidade negativa, atua no sentido oposto à sua direção 
mostrada na Figura 9.4f. Os componentes de tensão são mostrados atuando 
sobre o lado direito do elemento na Figura 9.4d. 

Pela análise, concluímos que o estado de tensão no ponto é representado 
escolhendo-se um elemento orientado como mostra a Figura 9.44, ou um 
orientado como mostra a Figura 9.4d. Em outras palavras, os estados de tensão 
são equivalentes. 





(a) 


9.2 EQUAÇÕES GERAIS DE TRANSFORMAÇÃO DE 
TENSÃO PARA O ESTADO PLANO 


O método para transformar os componentes das tensões normal e de 
cisalhamento do sistema de eixos de coordenadas x, y para x”, y’, discutido na 
seção anterior, será agora desenvolvido de maneira geral e expresso como um 
conjunto de equações de transformação de tensão. 


Convenção de Sinal, Antes que as equações de transformação sejam 
deduzidas, devemos estabelecer uma convenção de sinal para os componentes 
de tensão. Adotaremos, nesse caso, a mesma convenção usada na Seção 1.3. 
Resumidamente, uma vez estabelecidos os eixos x, y ou x”, y', o componente 
das tensões normal ou de cisalhamento será positivo caso atue na direção posi- 
tiva da coordenada da face positiva do elemento, ou caso atue na direção 
negativa da coordenada da face negativa do elemento (Figura 9.54). Por exem- 


+ Ay 


+ S, 





= 
> 


(b) 


Convenção de sinal positivo 


Figura 9.5 
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plo, o, é positivo uma vez que atua para a direita sobre a face vertical direita 
e atua para a esquerda (direção —x) sobre a face vertical esquerda. A tensão 
de cisalhamento mostrada na Figura 9.54 está atuando na direção positiva em 
todas as quatro faces do elemento. Na face da direita, Try atua para cima 
(direção +y); na face inferior, 7,, atua para a esquerda (direção — x), e assim 
por diante. 

Todos os componentes de tensão mostrados na Figura 9.54 mantêm o equi- 
líbrio do elemento e, por essa razão, conhecendo-se a direção de 7,, em uma 
face do elemento, definimos sua direção nas outras três faces, Portanto, po- 
demos lembrar a convenção de sinal apresentada antes simplesmente obser- 
vando que a tensão normal positiva atua para fora de todas as faces e a 
tensão de cisalhamento positiva atua para cima na face direita do elemento. 

Dado o estado plano de tensões mostrado na Figura 9.54, a orientação do 
plano inclinado no qual devem ser determinados os componentes das tensões 
normal e de cisalhamento será definida pelo ângulo 9. Para mostrar esse ângulo 
adequadamente, é necessário primeiro estabelecer um eixo positivo x’ orientado 
para fora, perpendicular ou normal em relação ao plano, c um eixo associado 
y’ ao longo do plano (Figura 9.5b). Observe que os conjuntos de eixos sem linha 
e com linha constituem sistemas de coordenadas dextrogiro; isto é, o eixo 
positivo z (ou z”) é estabelecido pela regra da mão direita. Fechando-se os dedos 
no sentido de x (ou x") para y (ou y'), obtém-se a direção positiva do eixo z (ou 
z'), que aponta para fora. O ângulo 6 é medido do eixo x positivo até o eixo x’ 
positivo. A direção será positiva desde que siga a curvatura dos dedos da mão 
direita, isto é, o sentido anti-horário, como mostra a Figura 9.5b. 


0, 
Tey 
F X 
E 
Oy v’ 
N 
LO 
AA cos6 p AA * 
Sid X 
AA senô 
(a) (b) 


Figura 9.6 


Componentes das Tensões Normal e de Cisalhamento. Usando a con- 
venção de sinal estabelecida, secionamos o elemento da Figura 9.6a ao longo 
do plano inclinado e isolamos o segmento mostrado na Figura 9.6b. Supondo 
que a área secionada seja AA, as faces horizontal e vertical do segmento terão 
área AA sen 8 e AA cos 6, respectivamente. 

O diagrama de corpo livre do segmento resultante é mostrado na Figura 
9.6c. Aplicando as equações de equilíbrio de força para determinar os com- 
ponentes desconhecidos das tensões normal e de cisalhamento, Ox è Teys N 
obtemos: 


+41 ZPE = 0, gy AA — (T, AA sen 0) cos 0 — (o, AA sen 6) sen 0 
— (Try AA cos 6) sen 6 — (0, AA cos 8) cos 8= 0 


Tw = o cos? O + 0, sen? 9 + re(2 sen 6 cos 6) 
4N 25, = 0, Tey AA + (Tiy AA sen 0) sen 6— (0, AA sen 6) cos 8 


— (7x AA cos 8) cos 8 + (o, AA cos 8) sen 6 = 0 
Ty = (0y — 0x) sen 6 cos O + mu(cos? 6 — sen? 0) (0) 





9,4 AsenQ 
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(d) 
Figura 9.6 


Essas duas equações podem ser simplificadas, em cada caso, pelo uso das 
identidades trigonométricas sen 20 = 2 sen 9 cos 0, sen? 6 = (1 — cos 20)/2 e 
cos? 8 = (1 + cos 20) /2, obtendo-se: 


Oy To, Ox — O 
Ow = rr É + Eor, cos 20 + Tyy sen 20 (9.1) 
Ty = e sen 20 + Tyy cos 20 (9.2) 


Se for necessário saber a tensão normal que atua na direção y’, ela pode 
ser obtida simplesmente substituindo-se (0 = 6 + 90º) por 0 na Equação 9.1 
(Figura 9.6d), o que resulta em: 


Ox t Oy Ox — 
2 


Se o, for calculada como quantidade positiva, isso indica que ela atua na 
direção positiva de y' como mostra a Figura 9.6d. 








2 cos 20 Txy Sen 20 (9.3) 


Oy = 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Para aplicar as equações de transformação de tensão 9.1 e 9.2, é necessário simplesmente substituir os valores 


conhecidos de 0x, Oy, Try € 6 de acordo com a convenção de sinal estabelecida (Figura 9.5). Se ow € Twy forem 
calculadas como quantidades positivas, então essas tensões atuam na direção positiva dos eixos x' e y”. 
Por conveniência, podemos facilmente programar essas equações em uma calculadora de bolso. 





EXEMPLO 9.2 





O estado plano de tensões é representado pelo elemento mostrado na 
Figura 9.74. Determinar o estado de tensão no ponto em outro elemento, 
orientado a 30º no sentido horário em relação à posição mostrada. 


SOLUÇÃO 


Este problema foi resolvido no Exemplo 9.1 por meio dos princípios 
básicos. Aqui vamos aplicar as equações 9.1 e 9.2. Pela convenção de sinal 
estabelecida (Figura 9.5), vê-se que: 


(a) o; = —80 MPa o, = 50 MPa Txy = —25 MPa 


50 MPa 


80 MPa 


25 MPa 
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Plano CD. Para obter os componentes de tensão no plano CD (Figura 9.7h), 
deve-se observar que o eixo x” positivo é orientado para fora, perpendicu- 
larmente a CD, e o eixo associado y' é orientado ao longo de CD. O ângulo 








medido do eixo x para x' é 0 = —30º(horário). Aplicando as equações 9.1 e 
9.2, temos: 
Ox + Oy do 
Oy = F cos 20 + 7x, sen 20 
2 2 » 
-80 + 50 -80 — 50 
= 3 + 3 cos 2(—-30º) + (—25) sen 2(—30º) 
= —25,8 MPa Resposta 
Try = ER sen 20 + Tyy COS 20 
—80 — 50 
=" 2. sen 2(—30°) + (-25) cos 2(—30°) 


—68,8 MPa Resposta 


Os sinais negativos indicam que o, e Tyy atuam nas direções negativas 
de x' e y', respectivamente. Os resultados estão mostrados no elemento da 
Figura 9.7d. 


Plano BC. De maneira similar, os componentes de tensão que atuam sobre 
a face BC (Figura 9.7c) são obtidos usando-se 8 = 60º. Aplicando as equações 
9.1 e 9.2,! obtemos: 








80 + 50 80 — 50 
Ty = 2 + 3 cos 2(60º) + (—25) sen 2(60º) 
= —4,15 MPa Resposta 
—80 — 50 
Twy == 9 sen 260º) + (25) cos 2(60º) 
= 68,8 MPa Resposta 


Aqui, Txy foi calculado duas vezes a fim de propiciar uma verificação. O 
sinal negativo de gy indica que essa tensão atua na direção x’ negativa (Figura 
9.7c). Os resultados são mostrados no elemento da Figura 9.7d. 








25,8 MPa 


(d) 
Figura 9.7 





9.3 TENSÕES Principais E TENSÃO DE CISALHAMENTO 
MáÁxIMA NO PLANO 


Pelas equações 9.1 e 9.2, pode-se ver que o € Twy dependem do ângulo 
de inclinação 0 dos planos em que essas tensões atuam. Na prática da en- 
genharia, em geral, é importante determinar a orientação dos planos que fazem 
a tensão normal chegar ao máximo e ao mínimo, bem como a orientação dos 
planos que fazem a tensão de cisalhamento chegar ao máximo. Cada um desses 
problemas será considerado nesta seção. 


Tensões Principais no Plano. Para determinar a tensão normal máxima e a 
mínima, devemos diferenciar a Equação 9.1 em relação a 6 e igualar a zero o 


resultado. Isso leva a: 


* Alternativamente, poderíamos aplicar a Equação 9.3 com 8 = —30º em vez da Equação 9.1. 
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Figura 9.8 





As trincas nesta viga de concreto 
foram provocadas por tensões de 
tração, apesar de ela estar submetida 
tanto a momento interno como a cisa- 
lhamento. As equações de transfor- 
mação de tensão são usadas para pre- 
ver a direção das trincas, bem como as 
tensões normais principais que as 
provocaram. 


dow Ty 





y — o, 
Th? = -=> (2 sen 20) + 21, cos 20 = 0 


Resolvendo essa equação, obtemos a orientação 0 = 6, dos planos de 
tensões normais máxima e mínima. 





Te 


(ox iz Ty)/2 


tg 20, = (9.4) 





A solução tem duas raízes: 0p, e 0p, Explicitamente, os valores de 20,, e 
26,, estão 180º defasados. De modo que 0, e 0p, estarão 90º defasados. 

Os valores de 8, e 8,, devem ser substituídos na Equação 9.1 para obter- 
mos as tensões normais requeridas. O seno e o cosseno de 20, € 20,, são obtidos 
a partir dos triângulos sombreados mostrados na Figura 9.8. A construção 
desses triângulos baseia-se na Equação 9.4, supondo que Tyy € (o, — 0) são 
ambas quantidades positivas ou ambas quantidades negativas. Temos: 


Ox — O, 2 2 
para 9,,, sen 20,, = Tyy HERE Tay 





Tensões principais no plano 
(a) (b) 
Figura 9,9 


para Op» sen 20p, = — Try / (ese) + Ty? 
Es — Oy mm DE 
cos 20,, = E E=) + Ta? 


Se qualquer um desses dois conjuntos de relações trigonométricas for 
substituído na Equação 9.1 e simplificado, obteremos: 





o, + o; Ox O 2 
01,2 = z J — (=>>) T TAS (9.5) 
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Dependendo do sinal escolhido, esse resultado revelerá a tensão normal 
máxima ou a mínima no plano a qual atua sobre um ponto em que o, > 0». 
Esse conjunto de valores particulares é denominado tensões principais no 
plano, e os planos correspondentes nos quais cle atua são chamados de planos 
principais de tensão (Figura 9.9b). Além disso, se substituirmos as relações 
trigonométricas de 9p; e 9p> na Equação 9.2, poderemos ver que Twy = 0; ou 
seja, nenhuma tensão de cisalhamento atua sobre os planos principais. 


Tensão de Cisalhamento Máxima no Plano. Para determinar a orientação 
de um elemento sobre cujas faces atua a tensão de cisalhamento máxima, 
deriva-se a Equação 9.2 em relação a 0 e iguala-se a zero o resultado. Temos 
então: 





1820, culo ao) (9.6) 
To 








Figura 8,10 


As duas raízes dessa equação, be, e 8e, podem ser determinadas pelos 
triângulos sombreados mostrados na Figura 9.10. Comparando com a Figura 
9.8, cada raiz de 20, está defasada em relação a 90º de 28,. Assim, as raízes 6. 
e 6, estão separadas por 45º e, como resultado, os planos para a tensão de 
cisalhamento máxima são determinados orientando-se um elemento a 45º da 
posição do elemento que define os planos da tensão principal. 

Usando qualquer uma das raízes 0., ou 6.,, determinaremos a tensão de 
cisalhamento máxima calculando os valores trigonométricos de sen 26, e cos 
28. da Figura 9.10 e substituindo-os na Equação 9.2. O resultado é: 





cas 2 
Tmáx = E 2 + a (9.7) 


no plano 





O valor de ™® ano calculado pela Equação 9.7 é denominado tensão de 
cisalhamento máxima no plano, porque atua sobre o elemento no plano x-y. 
Substituindo os valores de sen 26, e cos 28. na Equação 9.1, vemos que 
também há uma tensão normal nos planos da tensão de cisalhamento máxima. 
Obtemos: 





Oo 
2 


Oméd = 


(9.8) 


Como no caso das equações de transformação de tensão, é conveniente 
programar as equações anteriores de modo que possam ser usadas em uma 
calculadora de bolso. 


Pontos IMPORTANTES 


e Às tensões principais representam a tensão normal máxima e a mínima no ponto. 

* Quando o estado de tensão é representado pelas tensões principais, nenhuma tensão de cisalhamento atua sobre 
o elemento. 

e O estado de tensão no ponto também é representado em termos de tensão de cisalhamento máxima no plano. 
Nesse caso, também atuará sobre o elemento uma tensão normal média. 

e O elemento que representa a tensão de cisalhamento máxima no plano com as tensões normais médias associa- 
das é orientado a 45º do elemento que representa as tensões principais. 
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EXEMPLO 9.3 








(b) 
Figura 9.11 








Quando a carga de torção é aplicada à barra da Figura 9.11a, produz um 
estado de tensão de cisalhamento puro no material. Determinar: a) a tensão de 
cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média; e b) a tensão principal. 


SOLUÇÃO 


Pela convenção de sinal estabelecida, 
o; = 0 o, = 0 Txy O —T 


Tensão de Cisalhamento Máxima no Plano. Temos, aplicando as equações 
97 e 9.8: 


it ET ES 2 a/R Zi 
rito EU =| dai YO) en = der Resposta 


no plano 2 


o =—— = 0 Resposta 


da Rd 
Desse modo, como esperado, a tensão de cisalhamento máxima no plano 
é representada pelo elemento da Figura 9.114. 

Determinou-se, por meio de experimentos, que materiais dúcteis falham 
devido à tensão de cisalhamento. Como resultado, se for aplicado um torque a 
uma barra feita de aço doce, a tensão de cisalhamento máxima no plano 
provocará sua falha como mostra a foto ao lado. 


Tensão Principal. Aplicando as equações 9.4 e 9.5, temos: 





Txy Ei Rê 
1829, = = =48º,0, = 135º 
Stoa (0-072 "0 Tn 
o, to TE NY 
012= : ? + 5) $ Ta? =0 + V(O +r =+r. Resposta 





Se aplicarmos a Equação 9.1 com 6,, = 45º, então: 
to, GO 
To = 
e 2 2 
Desse modo, o, = —7 atua a p, = 45º, como mostra a Figura 9.11h 
e o = 7 atua na outra face, 0p, = 135º. 
Materiais frágeis falham devido à tensão normal. Essa é a razão pela qual 


um material frágil, como o ferro fundido, submetido à torção falha sob tração, 
com inclinação de 45º como se vê na foto ao lado. 








cos 20 + T, sen 20 =0 + 0+(-r)sen 90º = —7 





EXEMPLO 9.4 





Figura 9.12 





Quando a carga axial P é aplicada à barra da Figura 9.12a, produz um 
esforço de tração no material. Determinar: a) a tensão principal; e b) a tensão 
de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média associada. 


SOLUÇÃO 
Pela convenção de sinal estabelecida: 
O, =0 0,=0 Try — 0 


Tensão Principal. Por observação, o elemento orientado como mostra a 
Figura 9.12a ilustra uma condição de tensão principal, uma vez que a tensão 
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de cisalhamento não atua sobre ele. Pode-se, também, mostrar essa condição 
pela substituição direta dos valores apresentados anteriormente nas equações 
9.4 e 9.5. Desse modo: 


n=00 0=0 Resposta 


Como os experimentos mostraram que a tensão normal provoca falha em 
materiais frágeis, então, se a barra for feita de material frágil, como ferro 
fundido, falhará como mostra a foto ao lado. 


Tensão de Cisalhamento Máxima no Plano. Aplicando as equações 9.6, 
9.7 e 9.8, temos: 


(0 -0)2 __— (e - 0/2 | 
Ty 0 i 


Se E 7 
= mms + 2 = -$ 2 — +L 
no plano / 2 ) Tay 2 (0) 3 Resposta 








tg 26, 0, = 45°, 0y, = 135° 








Tmáx 





Oméd = z = 2 = 7 Resposta 


Para determinar a orientação apropriada do elemento, aplica-se a Equa- 
ção 9.2. 
OT O, -0Q 
Tyy TT 3 > sen 28 + my cos 20 = — 2 sen 90 + 0= —— 








Essa tensão de cisalhamento negativa atua sobre a face x’, na direção 
negativa de y’, como mostra a Figura 9.12b. 

Se a barra for feita de material dúctil, tal como aço doce, então a tensão de 
cisalhamento provocará sua falha quando ela estiver submetida a tração. Essa 
condição é observada na foto ao lado, em que, na região de estrangulamento, a 
tensão de cisalhamento provocou “deslizamento” ao longo da vizinhança cris- 
talina do aço, resultando em um plano de ruptura que formou um cone em torno 
da barra orientado a, aproximadamente, 45º, como calculado anteriormente. 





y 
s o 
o e Pd 
may E 


g g 


(b) 
Figura 9.12 


T máx no” 
plano 








O estado plano de tensões em determinado ponto de um corpo é mostrado 
no elemento da Figura 9.13a. Representar esse estado de tensão em termos das 
tensões principais. 


SOLUÇÃO 
Temos, pela convenção de sinal estabelecida: 


o = —20 MPa g, = 90 MPa Tey = 60 MPa 


Orientação do Elemento. Aplicando a Equação 9.4, temos: 


fog, es O qi 
8“ (o;— 0,)/2 (-20- 90)/2 


Resolvendo e denominando a raiz conforme 0, 


Jo,» COMO mostramos a seguir, 
temos: 


20, = —47,49º Op, = —23,7º 
Como a diferença entre 20,, e 29,, é 180º, temos: 


26, = 180° + 208p, = 132,51° 6,=663º 


90 MPa 


60 MPa 


20 MPa 


(a) 
Figura 9.13 
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Lembre-se de que 6 é positivo no sentido anti-horário do eixo x para a 
normal externa (eixo x') da face do elemento e, desse modo, os resultados são 
os mostrados na Figura 9.13b. 


Tensões Principais. Temos: 


o. + o Ox — o, \ 


-20+9 [00% 
-2 (52 ) + (60)? 


35,0 + 81,4 
o = 116 MPa Resposta 
o, = —46,4 MPa Resposta 








(b) 


O plano principal sobre o qual atua cada tensão normal é determinado 


aplicando-se a Equação 9.1, com, digamos 0 = 0,, = —23,7º. Temos: 
a = 116 MPa 
ox + T TO 
0,,=66,3° Ox = 3 + 2 cos 20 + Tyy Sen 20 


-20 +90 —20 — 90 
= + cos 2(—23,7°) + 60 sen 2(—23,7°) 


Z 2 
la aT = —46,4 MPa 

















6) = 46,4 MPa 
Portanto, o, = —46,4 MPa atua sobre o plano definido por 0,, = —23,7º, 
O enquanto o, = 116 MPa atua sobre o plano definido por 8,, = 66,3º. Os 
resultados estão mostrados no elemento da Figura 9.13c. Lembre-se de que 
Figura 9.13 nenhuma tensão de cisalhamento atua sobre esse elemento. 
EXEMPLO 9.6 
O estado plano de tensões em determinado ponto de um corpo é repre- 
90 MPa sentado no elemento da Figura 9.144. Representar esse estado de tensão em 
termos da tensão de cisalhamento máxima no plano e da tensão normal média 
60 MPa a ela associada. 
SOLUÇÃO 
20 MPa r a: 
Orientação do Elemento. Como o, = —20 MPa, o, = 90 MPa, e Ty, = 60 
MPa, aplicando a Equação 9.6, temos: 
—(0,— 0,)/2. —(—20 — 90)/2 
a )/ 
Txy 60 
(a) 20e, = 42,5º be, = 21,3º 


26. = 180º +20, 6a, = 111,3° 


Observe que esses ângulos mostrados na Figura 9.14b estão afastados 45º 
dos planos principais de tensão, como determina o Exemplo 9.5. 


Tensão de Cisalhamento Máxima no Plano. Aplicando a Equação 9.7: 


CARA 3 —20 — 9042 5 
Er E 2 + Ty E 2 + (em) 


= 81,4 MPa Resposta 








Determina-se a direção apropriada de Tx amo no elemento considerando 
Figura 9.14 6 = 0, = 21,3º e aplicando a Equação 9.2. Temos: 
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Ox — Oy 35 MPa 
Txy = [25] sen 20 + Txy COS 20 81,4 MPa 
—20 — 90 35 MPa 
= E sen 2(21,3) + 60 cos 2(21,3º) 
= 81,4 MPa 
Ássim, Tmáx = Ty atua na direção positiva de y' sobre essa face (6 = 21,3º) 
l 
(Figura 9.145). As tensões de cisalhamento nas outras três faces têm a orientação (c) 


mostrada na Figura 9.14c. 


Tensão Normal Média. 


Figura 9.14 


Além da tensão de cisalhamento máxima, calculada 


anteriormente, o elemento também está submetido a uma tensão normal média 


determinada pela Equação 9.8; ou seja, 


to —20 +90 
mea = ~= = a 


= 35 MPa 


Resposta 


Essa é uma tensão de tração. Os resultados são mostrados na Figura 9.14c. 





PROBLEMAS 





9.1. Provar que a soma das tensões normais o, + Oy = Oy 
+ gy é constante, 


9.2. O estado de tensão em certo ponto de um componente 
é mostrado no elemento. Determinar os componentes de 
tensão que atuam sobre o plano inclinado AB. Resolver o 


problema pelo método do equilíbrio descrito na Seção 9.1. 


5 ksi 





3 ksi 


Problemas 9.2/9.3 


9.3. Resolver o Problema 9.2 usando as equações de 
transformação de tensão desenvolvidas na Seção 9.2. 


*9.4. O estado de tensão em certo ponto de um componente 
é mostrado no elemento. Determinar os componentes de 
tensão que atuam sobre o plano inclinado AB. Resolver o 
problema pelo método do equilíbrio descrito na Seção 9.1. 


9.5. Resolver o Problema 9.4 usando as equações de 
transformação de tensão desenvolvidas na Seção 9.2. Mostrar 
o resultado em um desenho esquemático. 


2 ksi 


A 
“q 3 ksi 
[x~ 4 ksi 


B 


Probiemas 9.4/9.5 


9.6. O estado de tensão em certo ponto de um componente 
é mostrado no elemento. Determinar os componentes de 
tensão que atuam sobre o plano inclinado AB. Resolver o 


problema pelo método do equilíbrio descrito na Seção 9.1. 


9.7. Resolver o Problema 9.6 usando as equações de 
transformação de tensão desenvolvidas na Seção 9.2. 





Problemas 9.6/9.7 
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*9,8. Determinar o estado de tensão equivalente em um 
elemento se ele estiver orientado a 60º no sentido horário em 
relação ao elemento mostrado. 


9.9. Determinar o estado de tensão equivalente em um 
elemento se ele estiver orientado a 30º no sentido anti- 
horário em relação ao elemento mostrado. 


——— 120 psi 


300 psi 


€——— 


Problemas 9.8/9,9 


2 


9.10. O estado de tensão em um ponto é mostrado no 
elemento. Determinar (a) as tensões principais e (b) a tensão 
de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média 
no ponto. Especificar a orientação do elemento em cada caso. 


4 ksi 





Problema 9,10 


9.11. Determinar o estado de tensão equivalente em um 
elemento se ele estiver orientado a 50º no sentido anti- 
horário em relação ao elemento mostrado. Usar as equações 
de transformação de tensão. 


a 


10 ksi 


— l6ksi 


Problema 9.14 


*9,12. O estado de tensão em um ponto é mostrado no 
elemento. Determinar (a) as tensões principais e (b) a tensão 
de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média 
no ponto. Especificar a orientação do elemento em cada caso. 


200 MPa 


350 MPa 


Problema 9.12 


9.13. O estado de tensão em um ponto é mostrado no 
elemento. Determinar (a) as tensões principais e (b) a tensão 
de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média 
no ponto. Especificar a orientação do elemento em cada caso. 


50 ksi 


30 ksi 


Problema 9.13 


9.14. O estado de tensão em um ponto da superfície su- 
perior da asa do avião é mostrado no elemento. Determinar 
(a) as tensões principais e (b) a tensão de cisalhamento má- 
xima no plano e a tensão normal média no ponto. Especificar 
a orientação do elemento em cada caso. 


or ei 


Problema 9.14 





9.15. A barra de aço tem espessura de 0,5 pol e está sub- 
metida a carga na região mostrada. Determinar as tensões 
principais desenvolvidas na barra. 





l- 
A aa 20 Ib/pol 


2 pol 
pt, 






20 Ib/pol 2Q'lb/pal 


Problema 9.15 


*0,16. A barra de aço tem espessura de 10 mm e está 
submetida a carga na região mostrada. Determinar a tensão 
de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média 
desenvolvida no aço. 





Problema 9.16 


m9.17. Considerar o caso genérico de estado plano de 
tensões mostrado, Escrever um programa de computador que 
possa ser usado para determinar as tensões normal e de cisa- 
lhamento, oy e 7xy no plano de um elemento orientado com 
o ângulo 6 em relação à horizontal. Além disso, calcular as 
tensões principais, a tensão de cisalhamento máxima no 
plano, a tensão normal média e a orientação do elemento. 


xr 
Oy Z 





Problema 9.17 


9.18. Certo ponto em uma chapa fina está submetido aos 
dois estados de tensão sucessivos mostrados. Determinar o 
estado de tensão resultante, representado no elemento que 
tem a orientação mostrada à direita. 


e R 
+ 4 





Problema 9.18 


9.19. A tensão que atua sobre dois planos de certo ponto 
está indicada. Determinar a tensão de cisalhamento no plano 
a-a e as tensões principais no ponto. 





Problema 9,19 


*9,20. A tensão que atua sobre dois planos de certo ponto 
está indicada, Determinar a tensão normal o, e as tensões 
principais no ponto. 





Problema 9,20 
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Os problemas seguintes envolvem assuntos discutidos no 
Capítulo 8. 


9.21. A viga de madeira está sujeita a uma carga de 12 kN. 
Supondo que as fibras da madeira no ponto A formem um 
ângulo de 25º com a horizontal, como mostrado, determinar 
as tensões normal e de cisalhamento que atuam perpendicular 
e paralelamente a tais fibras em virtude do carregamento. 


9.22. A viga de madeira está sujeita a uma carga de 12 kN. 
Determinar as tensões principais no ponto A e especificar a 
orientação do elemento. 


IZ2kN 








75 mm 


Problemas 9.21/9.22 


9.23. O fixador força a superfície lisa em E quando se aperta 
o parafuso. Supondo que a força de tração no parafuso seja 
de 40 kN, determinar as tensões principais nos pontos 4 e B 
e mostrar os resultados em elementos localizados em cada 
um desses pontos. A área da seção transversal em A e B é 
mostrada na figura ao lado. 


*9,24. Resolver o Problema 9.23 para os pontos C e D. 





200 mm 30 nr D 
mjd 
D | cl. 
t 40 mm 10 mm 
100 mm 50 mm 
t 
E 30 mei EM 
100 mm B 
A E es 
z F 25 mm 
100 mm 


-50 mm | 





3 

Problemas 9.23/9.24 

9.25. A placa de aço de seção quadrada tem espessura de 
10 mm e está sujeita a carga na região mostrada. Determinar 


a tensão de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal 
média desenvolvidas no aço. 


50N/m 








200 mm 50 N/m 





an 4] 


Problema 9.25 
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9.26. A viga T está submetida à carga distribuída que é 
aplicada ao longo da sua linha de centro. Determinar as 
tensões principais nos pontos A e B e mostrar os resultados 
em elementos localizados nesses pontos. 











12 kN/m 
50 mm 
EN 
F 20 mm 
50 mm 
L 
2 m—j-1 m- 2m -| Ti- 
20 mm 


Problema 9.26 


9,27. A barra encurvada tem diâmetro de 15 mm e está 
submetida à força de 600 N. Determinar as tensões principais 
e a tensão de cisalhamento máxima no plano desenvolvidas 
nos pontos 4 e B. Mostrar os resultados em elementos, 
adequadamente orientados, localizados nesses pontos. 








75 mm 


| 75 mm dá Dá 
Problema 9.27 


*0,28. A viga tem seção transversal retangular e está sujeita 
às cargas mostradas. Determinar as tensões principais e de 
cisalhamento máxima no plano que se desenvolvem nos pon- 
tos A e B. Mostrar os resultados em elementos, adequada- 
mente orientados, localizados nesses pontos. 


150 mm 


SE 


vi [| [poo mm 







150 mm 
ak: 





Problema 9,28 


9.29. A viga tem seção transversal retangular e está sujeita 
às cargas mostradas. Determinar as tensões principais e de ci- 
salhamento máxima no plano que se desenvolvem nos pontos 
A e B. Os pontos estão à esquerda da carga de 2.000 lb. 
Mostrar os resultados em elementos, adequadamente orien- 


tados, localizados nesses pontos. 


2.000 lb 





Problema 9.29 


9.30. A viga de abas largas está submetida às cargas mos- 
tradas. Determinar a tensão principal nos pontos A e B. Esses 


pontos estão localizados nas partes superior e inferior da 
alma, respectivamente. Apesar de não ser muito precisa, usar 
a fórmula do cisalhamento para calcular a tensão de 
cisalhamento. 


8 kN/m 











25 kN 


200 mm 
Problema 9,30 
9.31. O eixo tem diâmetro d e está submetido às cargas 
mostradas. Determinar as tensões principais e de cisalha- 


mento máxima no plano que se desenvolvem em qualquer 
lugar da superfície do eixo. 


“a 





Problema 9.31 


*9,32. O eixo tem diâmetro d e está submetido às cargas 
mostradas. Determinar as tensões principais e de cisalha- 
mento máxima no plano que se desenvolvem no ponto 4. Os 
mancais suportam apenas cargas verticais. 





P 
F F 
—> a— 
A - 
Ba p — 
2 2 
Problema 9.32 


9.33. Uma haste tem seção transversal circular com diá- 
metro de 2 pol. Ela está submetida a um torque de 12 kip. 
pol e a um momento fletor M. A maior tensão principal no 
ponto de tensão de flexão máxima é 15 kip. Determinar a 
intensidade do momento fletor. 





Problema 9,33 


9.34. A roda dianteira de um avião está submetida a uma 
carga de projeto de 12 kN, Determinar as tensões principais 
que atuam no ponto A do suporte de alumínio da roda. 





=175 mm 


12 kN 
Problema 9,34 


9.35. As cargas internas na seção da viga estão mostradas. 
Determinar as tensões principais no ponto A. Calcular 
também a tensão de cisalhamento máxima no plano nesse 
ponto. 


*9.36. Resolver o Problema 9.35 para o ponto B. 


9.37. Resolver o Problema 9.35 para o ponto C, localizado 
no centro da parte inferior da alma. 





Problemas 9.35/9.36/9.37 


9.38. As cargas internas na seção da viga consistem de uma 
carga axial de 6 kip, uma força cortante de 12 kip e um 
momento fletor de 5 kip - pés. Determinar as tensões 
principais no ponto A. Calcular também a tensão de cisalha- 
mento máxima no plano nesse ponto. 


9.39. Resolver o Problema 9.38 para o ponto B. 
*9,40. Resolver o Problema 9.38 para o ponto C. 





12 kip 
Problemas 9.38/9.39/9.40 
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9,41. A viga tem seção transversal retangular e está sub- 
metida às cargas mostradas. Determinar as tensões principais 
desenvolvidas nos pontos 4 e B, localizados à esquerda da 
carga de 20 kN. Mostrar os resultados em elementos 
localizados nesses pontos. 


10 kN “100 mm 
ef] = 100 mm 
AA 


50 mm 50 mm 








Problema 9.41 


9.42. O eixo maciço está sujeito a torque, a momento fletor 
e a força cortante como mostrado. Determinar as tensões 
principais que atuam no ponto A. 


9.43. Resolver o Problema 9.42 para o ponto B. 





800 N 


Problemas 9,42/9,43 


*9.44. As cargas internas na seção transversal do eixo de 
acionamento de uma turbina (cujo diâmetro é de 6 pol) 
consistem de uma força axial de 2.500 Ib, um momento fletor 
de 800 lb - pés e um momento de torção de 1.500 Ib - pés. 
Determinar as tensões principais no ponto A. Calcular tam- 
bém a tensão de cisalhamento máxima no plano nesse ponto. 


9.45. As cargas internas na seção transversal do eixo de 
acionamento de uma turbina (cujo diâmetro é de 6 pol) 
consistem de uma força axial de 2.500 lb, um momento fletor 
de 800 Ib - pés e um momento de torção de 1.500 lb - pés, 
Determinar as tensões principais no ponto B. Calcular 
também a tensão de cisalhamento máxima no plano nesse 
ponto. 


800 Ib-pés 





1.500 Ib-pés 


Problemas 9.44/9.45 


360 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


9.46. A viga-caixão está sujeita ao carregamento mos- 
trado. Determinar as tensões principais nos pontos 4 e B. 


1.200 Ib 


800 Ib 









> E PS id i É; 
(2 
—3 pés—=-2,5 pés----2,5 pés nc pés 


6 pol 


ak 
6 pol | IE pol 
A 


8 pol 


Problema 9.46 


9.47. A viga tem seção transversal retangular e está sub- 
metida às cargas mostradas. Escrever um programa de 
computador que possa ser usado para determinar as tensões 
principais nos pontos A, B, Ce D. Mostrar uma aplicação do 
programa usando os valores h = 12 pol, b = 8 pol, Ny = 400 
lb, V, = 300 lb, V; = 0, M, = 0 e M, = —150 lb : pés. 





‘N ] 
42 + 


IM, 
Problema 9.47 


*9,48. O elemento tem seção transversal retangular e está 
submetido ao carregamento mostrado. Escrever um pro- 
grama de computador que possa ser usado para determinar 
as tensões principais nos pontos A, B e C. Mostrar uma 
aplicação do programa usando os valores b = 150 mm, h = 
200 mm, P = 1,5 kN, x = 75 mm, z = —50 mm, V, = 300 N 
e V; = 600 N. 





Problema 9.48 


RS S 


9.4 CírcuLo DE Momnr — EstTADO PLANO DE TENSÕES 


Mostraremos nesta seção que as equações de transformação para o estado 
plano de tensões têm uma solução gráfica que, em geral, é fácil de usar e 
lembrar. Além disso, essa abordagem permite-nos ‘visualizar’ como os com- 
ponentes das tensões normal e de cisalhamento, o; e 7x, variam conforme o 
plano em que atuam esteja orientado em direções diferentes (Figura 9.154). 

As equações 9.1 e 9.2 podem ser reescritas sob a forma: 








Ba (55º 
Ox — = 


Try = 1, sen 20 + Ty, cos 20 


+) cos 20 + Ty Sen 26 (9.9) 


2 


(9.10) 


O parâmetro 6 pode ser eliminado elevando-se ao quadrado cada uma das 
equações e adicionando-as. O resultado é: 


|o- (esa) A day = (ES + a 


Para um problema específico, Oy, 0, € Tyy Serão constantes conhecidas. 
Desse modo, a equação anterior será escrita de forma mais compacta: 


(a) 
Figura 9.15 


(ow — Oméd)? + Ty = R? 


(9.11) 
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onde: 


Oméd = 2 


fe : E j + P} (9.12) 


Se estabelecermos eixos coordenados em que ø seja positivo para a direita 
e tpositivo para baixo e representarmos a Equação 9.11, veremos que ela forma 
um círculo de raio R e centro C(omea, 0) no eixo o (Figura 9.15h). Esse círculo 
é chamado círculo de Mohr porque foi desenvolvido pelo engenheiro alemão 
Otto Mohr. 





R 








Oméd = 











6b) 
Figura 9,15 


Para desenhar o círculo de Mohr é necessário definir primeiro os eixos o 
e 7 (Figura 9.16c). Como os componentes de tensão Fr, Cy, Try São conhecidos, 
o centro do círculo, C(omea, 0), pode ser marcado. Para obter o raio, precisamos 
conhecer pelo menos um ponto do círculo. Consideremos o caso em que o eixo 
x" coincide com o eixo x, como ilustra a Figura 9.164. Então 8 = 0° e oy = Oy, 
Te'y = Te» Vamos nos referir a essa condição como o “ponto de referência’ A e 
marcar suas coordenadas A(o,, Txy) (Figura 9.16c). Aplicando o teorema de 
Pitágoras ao triângulo sombreado, podemos determinar o raio R, que coincidirá (a) 
com o obtido pela Equação 9.12. Conhecidos os pontos C e A, traçamos o 
círculo como mostra a figura. 

Consideremos agora o eixo x’ girado 90º no sentido anti-horário (Figura 
9.16b). Então ov = Ty, Twy = — Ty Esses valores são as coordenadas do ponto 
G(0,, — Tx) do círculo (Figura 9.16c). Então, a linha radial CG está a 180º no 
sentido anti-horário da “linha de referência” CA. Em outras palavras, uma 
rotação 6 do eixo x' no elemento corresponde a uma rotação 26 no círculo na 
mesma direção > y 

Uma vez definido, o círculo de Mohr é usado para determinar as tensões 
principais, a tensão de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média 
a ela associada ou, ainda, a tensão em qualquer plano arbitrário. O método é 
explicado no procedimento de análise que segue. 








(b) 


2 Se, em vez disso, o eixo 7 fosse construído com a direção positiva para cima, então o ângulo 26 
no círculo seria medido no sentido oposto à orientação 6 do plano. 


Figura 9,16 
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7 (e) 
Figura 9.16 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Os seguintes passos são necessários para se desenhar e usar o círculo de Mohr. 


Construção do Círculo. 


Estabelecer um sistema de coordenadas tal que a abscissa represente a tensão normal o, com sentido positivo 
para a direita, e a ordenada represente a tensão de cisalhamento 7, com sentido positivo para baixo (Figura 
9.17a).t 


Usando a convenção de sinal positiva para 0,0, Txy, como mostra a Figura 9.17b, marcamos o centro do cfr- 
culo, localizado no eixo o a uma distância Omea = (Ox + 0)/2 da origem (Figura 9.174). 


Marcar o “ponto de referência” A de coordenadas A(o,, Ty). Esse ponto representa os componentes das ten- 
sões normal e de cisalhamento na face vertical direita do elemento e, como o eixo x' coincide com o eixo x, 
isso significa que 6 = 0º (Figura 9.17b). 


Unir o ponto A ao centro C e determinar CA por trigonometria. Essa distância representa o raio R do círculo 
(Figura 9.17a). 


Uma vez determinado R, traçar o círculo. 


Tensões Principais, 


As tensões principais o, € oz [04 = g2] são representadas pelos pontos B e D em que o círculo intercepta o eixo 
g, ou seja, onde 7 = O (Figura 9.174). 


Essas tensões atuam sobre os planos definidos pelos ângulos 6, e 0p, (Figura 9.17c). Eles são representados 
no círculo pelos ângulos 28, (mostrado) e 20p, (não mostrado) e medidos da linha de referência radial CA 
para as linhas CB e CD, respectivamente. 


Apenas um desses ângulos precisa ser calculado pelo círculo, usando-se trigonometria, uma vez que 9, € Op, 
estão 90º afastados. Lembrar que a direção da rotação no círculo 28, (nesse caso no sentido anti-horário) re- 
presenta a mesma direção de rotação 0, a partir do eixo de referência (+x) para o plano principal (+x”) 
(Figura 9.17c).1 


Tensão de Cisalhamento Máxima no Plano. 


Os componentes da tensão normal média e da tensão de cisalhamento máxima no plano são determinados a 
partir do círculo como as coordenadas tanto do ponto E como do ponto F (Figura 9.17). 

Nesse caso, os ângulos 8, e 8e, dão a orientação dos planos que contêm os componentes (Figura 9.174). O ân- 
gulo 28., é mostrado na Figura 9.17a e determinado por trigonometria. 


Nesse caso a rotação ocorre no sentido horário e, desse modo, 8,, deve estar no sentido horário no elemento 
(Figura 9.17d).+ 
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(Continuação) 


Tensões no Plano Arbitrário. 


e Os componentes das tensões normal e de cisalhamento o, e 7, que atuam sobre um plano especificado 
definido pelo ângulo 8 (Figura 9.17e) são obtidos no círculo usando-se trigonometria para determinar as coor- 
denadas do ponto P (Figura 9.174). 


Para localizar P, o ângulo conhecido para o plano 6 (nesse caso no sentido anti-horário) (Figura 9.17) deve ser 
medido no círculo na mesma direção de 26 (sentido anti-horário), da linha de referência CA para a linha radial 
CP (Figura 9.17a).t 


1 Se, ao contrário, o eixo 7 fosse construído com a direção positiva para cima, então o ângulo 20 no círculo seria medido no sentido 
oposto à orientação 0 do plano. 

















(a) (b) 






(Tety' máx 
no plano 





(e) (d) (e) 
Figura 9.17 


A carga axial P produz, no material, o estado de tensão mostrado na Figura 
9.18a. Desenhar o círculo de Mohr para esse caso. 


SOLUÇÃO 
Construção do Círculo. Pela Figura 9.184: 


O, = 0 o =0 Ty O 
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Os eixos o e 7 estão estabelecidos na Figura 9.18b. O centro C do círculo 
está no eixo o em: 


= TE O. PRÁ o 
méd 
2 2 2 











Pela face direita do elemento (Figura 9.184), o ponto de referência de 0 = 
0° tem coordenadas A(o, 0). Portanto, o raio CA do círculo é R = 0/2 (Figura 
9.18b). 


Tensões. Observe que as tensões principais estão nos pontos 4 e D. 
o=o qo =0 
O elemento da Figura 9.184 representa esse estado de tensões principais. 
A tensão de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média a 


ela associada são identificadas no círculo como os pontos E ou F (Figura 9.18). 
Em E, temos: 








[0] 

Tmá = 

(b) Ho piso 2 

f _T 

Fa Oméd = 2 

* = A . EAR) Ea 
45° Por observação, o ângulo no sentido horário é 20,, = 90º. Portanto 8, = 45º, 
A É m= 5 de modo que o eixo x" está orientado a 45º no sentido horário a partir do eixo x 
máx no = — a ega 

plno 2 (Figura 9.18c). Como E tem coordenadas positivas, Oméd € Tmax atuam nas 


direções positivas de x' e y', respectivamente. na, plang, 


(c) 
Figura 9.18 





EXEMPLO 9.8 





A carga de torção T produz, no eixo, o estado de tensão mostrado na Figura 
9.194. Desenhar o círculo de Mohr para esse caso. 


. A , SOLUÇÃO 


é Fá Construção do Círculo. Pela Figura 9.194: 
ds o; =0 0,=0 Tiy ET 
[| | Os eixos o e 7 estão estabelecidos na Figura 9.19b. O centro C do círculo 
A está no eixo o em: 
(a) nto 0+0 








Uméd 2 2 
Figura 9,19 a E ` 
Pela face direita do elemento (Figura 9.19a), o ponto de referência de 6 = 
0º tem coordenadas A(O, —7) (Figura 9.19b). Portanto, o raio CA do círculo é 
R=r. 
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Tensões. Aqui o ponto A representa um ponto de tensão normal média e 
tensão de cisalhamento máxima no plano (Figura 9.19b). Então: 


Tmáx = = 
no plano 





Oméd = 0 


As tensões principais são identificadas como os pontos B e D no círculo. 
Assim: 





O ângulo no sentido horário indo de CA para CB é 20,,= 90º, de modo 
que 9,,= 45º. Esse ângulo no sentido horário define a direção de o; (ou do eixo SE 
x"). Os resultados são mostrados na Figura 9.19c. 


(e) 
Figura 9.19 





EXEMPLO 9.9 





Devido à carga aplicada, o elemento no ponto A do cilindro maciço da 
Figura 9.204 está sujeito ao estado de tensão mostrado. Determinar as tensões 
principais que atuam nesse ponto. 


SOLUÇÃO 
Construção do Círculo. Pela Figura 9.204: 
o. = -12 ksi o, =0 Tey = —6 ksi 
O centro do círculo está em: 


Oméd 7 EO = —6 ksi 





O ponto inicial A(—12, —6) e o centro C(—6, 0) estão representados na 
Figura 9.20b. O círculo é construído com raio de: 


R = V (12 — 67 + (6) = 8,49 ksi 


Tensões Principais. As tensões principais estão indicadas pelas coordenadas 
dos pontos B e D. Temos, para 0, > 05, 





o = 8,49 — 6 = 2,49 ksi Resposta 
o = —6 — 8.49 = -14,5 ksi Resposta 


A orientação do elemento pode ser determinada calculando-se o ângulo 
no sentido anti-horário 20,, na Figura 9.20b, que define a direção bp, de 0, e 
seu plano principal associado. Temos: 


T(ksi) 
RE a 45,0º (b) 





Op, = 22,5º Figura 9.20 
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O elemento está orientado de tal modo que o eixo x' ou o» é direcionado 
a 22,5º no sentido anti-horário a partir da horizontal (eixo x) como mostra a 
Figura 9.20c. 





(c) 


Figura 9.20 





EXEMPLO 9.10 





90 MPa O estado plano de tensões em um ponto é mostrado no elemento da Figura 
9.21a. Determinar as tensões de cisalhamento máximas no plano e a orientação 
60 MPa do elemento sobre o qual elas atuam. 


SOLUÇÃO 
Construção do Círculo. Pelos dados do problema: 
o; = —20 MPa gy = 90 MPa Txy — 60 MPa 


20 MPa 


Os eixos o, 7 estão definidos na Figura 9.21b. O centro C do círculo está 
(a) localizado sobre o eixo o no ponto: 


—20 + 90 
Ome = — > =35 MPa 


O ponto C e o ponto de referência A(—20, 60) estão representados. 
Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo sombreado para determinar o 
raio CA do círculo, temos: 


R = V(60) + (55) = 81,4 MPa 





Tensão de Cisalhamento Máxima no Plano. A tensão de cisalhamento 
máxima no plano e a tensão normal média são identificadas pelos pontos E ou 
F do círculo. Em particular, as coordenadas do ponto E(35, 81,4) resultam em: 


Tmáx = 81,4 MPa Resposta 
no plano 
Oméd = 35 MPa Resposta 


O ângulo no sentido anti-horário 8,, é identificado no círculo como 26, . 
Temos: 





20 + 35 
20a = tg” (255) 42,5º 


(e) 
Figura 9.21 ba, = 21,3º Resposta 
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Esse ângulo no sentido anti-horário define a direção do eixo x' (Figura 
9.21c). Como o ponto E tem coordenadas positivas, a tensão normal média e 
a tensão de cisalhamento máxima no plano atuam nas direções positivas de x” 
e y' como mostrado. 





O estado plano de tensões em determinado ponto é mostrado no elemento 
da Figura 9.224. Representar esse estado de tensão em um elemento orientado 
a 30º no sentido anti-horário em relação à posição mostrada. 


SOLUÇÃO 


Construção do Círculo. Pelos dados do problema: 


12 ksi 


8 ksi 


O, = —8 ksi g, = 12 ksi Tey = —6 ksi 





Os eixos o e 7 estão definidos na Figura 9.22b. O centro C do círculo está 
localizado sobre o eixo o em: 


—8 + 12 . 
Ome =" 90 =2 ksi 


O ponto inicial para 6 = 0º tem coordenadas A(—8, —6). Assim, pelo 
triângulo sombreado o raio CA é: 


ue ay a 


R = NV (102 + (62 = 11,66 (> 2908 | 


Tensões em um Elemento a 30º. Como o elemento será girado 30º no sen- 
tido anti-horário, devemos construir uma linha radial CP, 2(30º) = 60º no 
sentido anti-horário, medida a partir de CA (8 = 0º) (Figura 9.22b). Devemos 
agora determinar as coordenadas do ponto P (ax, Twy). Pela geometria do 
círculo: 








T(ksi) 


$= tg! Da 30,96° y = 60° — 30,96º = 29,04° 


10 
cv = 2 — 11,66 cos 29,04º = —8,20 ksi Resposta 
Tyy = 11,66 sen 29,04º = 5,66 ksi Resposta 


Esses dois componentes de tensão atuam sobre a face BD do elemento 
mostrado na Figura 9.22c, visto que x’ para essa face está orientado a 30º no 
sentido anti-horário em relação ao eixo x. 

Os componentes de tensão que atuam sobre a face adjacente DE do 
elemento, a qual está a 60º no sentido horário do eixo x positivo (Figura 9.22c), 
são representados pelas coordenadas do ponto Q do círculo. Esse ponto 
localiza-se na linha radial CQ, que está a 180º de CP. As coordenadas do pon- 
to Q são: 





12,2 ksi 
Ow = 2 + 11,66 cos 29,04º = 12,2 ksi Resposta Ne 


, 


Tyy = —(11,66 sen 29,04) = —5,66 ksi (verificar) o 


Observe que, neste caso, 7,» atua na direção —y”. Figura 9.22 
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EXEMPLO 9.12 


900 N 
2,50 Nm 900 N 
P f 2,50 Nm 
y 2,50 Nm 
900 N 
(a) (b) 
716,2 kPa 
767,7 kPa 
198,9 kPa 


(c) 
(e) 


O (kPa) 





T (kPa) (d) 


Figura 9.23 





9.5 Tensão EM Eixos QUE SE DEVE À CARGA AXIAL E 
à TorçÃão 


Ocasionalmente, os eixos circulares são submetidos a efeitos combinados 
de carga axial e torção. Desde que o material permaneça linear-elástico e esteja 
sujeito apenas a pequenas deformações, podemos usar o princípio de super- 
posição para obter a tensão resultante no eixo devida a ambas as cargas. As 
tensões principais são determinadas tanto pelas equações de transformação 
de tensão como pelo círculo de Mohr. 





Uma força axial de 900 N e um torque de 2,50 N - m estão aplicados ao 
eixo mostrado na Figura 9.234. Supondo que o eixo tenha diâmetro de 40 mm, 
determinar as tensões principais no ponto P de sua superfície. 


SOLUÇÃO 


Cargas Internas. As cargas internas consistem no torque de 2,550 N -m e na 
carga axial de 900 N (Figura 9.23b). 


Componentes de Tensão. As tensões produzidas no ponto P são, por- 
tanto: 


Te 250N-m (0,02 m) 





r= ~ = 198,9 kPa 
z002 m)‘ 
P 90N 
=4 =- =71624P 
= A m(0,02m) 2 


O estado de tensão definido por esses dois componentes é mostrado em 
um elemento extraído do ponto P (Figura 9.23c). 


Tensões Principais. As tensões principais são determinadas usando-se o 
círculo de Mohr (Figura 9.23d). Nesse caso, o centro C do círculo está no ponto: 


Oméd = 0+ bs = 358,1 kPa 


Representando graficamente C(358,1, 0) e o ponto de referência A(O, 
198,9), mostre que o raio do círculo é R = 409,7. As tensões principais são 
representadas pelos pontos B e D. Portanto: 


o = 358,1 + 409,7 = 767,8 kPa Resposta 
o = 358,1 — 409,7 = 51,6 kPa Resposta 








O ângulo no sentido horário 20,, é determinado pelo círculo: 20,, = 29,1º. 
O elemento está orientado de modo que o eixo x' ou o> está orienta- 
do a 9, = 14,5º no sentido horário em relação ao eixo x, como mostra a Fi- 
gura 9.23. 
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9.6 VARIAÇÕES DE TENSÃO AO LONGO DE UMA VIGA ° 
PriSMÁTICA 


Como as vigas resistem tanto a cisalhamento interno como a cargas de 
momento, a análise da tensão nelas desenvolvidas exige a aplicação das 
fórmulas de cisalhamento e de flexão. Vamos discutir aqui os resultados gerais a 
obtidos quando essas equações são aplicadas a vários pontos de uma viga em (a) 
balanço; tal viga possui seção transversal retangular e suporta uma carga P na 
extremidade (Figura 9.244). 

Em geral, em uma seção arbitrária a-a ao longo do eixo da viga (Figura 
9.24b), o cisalhamento interno V e o momento M desenvolvem-se a partir de 
uma distribuição parabólica da tensão de cisalhamento e de uma distribuição 
linear da tensão normal (Figura 9.24c). Como resultado, as tensões que atuam 
sobre clementos localizados nos pontos 1 a 5 ao longo da seção serão como as 
mostradas na Figura 9.24d. Observe que os elementos 1 e 5 estão sujeitos apenas 
à tensão normal máxima, enquanto o elemento 3, localizado no eixo neutro, está 
sujeito apenas à tensão de cisalhamento máxima. Os elementos intermediários 
2 e 4 resistem tanto a tensão normal como a tensão de cisalhamento. 

Em cada caso, o estado de tensão pode ser transformado em tensões Distribuição da tensão Distribuição da 
principais pelas equações de transformação de tensão ou pelo círculo de Mohr. de cisalhamento i tensão de:flexão 
Os resultados são mostrados na Figura 9.24e. Nesse caso, cada elemento 
sucessivo de 1 a 5 tem orientação anti-horária. Especificamente, em relação ao | C i 
elemento 1, que se imagina estar na posição 0°, o elemento 3 está orientado a 
45° e o 5 a 90°. Além disso, a tensão de tração máxima que atua nas faces verticais 
do elemento 1 torna-se menor nas faces correspondentes de cada elemento 


sucessivo, até tornar-se nula nas faces horizontais do elemento 5. De maneira ? Hot 3 A 

















semelhante, a tensão de compressão máxima nas faces verticais do elemento 5 
reduz-se a zero nas faces horizontais do elemento 1. 

Se essa análise for estendida a muitas seções verticais ao longo da viga, 3 Hi 3 
além da seção a-a, o perfil dos resultados será representado por curvas deno- = 
minadas trajetórias de tensão. Cada uma dessas curvas indica a direção de uma 
tensão principal de intensidade constante. Algumas das trajetórias para a viga poirie 7 
em balanço são mostradas na Figura 9.25. Aqui as linhas cheias representam = 
a direção das tensões principais de tração e as tracejadas, a direção das tensões 


principais de compressão. Como era de esperar, as linhas interceptam o eixo 

















neutro com ângulos de 45° e as linhas cheias e tracejadas se interceptam 5 | a, 
sempre a 90º. Por quê? O conhecimento da direção dessas linhas ajuda os Componentes de tensão x-y Tensões principais 
engenheiros a decidir onde reforçar a viga, de modo que esta não trinque nem (d) (e) 
se torne instável, y 

Figura 9.24 





Figura 9.25 


A viga mostrada na Figura 9.26a está submetida à carga distribuída w = 
120 kN/m. Determinar as tensões principais no ponto P, localizado na parte 
superior da alma. Desprezar o tamanho das curvas de concordância e as 
concentrações de tensão nesse ponto. 1 = 67,4(10º) m4. 


370 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


15 mm 


Esso 
200 mo | ES io 
e] 


15mm 175 mm 


| | |M = 30,6 kN-m 


; | 
Zal V=84kN 
0,3m 


120 kN 
(b) 


«4— 35,2 MPa 


Ho e e 





o(MPa) 





T(MPa) 
(d) 


19,2 MPa 


64,6 MPa v 
58,6º 


(e) 
Figura 9.26 


w = 120 kN/m 











SOLUÇÃO 


Cargas Internas. A reação do apoio da viga em B está determinada e, para 
o equilíbrio da viga secionada mostrada na Figura 9.26b, temos que: 
V=84kN M = 30,6 kN -m 


Componentes de Tensão. No ponto P: 





-My 30,6(10) N -m (0,100 m) 
g = mS 





7” 67,4(1079) mi = —45,4 MPa Resposta 
vQ 84(10°) N [(0,1075 m)(0,175 m)(0,015 m)] R í 
H 67,4(1079) m4(0,010 m) Sposta 
= 35,2 Mpa 


Esses resultados estão mostrados na Figura 9.26c. 


Tensões Principais. As tensões principais em P são determinadas por meio 
do círculo de Mohr. Como mostra a Figura 9.26d, o centro do círculo está em 
(—45,4 + 0)/2 = -22,7 e o ponto A tem coordenadas A(—45,4, —35,2). Mostrar 
que o raio é R = 41,9 e, portanto: 

o = (41,9 — 22,7) = 19,2 MPa 

o = — (22,7 + 41,9) = —64,6 MPa 

O ângulo no sentido anti-horário é 20,, = 57,2°, de modo que: 
Op, = 28,6° 


Os resultados estão mostrados na Figura 9.26e. 








PROBLEMAS 

9.49. Resolver o Problema 9.3 usando o círculo de Mohr. 9.55. Resolver o Problema 9.13 usando o círculo de Mohr. 

9.50. Resolver o Problema 9.5 usando o círculo de Mohr. 9.56. Resolver o Problema 9.12 usando o círculo de Mohr. 

9.51. Resolver o Problema 9.6 usando o círculo de Mohr. 9.57. Resolver o Problema 9.14 usando o círculo de Mohr. 

0.52. Resolver o Problema 9.8 usando o círculo de Mohr. 9.58. Resolver o Problema 9.16 usando o círculo de Mohr. 

9.53. Resolver o Problema 9.10 usando o círculo de Mohr. 9:59. Determinar o estado de tensão equivalente em um 
elemento orientado a 60º no sentido horário em relação 

9.54. Resolver o Problema 9.11 usando o círculo de Mohr. ao elemento mostrado. 


E ki 


t——m 


Problema 9.59 


*9.60. Determinar o estado de tensão equivalente em um 
elemento orientado a 60º no sentido anti-horário em relação 
ao elemento mostrado. 


800 psi 


750 psi 





Problema 9.60 


9.61. Determinar o estado de tensão equivalente em um 
elemento orientado a 30º no sentido horário em relação 
ao elemento mostrado. 


230 MPa 


350 MPa 


480 MPa 


Problema 9.61 


9.62. Determinar o estado de tensão equivalente em um 
elemento orientado a 25º no sentido anti-horário em relação 
ao elemento mostrado. 


550 MPa 


Problema 9.62 


9.63. Determinar (a) as tensões principais e (b) a tensão de 
cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média. 
Especificar a orientação do elemento em cada caso. 
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15 ksi 





Problema 9.63 


*9.64. Determinar (a) as tensões principais e (b) a tensão 
de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média. 
Especificar a orientação do elemento em cada caso. 


— 


120 psi 


300 psi 





Problema 9.64 


9.65. Determinar (a) as tensões principais e (b) a tensão de 
cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média. 
Especificar a orientação do elemento em cada caso. 


15 ksi 


—— Sks 





Problema 9.65 


9.66. Desenhar o círculo de Mohr que descreve cada um 
dos seguintes estados de tensão. 


2 ksi 
600 psi 


== 20 MPa 


800 psi 


(a) (b) (c) 
Problema 9.66 


9.67. Um ponto em uma chapa fina está sujeito a dois 
estados de tensão sucessivos como mostrado. Determinar 
o estado de tensão resultante em relação a um elemento 
orientado como o da direita. 
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60 MPa 
85 MPa 


Problema 9.67 


85 MPa 





*9,68. Desenhar o círculo de Mohr que descreve cada um 
dos seguintes estados de tensão. 


30 ksi 30 ksi 
30 ksi 
30 ksi 
30 
) (b) 


(a 
Problema 9.68 


9.69. O círculo de Mohr para o estado de tensão da Figura 
9.15a é mostrado na Figura 9.15b. Mostrar que, determinando 
as coordenadas do ponto P(ow, Ty) no círculo, obtemos o 
mesmo valor que conseguiríamos pelas equações de trans- 
formação de tensão 9.1 e 9.2. 


Os problemas seguintes envolvem assuntos discutidos no 
Capítulo 8. 


9.70. A viga em balanço com seção transversal retangular 
está submetida a uma força de 5 kip. Determinar as tensões 
principais no ponto Å. 


9.71. Resolver o Problema 9.70 para as tensões principais 
no ponto B. 





Skip 
Problemas 9,70/9,71 


*9,72. As fibras da madeira em uma tábua formam um 
ângulo de 20º com a horizontal como mostrado. Determinar 
as tensões normal e de cisalhamento que atuam perpen- 
dicular e paralelamente às fibras, supondo que a tábua esteja 
sujeita a uma carga axial de 250 N. 





300 mm - 
250 N 





Problema 9,72 


9.73. A haste encurvada tem diâmetro de 15 mm e está 
submetida à força de 600 N. Determinar as tensões principais 
e a tensão de cisalhamento máxima no plano desenvolvidas 
nos pontos 4 e B. Mostrar os resultados em elementos 
localizados nesses pontos. 





100 mm + 100 mm | 
A 





Problema 9,73 


9.74. A viga tem seção transversal retangular e está sub- 
metida às cargas mostradas. Determinar as tensões principais 
e a tensão de cisalhamento máxima no plano desenvolvidas 
nos pontos 4 e B. Mostrar os resultados em elementos 
localizados nesses pontos. 








3 pés- 
Problema 9,74 


9.75. Um vaso de pressão esférico tem raio interno de 5 
pés e espessura da parede de 0,5 pol. Desenhar o círculo de 
Mohr para o estado de tensão em um ponto e explicar a 
importância do resultado. O vaso está sujeito a uma pressão 
interna de 80 psi. 


*9,76. A haste tem seção transversal circular com diâmetro 
de 2 pol. Está sujeita a um torque de 12 kip - pol e a um 
momento fletor M. Se a maior tensão principal no ponto de 
tensão de flexão máxima for 15 ksi, qual será a intesidade do 


momento fletor? 
12 m É 


Problema 9,76 


9.77. A viga está submetida às duas forças mostradas. De- 
terminar as tensões principais no ponto 4. 


9.78. A viga está submetida às duas forças mostradas. De- 
terminar as tensões principais no ponto B, localizado na parte 
inferior do segmento vertical da seção transversal. 





Problemas 9.77/9.78 


9.79. O pedal de bicicleta tem a seção transversal mostrada. 
Se estiver fixo à engrenagem no ponto B e não girar quando 
submetido a uma força de 75 lb, quais serão as tensões no 
ponto C da seção transversal? 





Problema 9.79 


*9.80. A estrutura suporta a carga distribuída de 200 N /m. 
Determinar as tensões normal e de cisalhamento no ponto 
D que atuam perpendicular e paralelamente às fibras, res- 
pectivamente. Nesse ponto, as fibras formam um ângulo de 
30° com a horizontal como mostrado. 


9.81. A estrutura suporta a carga distribuída de 200 N/m. 
Determinar as tensões normal e de cisalhamento no ponto E 
que atuam perpendicular e paralelamente às fibras, respec- 
tivamente. Nesse ponto, as fibras formam um ângulo de 60º 
com a horizontal como mostrado. 


200 N/m 

















Problemas 9.80/9.81 
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9.82. O tubo tem raio interno de 25 mm e raio externo de 
27 mm. Supondo que esteja submetido a uma pressão interna 
de 8 MPa e a um momento de torção de 500 N - m, determinar 
as tensões principais e a tensão de cisalhamento máxima no 
plano no ponto A, localizado na superfície externa. 


500 Nm 


Problema 9.82 


9.83. O vaso de pressão cilíndrico tem raio interno de 1,25 
m e espessura da parede de 15 mm. É feito de chapas de aço 
soldadas ao longo da costura a 45º. Determinar os com- 
ponentes da tensão normal e de cisalhamento ao longo da 
costura se o vaso estiver sujeito a uma pressão interna de 
8 MPa. 





Problema 9,83 


*9.84. O tubo de paredes finas tem diâmetro interno de 0,5 
pole espessura de 0,025 pol. Se for submetido a uma pressão 
interna de 500 psi, bem como as cargas de tração axial e 
torção como as mostradas, quais serão as tensões principais 
em um ponto da superfície? 


20 Ib-pés 20 Ib-pés 


Problema 9,84 


a a a ei pipa ai 


9.7 Tensão DE CISALHAMENTO MÁXIMA ABSOLUTA 


Quando determinado ponto em um corpo é submetido a um estado geral 
de tensões tridimensional, sobre cada face de um elemento do material atuam 
um componente de tensão normal e dois componentes de tensão de cisalha- 
mento (Figura 9.274). Como no caso do estado plano, é possível desenvolver 
equações de transformação de tensão para determinar os componentes das 
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o 
X X min 





Tensão triaxial 


(c) 


Omin 


Oimt 





(a) 


Figura 2.28 


tensões normal e de cisalhamento o e 7 que atuam em qualquer plano oblíquo 
do elemento (Figura 9.27b). Além disso, também é possível determinar, no 
ponto, a orientação de um elemento sobre cujas faces atuem apenas tensões 
principais. Como mostra a Figura 9.27c, supõe-se que essas tensões principais 
têm intensidades máxima, intermediária e mínima, ou seja, Omáx = Cint E Omín- 

A discussão sobre transformação de tensão em três dimensões foge ao 
escopo deste texto; entretanto, ela é abordada em livros relacionados à teoria 
da elasticidade. Para nossos propósitos, vamos supor que a orientação principal 
do elemento c as tensões principais sejam conhecidas (Figura 9.27c). Essa é a 
condição denominada tensão triaxial. Se virmos o elemento em três dimensões, 
isto é, nos planos yz’, x-z’ e xy’ (Figuras 9.28a, 9.28b e 9.28c), poderemos 
então usar o círculo de Mohr para determinar a tensão de cisalhamento máxima 
no plano para cada caso. Por exemplo, o diâmetro do círculo de Mohr com- 
preende as tensões principais Cint € Amin para O caso mostrado na Figura 9.28a. 
Pelo círculo (Figura 9.28d), a tensão de cisalhamento máxima no plano é 
(Tyra )máx = (Cint — Omin)/2 e a tensão normal média é (Cint + Omin) /2. Como 
mostra a Figura 9.28e, o elemento com esses componentes de tensão deve ser 
orientado a 45º em relação à posição do elemento mostrado na Figura 9.28a. 
Os círculos de Mohr para os elementos das figuras 9.28b e 9.28c também fo- 
ram traçados na Figura 9.28d. Os elementos correspondentes com orientação 
de 45º e sujeitos aos componentes das tensões de cisalhamento máxima no 
plano e normal média são mostrados nas figuras 9.28f e 9.28g, respectivamente. 





(d) 


Figura 4,27 


Comparando os três círculos da Figura 9.28d, vê-se que a tensão de cisa- 
lhamento máxima absoluta, Tas » será definida pelo círculo que tenha o maior 
raio — neste caso, é o que corresponde ao elemento mostrado na Figura 9.28b. 
Em outras palavras, o elemento da Figura 9.28f é orientado por uma rotação 
de 45º em torno do eixo y' em relação ao elemento da Figura 9.27b. Note que 
essa condição também pode ser determinada diretamente escolhendo-se as 
tensões principais máxima e mínima da Figura 9.27c, caso em que a tensão de 
cisalhamento máxima absoluta será: 





Tidal ÃO r (9.13) 





E a tensão normal média associada: 


Cap.9 TRANSFORMAÇÃO DE TENSÃO 375 





(Te: máx = Tabs 
máx 


(d) 

















(c) 
(umas (Tez)mix= Tabs y’ 
45° 45° 
y xX 
(e) g (f) (Gy mx 
Figura 9.28 Sis 
E E O máx SE O mín a” 
mi m DOS (9.14) (8) 





Essa análise considerou apenas os componentes de tensão que atuam sobre 
os elementos localizados nas posições definidas pelas rotações em torno dos 
eixos x’, y’ ou z’. Se tivéssemos usado as equações de transformação de tensão 
tridimensional da teoria da elasticidade para obter os valores dos componentes 
das tensões normal e de cisalhamento que atuam sobre qualquer plano oblíquo 
no ponto, como na Figura 9.27b, poderíamos mostrar que, independentemente 
da orientação do plano, os valores específicos da tensão de cisalhamento no 
plano 7 serão sempre menores que os da tensão de cisalhamento máxima 
absoluta encontrada pela Equação 9.13, Além disso, a tensão normal o que 
atua sobre qualquer plano terá um valor situado entre as tensões principais 
máxima e mínima, isto é, Onix © 0 E mín. 


Estado Plano de Tensões. Os resultados anteriores têm uma implicação im- 
portante para o caso do estado de plano de tensões, particularmente quando 
as tensões principais no plano têm o mesmo sinal, isto é, ambas são tração ou 
ambas são compressão. Por exemplo, consideremos o material a ser submetido 
a um estado de tensão plana, tal que as tensões principais no plano sejam 
representadas como omax € Cine nas direções x' e y', respectivamente; enquanto 
a tensão principal fora do plano na direção z’ é Smm = O (Figura 9.294). Os 
círculos de Mohr que descrevem esse estado de tensão para as orientações do 
elemento em torno de cada eixo de coordenadas são mostrados na Figura 9.29b. 
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Vê-se aqui que, apesar da tensão de cisalhamento máxima no plano ser 
(Try máx = (Omáx — Fint) /2, esse valor não representa a tensão de cisalhamento 
máxima absoluta à qual o material está sujeito. Em vez disso, pela Equação 
9.13 ou pela Figura 9.29b, temos que: 

Omáx — 0 Omáx 


Tabs — (Tre máx = 2 = 2 (9.15) 


máx 








(Te. Dmá 
Xz AMX mo . 
[L Tensão de cisalhamento 
Tensão de cisalhamento máxima no plano 


máxima absoluta 


(a) p (b) 
Figura 9.29 


Tensão plana x—y” 





Na A i 
~ Tensão de cisalhamento máxima no plano 
e tensão de cisalhamento máxima absoluta 


(a) F (b) 
Figura 9.30 


Tensão plana x’ — y’ 


Caso uma das tensões principais no plano tenha sinal oposto ao da outra, 
as tensões serão representadas por máx € Omín € à tensão principal fora do 
plano por Cint = O (Figura 9.304). Os círculos de Mohr que descrevem o estado 
de tensão para as orientações do elemento em torno de cada eixo de coorde- 
nadas são mostrados na Figura 9.30b. Claramente neste caso: 


Omáx — mín 
Tabs = (Tyry )máix = 3 (9.16) 


Calcular a tensão de cisalhamento máxima absoluta, como ressaltado aqui, 
é importante quando se projetam elementos feitos de material dúctil, visto que 
a resistência do material depende de sua capacidade de suportar a tensão de 
cisalhamento. Esse aspecto será discutido mais adiante na Seção 10.7. 
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PONTOS IMPORTANTES 


* O estado geral de tensão tridimensional em um ponto é representado por um elemento orientado, de modo que 
apenas três tensões principais atuem sobre ele. 


e A partir dessa orientação, obtemos a orientação do elemento que representa a tensão de cisalhamento máxima 
absoluta girando o elemento 45º em torno do eixo que define a direção de Gim- 


e Se ambas as tensões principais no plano tiverem o mesmo sinal, a tensão de cisalhamento máxima absoluta ocor- 
rerá fora do plano e terá valor Tabs = Omáx/2. 
máx 


e Se as tensões principais no plano tiverem sinais opostos, a tensão de cisalhamento máxima absoluta será igual à 
tensão de cisalhamento máxima no plano; ou seja, Tabs = (máx — Cmin)/2. 
máx 


Em virtude do carregamento aplicado, o elemento no ponto da estrutura 
da Figura 9.31a está sujeito ao estado plano de tensões mostrado. Determinar 
as tensões principais e a tensão de cisalhamento máxima absoluta nesse ponto. 


P, 






o (psi) 


(Omin 0) (Omáxe 0) 


T(psi) 


(b) 


20 psi 





Figura 9.31 


(a) 


SOLUÇÃO 


Tensões Principais. As tensões principais no plano são determinadas pelo 
círculo de Mohr. O centro do círculo está no eixo o em oméea = (—20 + 0)/2 = 
—10 psi. Se representarmos graficamente o ponto de controle A(—20, —40) 
desenharemos o círculo como mostra a Figura 9.31h. O raio: 


> 


R = (20 - 107 + (40) = 41,2 psi 
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As tensões principais estão nos pontos em que o círculo intercepta o eixo 
o; OU seja: 


Omáx = —10 + 41,2 = 31,2 psi 
Tmin = —10 — 41,2 = —512 psi 


Pelo círculo, o ângulo 28 no sentido anti-horário, medido de CA para o 
eixo —o, é: 


40 
==: Edif SF = itos o 
20= tg aoo = 750 


Assim: 
6 = 38,0º 


A rotação no sentido anti-horário define a direção do eixo x’ OU Omín € 
seu plano principal associado (Figura 9.31c). Como não há tensão principal na 


k direção z do elemento, temos: 
312 psi aa x 


Omáx = 31,2 psi Tint = O Omin = —51,2 psi Resposta 


Tensão de Cisalhamento Máxima Absoluta. Aplicando as equações 9.13 
e 9.14, temos: 





_ máx Omin Ee 31,2 = (—51,2) 





Tabs = 2 2 = 41,2 psi Resposta 
(c) 
Omáx + Omín 31,2 = 512 A 
Oméd 7 2 i 2 = —10 psi 


Esses mesmos resultados são obtidos desenhando-se o círculo de Mohr 
para cada orientação de um elemento em torno dos eixos x',y' e z' (Figura 
9.31d). Como omax € mín têm sinais opostos, a tensão de cisalhamento máxima 
absoluta é igual à tensão de cisalhamento máxima no plano. Isso resulta da 
rotação de 45º do elemento mostrado na Figura 9.31c em torno do eixo z’; o 
elemento orientado adequadamente é mostrado na Figura 9.31e. 


20 = 76,0º + 90º = 166° 


\ 





=4] 25 i 
Tabs = 41,2 psi E 
abs Pp: r(psi) 





Figura 9.31 
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EXEMPLO 9.15 


O ponto na superfície do vaso de pressão cilíndrico da Figura 9.324 está 
submetido a um estado plano de tensões. Determinar a tensão de cisalhamento 
máxima absoluta nesse ponto. 








SOLUÇÃO 


As tensões principais são Onáx = 32 MPa, Gin = 16 MPa e Gmin = 0. Se as 
três forem representadas ao longo do eixo o, poderemos desenhar os três 
círculos de Mohr que descrevem o estado de tensão em cada um dos três planos 
perpendiculares (Figura 9.32b). O círculo maior tem raio de 16 MPa e descreve 
o estado de tensão no plano que contém omax = 32 MPa e amim = 0, sombreado 
na Figura 9.324. A orientação de um elemento a 45º nesse plano resulta no 
estado de tensão de cisalhamento máxima absoluta e na tensão normal média 
a ele associada, ou seja: 


Tabs = 16 MPa Resposta 


máx 


Oméd — 16 MPa 


Os mesmos resultados são obtidos pela aplicação direta das equações 9.13 
e 9.14; isto é: 





— Omin 32 = 0 Š 
Tabs = dir i = = 16 MPa Resposta (MPa) (b) 
máx 2 





ai Figura 9,32 
ax Ta + 
Oméd = San 2 Sim = 2 = 16 MPa 





Por comparação, a tensão de cisalhamento máxima no plano é determinada 
no círculo de Mohr desenhado entre dmax = 32 MPa e dint = 16 MPa (Figura 
9.32b). Isso resulta em: 


32 — 16 
Tmáx SS. 8 MPa 
no plano 
32 — 16 
Omea = 16 + = 24 MPa 


2 


380 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


PROBLEMAS 





9.85. Desenhar os três círculos de Mohr que descrevem ca- 
da um dos seguintes estados de tensão. 


6 ksi 





Problema 9.87 
*9,88. A tensão em um ponto é mostrada no elemento. De- 


terminar as tensões principais e a tensão de cisalhamento 
máxima absoluta. 


y 80 psi 





Problema 9.85 





9.86. As tensões principais que atuam em determinado 
ponto de um corpo são mostradas. Desenhar os três círculos 
de Mohr que descrevem esse estado de tensão e determinar Problema 9.88 

as tensões de cisalhamento máximas no plano e as tensões 

normais médias associadas para os planos x—y, y—z e x—z. 9.89. As tensões principais que atuam em determinado pon- 


Mostrar, para cada caso, os resultados no elemento orientado to de um corpo são mostradas. Desenhar os três círculos de 
na direção apropriada. Mohr que descrevem esse estado de tensão e determinar as 


tensões de cisalhamento máximas no plano e as tensões 
normais médias associadas para os planos x—y, y—z e x—z. 

z Mostrar, para cada caso, os resultados no elemento orientado 
na direção apropriada. 





Problema 9.86 


4 ksi 


9.87. A tensão em um ponto é mostrada no elemento. De- 
terminar as tensões principais e a tensão de cisalhamento 
máxima absoluta. Problema 9,89 





Os problemas seguintes envolvem assuntos discutidos no 
Capítulo 8. 


9.90. O cilindro maciço de raio r é colocado em um re- 
cipiente vedado e submetido a uma pressão p. Determinar as 
componentes de tensão que atuam no ponto A localizado na 
linha de centro do cilindro. Desenhar os círculos de Mohr 
para o elemento nesse ponto. 





Problema 9,90 


9.91. Determinar as tensões principais e a tensão de cisa- 
lhamento máxima absoluta no ponto A da estrutura, A área 
da seção transversal nesse ponto é mostrada. 


*9,.92. Resolver o Problema 9.91 para o ponto B. 
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150 mm 

t+ 
BESHE 150 mm 
ALA 


20mm 50mm 
Problemas 9,.91/9.92 


9.93. O parafuso está fixado em seu apoio C. Se for aplicada 
uma força de 18 lb à chave, usada para apertá-lo, quais serão 
as tensões principais e a tensão de cisalhamento máxima 
absoluta desenvolvidas no ponto A? Represente os resultados 
em um elemento localizado nesse ponto. O corpo do parafuso 
tem diâmetro de 0,25 pol. 


9.94. Resolver o Problema 9.93 para o ponto B. 





18 lb 
Problemas 9.93/9,94 


E PROBLEMAS DE REVISÃO E 


9.95. As cargas internas na seção transversal do eixo de 
acionamento de uma turbina (cujo diâmetro é de 6 pol) 
consistem de uma força axial de 2.500 Ib, um momento fletor 
de 800 Ib - pés e um momento de torção de 1.500 Ib - pés. 
Determinar as tensões principais no ponto A. Calcular 
também a tensão de cisalhamento máxima no plano nesse 
ponto, 


*0.96. As cargas internas na seção transversal do eixo de 
acionamento de uma turbina (cujo diâmetro é de 6 pol) 
consistem de uma força axial de 2.500 lb, um momento fletor 
de 800 lb - pés e um momento de torção de 1.500 Ib - pés. 
Determinar as tensões principais no ponto B. Calcular 
também a tensão de cisalhamento máxima no plano nesse 
ponto. 





800 Ib-pés | 
1.500 1b-pés 


Problemas 9.95/9.96 


9.97. O estado de tensão em um ponto é mostrado no 
elemento. Determinar (a) as tensões principais e (b) a tensão 
de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média 
no ponto. Especificar a orientação do elemento em cada caso. 


9.98. Desenhar os círculos de Mohr para o estado de tensão 
mostrado e determinar a tensão de cisalhamento máxima 
absoluta. 


TD ó5ksi 


125 ksi 


Problemas 9.97/9.98 


9.99. Uma barra tem seção transversal circular com 
diâmetro de 1 pol. Ela está sujeita a um torque e a um 
momento fletor, No ponto de tensão de flexão máxima as 
tensões principais são 20 ksi e -10 ksi. Determinar o torque 
e o momento fletor. 
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*9,100. A viga-caixão está sujeita à carga mostrada. Deter- 9.103. A viga de madeira está submetida à carga mostrada. 


minar as tensões principais nos pontos A e B. Supondo que as fibras da madeira no ponto C formem um 
ângulo de 60º com a horizontal como mostrado, determinar 

800 Ib 1.200 Ib as tensões normal e de cisalhamento que atuam perpen- 

6 pol dicular e paralelamente às fibras, respectivamente, em virtude 


da carga. A viga é suportada por um parafuso (pino) em B e 
por um apoio liso em A. 





AH A 
speni DR | 
a l Pant las ER Rg 


Problema 9.190 


9,101. Determinar o estado de tensão equivalente se o 
elemento estiver orientado a 40º no sentido horário em 
relação ao elemento mostrado. Usar o círculo de Mohr. 





10 ksi 
100 mm | l A 
-HH 
1 25 mm AE | sis z Te Hi 
ó ksi 200 mm“ / (1200 mm 200 mm 200 mm 
100 mm 100 mm 
Problema 9.101 Problema 3:193 


*9,104. O estado de tensão em um ponto é mostrado no 
elemento, Determinar (a) as tensões principais e (b) a tensão 
de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média 
no ponto. Especificar a orientação do elemento em cada caso. 


9,102. A chapa de aço quadrada tem espessura de 10 mm 
e está sujeita a carga na região mostrada. Determinar a tensão 
de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média 
desenvolvida no aço. 


—  SONm 


60 MPa 


30 MPa 


45 MPa 





Problema 9.102 Problema 9.104 








() TRANSFORMAÇÃO DA 
DEFORMAÇÃO 





OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


As transformações da deformação em um ponto 
são semelhantes às transformações da tensão e, por con- 
seguinte, os métodos do Capítulo 9 também serão apli- 
cados aqui. Discutiremos, ainda, várias maneiras de me- 
dir as deformações c desenvolveremos algumas relações 
importantes com as propriedades do material, inclusive 
uma forma generalizada da lei de Hooke. No fim do 
capítulo serão discutidas algumas teorias usadas para 
prever a falha de um material. 


10.1 Estapo PLANO DE 
DEFORMAÇÕES 


Como descrito na Seção 2.2, o estado geral das de- 
formações em determinado ponto de um corpo é repre- 
sentado pela combinação de três componentes de deforma- 
ção normal (e,, €,, €) e três componentes de deformação 
por cisalhamento (Ysy, Yxz> Yyz)- Esses seis componentes 
tendem a deformar cada face de um elemento do material 
e, como a tensão, os componentes de deformação normal 
e por cisalhamento no ponto variam de acordo com a 
orientação do elemento. Os componentes de deformação 
no ponto geralmente são determinados por meio de ex- 
tensômetros (medidores de deformação), os quais medem 





Tensões complexas desenvolvidas nesta asa de avião são analisadas 
com dados obtidos por meio de extensômetros. (Cortesia do Mea- 
surements Group lnc., Raleigh, Carolina do Norte, 27611, EUA.) 


os componentes em direções especificadas. Tanto na análise como no projeto, 
algumas vezes os engenheiros têm de transformar os dados a fim de obter os com- 
ponentes de deformação em outras direções. Devemos lembrar que, quando fala- 
mos de deformação, estamos falando das deformações específicas (adimensionais). 


y 





y 





Deformação normal €, Deformação por cisalhamento Yy Deformação normal €, 


(a) © 


(b) 


Figura 10.1 
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O corpo-de-prova feito de borracha 
está confinado entre os dois apoios 
fixos e, desse modo, fica sob estado 
plano de deformações quando as car- 
gas são aplicadas no plano horizontal. 





Figura 10.3 


Para compreender como isso é feito, primeiro vamos fixar nossa atenção 
no estudo do estado plano de deformações. Desconsideraremos, especificamente, 
os efeitos dos componentes €z, Yxz € Yyz Assim, em geral, um elemento nesse 
estado encontra-se submetido a dois componentes de deformação normal 
(ex, €) € a um componente de deformação por cisalhamento (y,,). As distorções 
no elemento provocadas por cada uma dessas deformações são mostradas 
graficamente na Figura 10.1. Observe que as deformações normais são 
produzidas por mudanças no comprimento nas direções x e y, e a deformação 
por cisalhamento é produzida pela rotação relativa de dois lados adjacentes do 
elemento. 

Apesar de o estado plano de deformações e o estado plano de tensões 
terem três componentes localizados no mesmo plano, deve-se entender que o 
estado plano de tensões não causa necessariamente um estado plano de 
deformações ou vice-versa. A razão para isso é o efeito de Poisson discutido 
na Seção 3.6. Por exemplo: se o elemento da Figura 10.2 estiver submetido a 
um estado plano de tensões o, e q, serão produzidas não só as deformações 
normais e, € e, como também a deformação normal associada (e,). Obviamente, 
não se trata de um estado plano de deformações. Então, em geral, o efeito de 
Poisson impedirá a ocorrência simultânea dos estados planos de deformações 
e de tensões, a menos que v = 0. Deve ser salientado que a condição Tys = Tyz 
= 0 requer Yez = Yyz = 0, uma vez que tanto a tensão quanto a deformação 
por cisalhamento não são afetadas pela relação de Poisson. 





O estado plano de tensão (6,, 6,) não provoca estado plano 
de deformações no plano x—y porque e, + O 


Figura 10.2 


10.2 Equações GERAIS DE TRANSFORMAÇÃO PARA O 
Estabo PLANO DE DEFORMAÇÕES 


É importante, na análise do estado plano de deformações, estabelecer as 
equações de transformação que podem ser usadas para determinar os 
componentes de deformação normal e por cisalhamento x’, y' em um ponto, 
desde que os componentes de deformação x, y sejam conhecidos. Basicamente, 
esse é um problema de geometria e requer o relacionamento de deformações 
c rotações entre segmentos de linha infinitesimais que representam os lados 
dos elementos infinitesimais paralelos a cada conjunto de eixos. 


Convenção de Sinal. Antes de desenvolver as equações de transformação 
das deformações, devemos estabelecer uma convenção de sinal para tais 
deformações. Essa convenção é a mesma estabelecida na Seção 2.2 e será 
redefinida aqui para a condição de estado plano das deformações. Em relação 
ao elemento infinitesimal mostrado na Figura 10.34, as deformações normais 
& e e, serão positivas se provocarem alongamento ao longo dos eixos x e y, 


Cap. 10 TRANSFORMAÇÃO DA DEFORMAÇÃO 385 


respectivamente, e a deformação por cisalhamento Yx Será positiva se o ângulo 

interno AOB for menor que 90°. Essa convenção de sinal também segue aquela , y 
usada para o estado plano de tensões (Figura 9.54), ou Seja, Ox, Oy, Txy provocam à, 
deformação do elemento nas direções positivas de 6, E Yxy respectivamente. 


O problema aqui será determinarmos para um ponto as deformações 





normal e por cisalhamento ev, €y, Yy, medidas em relação aos eixos x”, y’, se y 
conhecermos e,, €y, Yzy, medidas em relação aos eixos x, y. Se o ângulo entre 

os eixos x e x' for 0, então, como no caso do estado plano de tensões, 0 será +0 
positivo desde que siga a curvatura dos dedos da mão direita, isto é, o sentido x 
anti-horário, como mostra a Figura 10.3b. (b) 


a i ; ” Convenção de sinal positiva 
Deformação Normal e por Cisalhamento. A fim de desenvolver a equação 


de transformação da deformação para determinar ev, devemos determinar o Figura 10.3 
alongamento de um segmento de reta dx”, localizado ao longo do eixo x' e 
submetido aos componentes de deformação e,, Ey, Yzy- Como mostra a Figura 
10.44, os componentes da reta dx’ ao longo dos eixos x e y são: 


~ 


dx = dx’ cos 0 
dy = dx sen 0 E ; 


Quando ocorre a deformação normal positiva e, (Figura 10.4b), a reta dry \ !------------- 
é alongada e, dx, o que provoca o alongamento e, dx cos 9 da reta dx'. Da 
mesma maneira, quando ocorre uma deformação e, (Figura 10.4c), a reta dy dx” 
alonga-se e, dy, o que provoca o alongamento e, dy sen 0 da reta dx'. 
Finalmente, supondo que dx permaneça fixa, a deformação por cisalhamento 
Ya que consiste na mudança de ângulo entre dx e dy, provoca o deslocamento Antes da deformação 
Yxy dy para a direita do topo da linha dy, como mostra a Figura 10.4d. Essa 
condição provoca o alongamento yy, dy cos 8 de dx'. Se os três alongamentos 
forem somados, o alongamento resultante de dx' será, então: 


& 


dx 


(a) 


ôx’ = e, dx cos 0 + e, dy sen 0 + Yyy dy cos O 
Com base na Equação 2.2, concluímos que a deformação normal ao longo y 
da reta dx' é ey = ox /dx'. Ai 
Usando a Equação 10.1, temos então: 


t 
E 
2 o [7 
Ex = € cos 0 + e, sen” O + y sen 8 cos 0 (10.2) de a 
edrecos O. ça 8 
A equação de transformação da deformação para determinar Yvy É dx edr? edrsend. 


desenvolvida considerando-se a intensidade da rotação que cada segmento de 
reta dx e dy’ sofre quando submetido aos componentes da deformação e,, €y, 
Yxy Consideremos primeiro a rotação de dx', definida pelo ângulo no sentido (b) 
anti-horário œ mostrado na Figura 10.4e. Ela é determinada a partir do 

deslocamento ôy’, usando-se a = ôy’ /dx’. Para obter ôy’, consideremos os três ; 
componentes de deslocamento seguintes que atuam na direção y': um a partir 3 | 

de ey, dando —e, dx sen 6 (Figura 10.4b); outro a partir de ey dando e, dy 


Deformação normal €, 


y 





cos 0 (Figura 10.4c); e o último a partir de Yy dando — y dy sen O (Figura Nes nn id f 
10.4d). Desse modo, ôy’, provocado pelos três componentes de deformação, é: a a 
ôy’ = —e dx sen 0 + €, dy cos 9 — Yyy dy sen 8 oa a 
Usando a Equação 10.1, com « = 6y/dx', temos: \ 0 n 
a=(-e + €) sen O cos 8 — Yyy sen? 0 (10.3) 


. 4 ? Deformação normal 6, 
Como mostra a Figura 10.4e, a reta dy' gira B. Podemos determinar esse E 
, 


ângulo por uma análise semelhante, ou simplesmente substituindo 6 + 90º por © 
0 na Equação 10.3. Usando as identidades sen (8 + 90º) = cos 9, cos (0 + 90°) = 
—sen 9, temos: Figura 10.4 


B = (=€, + €) sen (9 + 90º) cos (8 + 90º) — Yyy sen? (8 + 90º) 
= —(— € + e) cos 0 sen 0 — Yry cos? 0 
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Deformação por cisalhamento Yy 


a (e) 


Figura 10.4 


Como a e B representam a rotação dos lados dx' e dy' de um elemento 
infinitesimal cujos lados estavam orientados inicialmente ao longo dos eixos x’ 
e y' e B tem direção oposta a a (Figura 10.4e), o elemento está, então, sujeito 
N a uma deformação por cisalhamento de: 





Yy=a-B=-He— €) sen 0 cos 0 + Yecos? 9 — sen? 0) (10.4) 


Usando as identidades trigonométricas sen 20 = 2 sen cos0, cos” 6 = (1 
+ cos 29)/2 e sen? 6 + cos? 6 = 1, podemos reescrever as equações 10.2 e 10.4 
sob a forma final: 











LEIE JE Oy Yay 
E = 2 F 2 cos 28 + 2 sen q (10.5) 


Deformação normal positiva €y 





(a) 





"= Es sen 28 + E cos 20 (10.6) 








Essas equações de transformação da deformação produzem a deformação 

normal e, na direção de x' e a deformação por cisalhamento +: de um 

a elemento orientado com ângulo 9, como mostra a Figura 10.5. De acordo com 

y | a convenção de sinal estabelecida, se e; for positiva, o elemento alonga-se na 

direção positiva de x' (Figura 10.54), e se Yyy for positiva, o elemento deforma- 

se como mostra a Figura 10.5b. Observe que essas deformações ocorrem como 

se uma tensão normal positiva o, e uma tensão de cisalhamento positiva Ty'y’ 
atuassem sobre o elemento. 

Se for necessário saber a deformação normal na direção y', poderemos 

obtê-la pela Equação 10.5 simplesmente substituindo (0 + 90º) por 0. O 

resultado será: 











e te & Te 
Deformação por cisalhamento positiva Yyy €y = > 2 + = + cos 26 Vry, sen 20 (10.7) 
b R a 
o Observe a semelhança entre as três equações apresentadas e aquelas para 
Figura 10,5 transformação do estado plano de tensões (equações 9.1, 9.2 e 9.3). Fazendo 


uma comparação, Fr, Cy, Ox", Oy correspondem a Ey, Ey, Ex", Ey'3 E Tyys Tyry’ COLTES- 
pondem a %y/2, Yey'/2. 


Deformações Principais. Como na tensão, a orientação do elemento em um 
ponto é determinada de modo que a deformação do elemento seja representada 
por deformações normais, sem deformação por cisalhamento. Quando isso 
ocorre, as deformações normais são denominadas deformações principais e, se 
o material for isotrópico, os eixos ao longo dos quais elas ocorrem coincidem 
com os eixos que definem os planos de tensão principal. 
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Com base nas equações 9.4 e 9.5 e na correspondência entre eixo e 
deformação mencionada anteriormente, a direção dos eixos e os dois valores 
das deformações principais e; e e são determinados por: 














tg 20, = z (10.8) 
x € 
EG tE SER “AZ 
G2="5 E es : £) + [Pe] (10.9) 


Deformação por Cisalhamento Máxima no Plano. Usando as equações 9.6, 
9.7 e 9.8, determinam-se a direção do eixo, a deformação máxima por 
cisalhamento no plano e a deformação normal média associada, por meio das 
seguintes equações: 

















fin e (10.10) 
T 
Ymáx 
a (10.11) 
(10.12) 





PONTOS IMPORTANTES 





Tensões complexas são desenvolvidas 
geralmente nas costuras por onde os 
vasos se unem. Para determiná-las, 
fazem-se medições de deformação. 


e Devido ao efeito de Poisson, o estado plano de deformações não é um estado plano de tensões e vice-versa. 


* Um ponto de determinado corpo está sujeito ao estado plano de tensões quando a superfície desse corpo está 
livre de tensões. A análise do estado plano de deformações é usada no estado plano de tensões para analisar os 
resultados dos extensômetros. Lembre-se, porém, de que existe uma deformação normal perpendicular a tais 


extensômetros. 


e Quando o estado de deformação é representado pelas deformações principais, não há deformação por cisalha- 


mento atuando sobre o elemento. 


* O estado de deformação no ponto também é representado em termos da deformação por cisalhamento máxima 
no plano. Nesse caso, também atua sobre o elemento uma deformação normal média. 


* O elemento que representa a deformação por cisalhamento máxima no plano e suas deformações normais mé- 
dias associadas está a 45º do elemento que representa as deformações principais. 


O elemento infinitesimal que representa um ponto do material está su- 
jeito ao estado plano de deformações e = 500(1079), e, = —300(10"9), 
Yo = 200(107), o qual tende a torcêlo como mostra a Figura 10.6a. 
Determinar as deformações equivalentes que atuam sobre um elemento 
orientado no ponto a 30º no sentido horário em relação à posição original. 


SOLUÇÃO 


As equações de transformação da deformação 10.5 e 10.6 serão usadas 
para resolver o problema. Como 6 é positivo no sentido anti-horário, então 
neste problema 0 = —30º. Assim: 





1 
casco | 
— à l 

(a) ` 
Figura 10,6 
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Yo sen 28 





-6 
E&x = ~ t cos 20 + 


(1075) + E HE | 109 cos(2(-30°) 





pe 





> [sene 30°) 


exv = 213(1079) Resposta 


| Es 








ter (Ss , =) sen 20 + a cos 26 


DO Ee 


200(107*) 
2 2 


[10 Ssenee(-30") + cos(2(—30º)) 





Yy = 793(1078) Resposta 


A deformação na direção y' é obtida pela Equação 10.7 com 8 = —30º. 
E Entretanto, podemos também obter e usando a Equação 10.5 com 0 = 60º 
(60 = —30º + 90°) (Figura 10.6b). Temos, com e, substituindo e,.: 


2 “+68 Ex — € 
ge =z +t 


I 2 2 





cos 20 + a sen 20 


500 + (—300 500 — (—300 
= [ao 5 + PS aos cos(2(60º)) 
+ moço) sen(2(60º)) 
= —13,4(1076) Resposta 





Esses resultados tendem a distorcer o elemento como mostra a Figura 
Figura 10.6 10.6c. 





EXEMPLO 10.2 





O elemento infinitesimal que representa um ponto do material está sujeito 


Es ao estado plano de deformações e, = —350(10"9), e, = 200(10"9), Ys, = 
2 80(1079), o qual tende a torcê-lo como mostra a Figura 10.7a. Determinar as 
== deformações principais no ponto e a orientação do elemento a clas corres- 

pondente. 
SOLUÇÃO 


Orientação do Elemento. A partir da Equação 10.8, temos: 








-e 
(a) 80(107*) 
Figura 10.7 = (350 — 200)(10 9) 


Assim, 20, = —8,28º e —8,28º + 180º = 172º, de modo que: 
9, = —4,14º e 85,9º Resposta 
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Cada ângulo é medido positivamente no sentido anti-horário, a partir do o 
eixo x para as normais externas em cada face do elemento (Figura 10.75). 


Deformações Principais. As deformações principais são determinadas pela 
Equação 10.9. Temos: 





e + = 2 2 
ag= 85 + (ese - s) + (2) 
(—350 + 200)(1076) é | / (= = 20} El ZE 
= + —] 4|— 
2 2 2) (dO 5) 
= —75,0(107*) + 277,9(107º) i n 
€ =203(109) e = —353(1076) Resposta Figura 10.7 

















Podemos determinar qual dessas duas deformações (específicas) distorce 
o elemento na direção x' aplicando a Equação 10.5 com 8 = —4,14º, Assim: 





F — € 
Adi JAN cos 26 + sen 20 


€y = 2 
z aos + r eA cos 2(~4,14°) 
80(1076) 





sen 2(—4,14°) 
ex = —353(1076) 


Portanto, ex: = e. Quando submetido a deformações principais, o elemento 
distorce-se como mostra a Figura 10,7b. 


TT 


2 


EXEMPLO 10.3 


O elemento infinitesimal que representa um ponto do material está sujeito y 
ao estado plano de deformações e, = —350(1076), e, = 2001076), yy = 80(10 $), To 
o qual tende a torcê-lo como mostra a Figura 10.8a. Determinar a deformação indo 
por cisalhamento máxima no plano no ponto e a orientação do elemento cor- l adia 
respondente. 


SOLUÇÃO 

















dy 
Orientação do Elemento. Pela Equação 10.10, temos: | fiy 
2 ; 
nom (e aa +) ( — 350 — 200)(1079) l aem 
R Ya 80(1079) 
(a) 
Assim, 20, = 81,72º e 81,72º + 180º = 261,72º, de modo que: Figura 10.8 


8; = 40,9º e 130,9º 


Observe que, como esperado, essa orientação está a 45º em relação à 
mostrada na Figura 10.7b do Exemplo 10.2. 


Deformação por Cisalhamento Máxima no Plano. Aplicando a Equação 
10.11, temos: 
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(b) 
Figura 10.8 











e. (278). (2) 
E +) oo 


Ymax a 556(1076) Resposta 


no plan 








O sinal apropriado de a é obtido aplicando-se a Equação 10.6 com 
8, = 40,9º. Temos: 


Yey = Ex voy 
2 z Sen 20 +4 2 
—350 — 200 

2 





cos 20 


80(1076) 


Il 


Jao sen 2(40,9º) + cos 2(40,9°) 


Yey = 556(10 9) 


Assim, Tmi eo tende a distorcer o elemento de modo que o ângulo reto 
entre dx' e dy' diminui (convenção de sinal positivo) (Figura 10.8b). 

Há também deformações normais médias associadas impostas ao elemen- 
to, determinadas pela Equação 10.12: 


te —350+200 é 
Emd=" 5 & 3 (109)= —75(10"9) 





Essas deformações tendem a contrair o elemento (Figura 10.8b). 





*10.3 CírcuLo DE MoHr — EstaDO PLANO DE 
DeroRMAÇÕES 


Como as equações de transformação para o estado plano de deformações 
são matematicamente semelhantes às equações de transformação para o estado 
plano de tensões, também podemos resolver os problemas que as envolvem 
usando o círculo de Mohr. Essa abordagem oferece a vantagem de tornar 
possível ver graficamente como os componentes das deformações normal e por 
cisalhamento em determinado ponto variam de uma orientação para outra. 

Como no caso da tensão, o parâmetro 6 nas equações 10.5 e 10.6 pode ser 
eliminado e o resultado pode ser reescrito sob a forma: 


2 Yo 2 
(Ex — Emea) + í 2 j =R (10.13) 
onde: 


Ex te 
Eméd 7 p) 





Es” Yo É 
E Tru 
2 2 
A Equação 10.13 representa a equação do círculo de Mohr para a 
deformação. Ela tem seu centro no ponto C(emea, 0) do eixo e e raio R. 
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PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


O procedimento para desenhar o círculo de Mohr para a deformação segue o mesmo procedimento estabelecido 
para a tensão. 


Construção do Círculo. 


° Estabelecer um sistema de coordenadas tal que a abscissa represente a deformação normal e, com sentido posi- 
tivo para à direita, e a ordenada represente metade do valor da deformação por cisalhamento, Y/2, com sentido 
positivo para baixo (Figura 10.9). 


Usando a convenção de sinal positivo para e,, €y, Yx, como mostra a Figura 10.3, determinar o centro do círculo 
C, que está localizado no eixo e a uma distância enca = (& + 6,)/2 da origem (Figura 10.9). 


Marcar o ponto de referência A de coordenadas A (€x, yy/2). Esse ponto representa o caso em que o eixo x! 
coincide com o cixo x. Portanto, 9 = 0º (Figura 10.9). 


Conectar o ponto A ao centro C e determinar o raio R pelo triângulo sombreado (Figura 10.9). 
Uma vez determinado R, traçar o círculo. 





Figura 10,9 
Deformações Principais. 


* As deformações principais e; e e são determinadas pelo círculo como coordenadas dos pontos B e D, onde 
y/2 = 0 (Figura 10.104). 
Determinar a orientação do plano sobre o qual & atua pelo círculo, calculando 28,4 por meio de trigonometria. 
Nesse caso, o ângulo é medido no sentido anti-horário a partir da reta de referência radial CA até a reta CB 
(Figura 10.104). Lembrar que a rotação de 9,, deve ser nessa mesma direção, a partir do eixo de referência do 
elemento x para o eixo x' (Figura 10.10b).+ 


Quando e; e e são indicados como positivos, como na Figura 10.104, o elemento da Figura 10.10b alonga-se nas 
direções x' e y' como mostra o contorno tracejado. 


Deformação por Cisalhamento Máxima no Plano. 


e A deformação normal média e metade da deformação por cisalhamento máxima no plano são determinadas 
no círculo de Mohr como coordenadas dos pontos E e F (Figura 10.104). 


e Determinar a orientação do plano sobre o qual TAE a € €még atuam pelo círculo, calculando 20,, por meio de 
trigonometria. Nesse caso, o ângulo é medido no sentido horário a partir da reta de referência radial CA até a 
reta CE (Figura 10.10a). Lembrar que a rotação de fs; deve ser nessa mesma direção, a partir do eixo de refe- 


rência do elemento x para o eixo x' (Figura 10.10c).t 
Deformações no Plano Arbitrário. 


e Os componentes de deformação normal e por cisalhamento e- e Yx’ para um plano especificado por um ân- 
gulo 6 (Figura 10.104) são obtidos a partir do círculo, usando-se trigonometria para determinar as coordenadas 
do ponto P (Figura 10.104). 


Para localizar P, o ângulo conhecido 6 do eixo x' é medido no círculo como 26. A medição é feita da reta de 
referência radial CA para a reta radial CP. Lembrar que as medições de 26 no círculo devem ter a mesma di- 
reção de 9 para o eixo x'.t 


Se for necessário saber o valor de e,», determiná-lo calculando a coordenada e do ponto Q na Figura 10.104. A 
reta CQ localiza-se a 180º de CP e, desse modo, representa uma rotação de 90º do eixo x”. 


1 Se, em vez disso, o eixo y/2 for construído com direção positiva para cima, então o ângulo 26 do círculo deverá ser medido na di- 
reção oposta à orientação 8 do plano. 
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+ 
Eméd dx 





Figura 10.10 


EXEMPLO 10.4 





O estado plano de deformações em um ponto é representado pelos 
componentes €y = 250(10 6), e, = —150(10 *) e yxy = 120(1076). Determinar 
as deformações principais e a orientação do elemento. 


SOLUÇÃO 


Construção do Círculo. Os eixos e e y/2 estão definidos na Figura 10.11a. 
Lembrar que o sentido positivo do eixo y/2 deve ser direcionado para baixo, 
de modo que rotações no sentido anti-horário do elemento correspondam a 
uma rotação no sentido anti-horário em torno do círculo e vice-versa. O centro 
C do círculo está localizado no eixo e em: 










D(-64,0) 


250 + (—150 
Eméd = ft o, (1075) = 50(1076) 


Como %),,/2 = 60(107), o ponto de referência A (6 = 0º) tem coordenadas 
A(250(107*), 60(1079)). Pelo triângulo sombreado na Figura 10.1 1a, concluímos 
que o raio do círculo é CA; isto é: 


Y 
5 04) 


(a) 
Figura 10.11 R = | V250 = 507 + (607 (10) = 20881079) 





Deformações Principais. As coordenadas e dos pontos B e D representam 
as deformações principais, que são: 
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e = (50 + 208,8)(107*) = 259(1079) Resposta 
e = (50 — 208,8)(10"*) = —159(1079) Resposta y ” 
A direção positiva da deformação principal e, é definida pelo ângulo 20, 


no sentido anti-horário, medido da linha de referência radial CA para a linha 
CB. Temos: 





pr 
60 dy' 
tg 20 Sn EE 
B Ppi ™ T250 — 50) L 
0p, = 8,35º Resposta 
(b) 
Portanto, o lado dx' do elemento é orientado a 8,35º no sentido anti-horário Figura 10.11 


como mostra a Figura 10.11h. Esse ângulo define também a direção de e. A 
deformação do elemento também aparece na figura. 





O estado plano de deformações em um ponto é representado pelos 
componentes e, = 250(10"9), e, = —150(109) e ysy = 120(1076). Determinar 
as deformações por cisalhamento máximas no plano e a orientação do ele- 
mento. 


SOLUÇÃO 

O círculo foi definido no exemplo anterior e é mostrado na Figura 10.124. 
Deformação por Cisalhamento Máxima no Plano. Metade da deforma- 
ção por cisalhamento máxima no plano e a deformação normal média são F 


representadas pelas coordenadas dos pontos E ou F no círculo. Pelas coor- 
denadas do ponto E: 















(Yey max T e(105) 
—— PE = 208,8(10 $) 
Ê E 
8=0º 
(Yxy)max = 418(1079) Resposta 
no plano Ele méd máx) 













no plano | 
250 — 


Figura 10.12 


Eméd = 50(1079) 
Zaos 

Para orientar o elemento, determinamos o ângulo 28; no sentido horário 
pelo círculo. (a) 


28,, = 90º — 2(8,35º) 
9, = 36,6º Resposta 


Esse ângulo é mostrado na Figura 10.12h. Como a deformação por cisa- 
lhamento definida pelo ponto E no círculo tem valor positivo e a deformação 
normal média também é positiva, a tensão de cisalhamento positiva e a ten- 
são normal média positiva correspondentes deformam o elemento até que ele 
adquira a forma tracejada mostrada na figura. 
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Gi o 
É 0,,=36,6 


(b) 
Figura 10.12 





O estado plano de deformações em um ponto é representado pelos com- 
ponentes e, = —300(10 9), e, = —100(10"9) e yyy = 100(1079). Determinar o 
estado de deformação em um elemento orientado a 20º no sentido horário em 
relação à posição informada. 


SOLUÇÃO 


Construção do Círculo. Os eixos e e y/2 estão definidos na Figura 10.134. 
O centro do círculo está localizado no eixo e em: 


-300 — 100 
eos) Ene ( + Jus = —200(1076) 





O ponto de referência A tem coordenadas A(—300(10"*), 50(1079)). O 
raio CA determinado pelo triângulo sombreado é, portanto: 











Zao% R= [v (300 — 200) + sopla = 111,8(1079) 


Deformações no Elemento Inclinado. Como o elemento deve ser ori- 
entado a 20° no sentido horário, devemos definir uma reta radial CP, 2(20°) = 
40° no sentido horário, medida a partir de CA (8 = 0°) (Figura 10.13a). As 
coordenadas do ponto P (ex, —Yxy/2) são obtidas pela geometria do círculo. 
Observe que: 











f e ( o] = 26,57°, = 40° — 26,57º = 13,43º 
Assim, 
ex = —(200 + 111,8 cos 13,43)(1079) 
j =309(107°) Resposta 
(b) o = — (111,8 sen 13,43º)(1079) 
Yy = —52,0(10$) Resposta 


Figura 10.13 
A deformação normal e,: é determinada pela coordenada e do ponto Q 
no círculo (Figura 10.13a). Por quê? 


ey = — (200 — 111,8 cos 13,43º)(1079) = —91,3(1076) Resposta 


Como resultado dessas deformações, o elemento distorce-se em relação 
aos eixos x' e y' como mostra a Figura 10.13b. 


e ti 0a e me Ge o ee 


PROBLEMAS 
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10.1. Provar que a soma das deformações normais em di- 
reções perpendiculares é constante. 


10.2. O estado de deformação no ponto do suporte tem com- 
ponentes e, = —200(1079), e, = —650(1079), Yey = 175 (109). 
Usar as equações de transformação da deformação para 
determinar as deformações planas equivalentes em um ele- 
mento orientado a 8 = 20º no sentido anti-horário em relação 
à posição original. Esquematizar no plano x-y o elemento 
distorcido em virtude dessas deformações. 


Problema 10.2 


10.3. O elemento infinitesimal do suporte está sujeito a um 
estado plano de deformações com os seguintes componentes: 
e = 150(10"9, e, = 200(10 9) e Yo = —700(1079. Usar as 
equações de transformação e determinar as deformações 
planas equivalentes em um elemento orientado a 8 = 60º no 
sentido anti-horário em relação à posição original. Esquema- 
tizar no plano x-y o elemento distorcido em virtude dessas 
deformações. 


*10.4. Resolver o Problema 10.3 para um elemento orien- 
tado a 6 = 30º no sentido horário. 





E 
3 
E 


Problemas 19.3/10,4 


10.5. Devido à carga P,o estado de deformação no ponto 
do suporte tem componentes e, = 500(10"9), e, = 350(10"9) 
e Yyy = —430(10"%). Usar as equações de transformação da 
deformação para determinar as deformações planas equi- 


valentes em um elemento orientado a um ângulo 6 = 30º no 
sentido horário em relação à posição original. Esquemati- 
zar no plano x-y o elemento distorcido em virtude dessas 
deformações. 





Problema 10.5 


10.6. O estado de deformação no ponto da lança do guin- 
daste hidráulico tem componentes e, = 250(107*) ee 
300(1076) e yy, = —180(1079). Usar as equações de trans- 
formação da deformação para determinar (a) as deformações 
principais no plano e (b) a deformação por cisalhamento 
máxima no plano e a deformação normal média. Especificar 
em cada caso a orientação do elemento e mostrar no plano 
x-y como as deformações o distorcem. 





Problema 10.6 


10.7. O estado de deformação no ponto do dente da engre- 
nagem tem componentes e, = 850(107), e, = 480 (107º) e 
Ye = 650(10 76). Usar as equações de transformação da 
deformação para determinar (a) as deformações principais 
no plano e (b) a deformação por cisalhamento máxima no 
plano e a deformação normal média. Especificar em cada 
caso a orientação do elemento e mostrar no plano x-y como 
as deformações o distorcem. 
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Problema 10.7 


*10.8. O estado de deformação no ponto da pá do ventilador 
tem componentes e = 250(1076), e,=—450(10º) e 
Yo = —825(10"9. Usar as equações de transformação da 
deformação para determinar (a) as deformações principais no 
plano e (b) a deformação por cisalhamento máxima no plano 
e a deformação normal média. Especificar em cada caso a 
orientação do elemento e mostrar no plano x-y como as 
deformações o distorcem. 





Problema 10.8 


10.9. O estado de deformação no ponto da chave tem com- 
ponentes ey = 260(10 9), e, = 320(10"9) e ysy = 180(1079). 
Usar as equações de transformação da deformação para 
determinar (a) as deformações principais no plano e (b) a 
deformação por cisalhamento máxima no plano e a defor- 
mação normal média. Especificar em cada caso a orientação 
do elemento e mostrar no plano x-y como as deformações o 
distorcem. 





Problema 10.9 


a a 


10.10. O estado de deformação no ponto da chave tem 
componentes e, = 120(10"%), e, = —180(10"9) e ywy = 
150(107%). Usar as equações de transformação da 
deformação para determinar (a) as deformações principais 
no plano e (b) a deformação por cisalhamento máxima no 
plano e a deformação normal média. Especificar em cada 
caso a orientação do elemento e mostrar no plano x-y como 
as deformações o distorcem. 





Problema 10.10 


a 10.11. Considerar o caso genérico de estado plano de de- 
formações em que e,, e, € Yyy São conhecidos. Escrever um 
programa de computador que possa ser usado para deter- 
minar as deformações normal e por cisalhamento ey: € Yyy’ 
no plano de um elemento orientado a 6a partir da horizontal. 
Calcular também as deformações principais e a orientação 
do elemento, a deformação por cisalhamento máxima no 
plano, a deformação normal média e a orientação do ele- 
mento. 


*10.12. Resolver o Problema 10.2 usando o círculo de Mohr. 


10.13. Resolver o Problema 10.3 usando o círculo de Mohr. 
10.14. Resolver o Problema 10.4 usando o círculo de Mohr. 
10.15. Resolver o Problema 10.5 usando o círculo de Mohr. 


*10.16. Resolver o Problema 10.8 usando o círculo de Mohr. 





10.17. Resolver o Problema 10.6 usando o círculo de Mohr. 
10.18. Resolver o Problema 10.7 usando o círculo de Mohr. 
10.19. Resolver o Problema 10.9 usando o círculo de Mohr. 


*10.4 DEFORMAÇÃO POR CISALHAMENTO MÁXIMA 
ABSOLUTA 


Na Seção 9.7 foi salientado que, em três dimensões, o estado de tensão em 
um ponto é representado por um elemento orientado em uma direção 
específica, de forma que o elemento esteja sujeito somente a tensões principais 
com valores máximo, intermediário e mínimo (Onax, Cint € Omin). Essas tensões 
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submetem o material a deformações principais associadas emax» Em € Emin- Além 
disso, se o material for homogêneo e isotrópico, o elemento não estará sujeito 
a deformações por cisalhamento porque a tensão de cisalhamento nos planos 
principais será nula. 

Admitamos que as três deformações principais provoquem alongamentos 
ao longo dos eixos x',y',z' como mostra a Figura 10.144. Se virmos o elemento 
em duas dimensões, isto é, nos planos x'—y', x'-z' e y'—z' (figuras 10.14h, 
10.14c e 10.14d), poderemos usar o círculo de Mohr para determinar a 
deformação por cisalhamento máxima no plano em cada caso. Por exemplo: 
analisando o elemento no plano x'—y' (Figura 10.14h), concluímos que o 
diâmetro do círculo de Mohr estende-se entre enáx € Em (Figura 10.14e). O 
círculo informa os componentes da deformação normal e por cisalhamento de 
cada elemento orientado em torno do eixo z'. Da mesma maneira, os círculos 
de Mohr para cada elemento orientado em torno dos eixos y' e x' também são 
mostrados na Figura 10.14e. 

Pelos três círculos vê-se que a deformação por cisalhamento máxima 
absoluta é determinada no círculo de raio maior. Ela ocorre no elemento 
orientado a 45º em torno do eixo y' em relação ao elemento mostrado em sua 
posição original (figuras 10,144 ou 10.14c). Para essa condição: 





Ymáx — Emáx — Emín (10.14) 


abs 





@ 





ETA (10.15) 





Emin E máx 





NxN 
b 


Estado Plano de Deformações. Como no caso do estado plano de tensões, 
a análise anterior tem implicação importante quando o material está sujeito a 
um estado plano de deformações, especialmente quando as deformações 
principais têm o mesmo sinal, isto é, ambas provocam alongamento ou ambas 
provocam contração. Por exemplo: se as deformações principais no plano forem 
Emax € Gnt, enquanto a deformação principal fora do plano for emm = O (Figura 
10.154), então os três círculos de Mohr que descrevem os componentes de 
deformação normal e por cisalhamento para elementos orientados em torno 
dos eixos x', y’ e z' serão os mostrados na Figura 10.15b. Por inspeção, 
concluímos que o maior círculo tem raio R = (Y, Jmáx/2. Portanto: 


Ymáx = (Pete máx = Emáx 
abs 





(L+ Enin) dz’ 


, 


w e 
+ end > 





(+ Eng) dx” 


(a) 














em 
(l+ Edy” 
x (b) 
(l + Emm )dz’ 
yr. 
(+ Ema) da” 
(c) 
(1 + Emin)dz” 
r d 
(l+ Ei) dy” 


(d) 
Figura 10.14 





= w 
DU +endy DL A + em) dx Y 
Estado plano de deformações x'- y” 


(a) 
Figura 10,15 
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Emin=0 


(Ye) máx 
2 


nhe 


(b) 
Figura 10.15 


PONTOS IMPORTANTES 


Esse valor representa a deformação por cisalhamento máxima absoluta 
para o material. Observe que ela é superior à deformação por cisalhamento 
máxima no plano, que é (Yy')máx = Emáx — Eint- 

Por outro lado, se uma das deformações principais no plano tiver sinal 
oposto ao da outra, então emáx provocará alongamento, emm provocará 
contração e a deformação principal fora do plano será em = O (Figura 10.164). 
Os círculos de Mohr, que descrevem as deformações em cada orientação do 
elemento em torno dos eixos x',y' e z', são mostrados na Figura 10.16b. Nesse 
caso; 

Ya > (Fey máx = Emáx 7 Emín 
abs 

Assim, podemos resumir os dois pontos anteriores como segue. Se as defor- 
mações principais no plano tiverem o mesmo sinal, a deformação por cisa- 
lhamento máxima absoluta ocorrerá fora do plano e com valor Yysx = Emáx 
Entretanto, se as deformações principais no plano tiverem sinais opostos, a 
deformação por cisalhamento máxima absoluta será igual à deformação por 
cisalhamento máxima no plano. 





A 
Al- Emin) I 





Lis máx) dx i 


Estado plano de deformações x'— y’ 


(a) 





Figura 10,16 


e O estado geral de deformação tridimensional em um ponto é representado por um elemento orientado de tal 
modo que apenas três deformações principais atuem sobre ele. 


e A partir dessa orientação, obtém-se a orientação do elemento que representa a deformação por cisalhamento 
máxima absoluta girando o elemento 45º em torno do eixo que define a direção de ent. 


ə A deformação por cisalhamento máxima absoluta será maior que a deformação por cisalhamento máxima no 
plano sempre que as deformações principais no plano tiverem o mesmo sinal. Quando essa condição ocorre, a 
deformação por cisalhamento máxima absoluta atua fora do plano. 


EXEMPLO 10.7 





O estado plano de deformações no ponto é representado pelos com- 
ponentes de deformação e, = —400(10 9), e, = 200(1079) e yyy = 150(1079). 
Determinar a deformação por cisalhamento máxima no plano e a deformação 
por cisalhamento máxima absoluta, 
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e(10%) 





2 
RY n, 


Y ags 
z0 ) 


| no plano 


Figura 10.17 
SOLUÇÃO 


Deformação Máxima no Plano. Resolveremos o problema usando o 
círculo de Mohr. Pelos componentes de deformação, conclui-se que o centro 
do círculo localiza-se no eixo € em: 


—400 +2 
Eméd = 2 00 10-5) = —100(1076) 





Como ).,/2 = 75(1076), o ponto de referência tem coordenadas A(—400 
(109), 75(10 9). Como mostra a Figura 10.17, o raio do círculo é, portanto: 











R= [v (400 — 100) + asy ao = 309(1076) 
Calculando as deformações principais no plano, temos: 


Emax = (—100 + 309)(1076) = 209(1076) 
Emin = (—100 — 309)(107) = —409(1076) 


Pelo círculo, a deformação por cisalhamento máxima no plano é: 


Ymáx = Emáx — Emín = [209 — (—409)](1076) = 618(1076) Resposta 


no plano 


Deformação por Cisalhamento Máxima Absoluta. Pelos resultados apre- 
sentados, temos emax = 209(10"9), em = O, Emin = —409(1076). Os três círculos 
de Mohr que descrevem as orientações do elemento em torno de cada um dos 
eixos x’, y’ e z' também são mostrados na Figura 10.17. Como as deformações 
principais no plano têm sinais opostos, a deformação por cisalhamento máxima 
no plano também é a deformação por cisalhamento máxima absoluta, ou seja: 

Ya = 6181076) Resposta 
abs 
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10.5 Roseras 


Mencionamos na Seção 3.1 que a deformação normal em um corpo-de- 
prova de teste de tração é medida usando-se um extensômetro de resistência 
elétrica, que consiste em uma malha de filamentos ou um pedaço de folha de 
metal acoplado ao corpo-de-prova. Entretanto, no carregamento geral de um 
corpo, as deformações normais em um ponto da superfície livre são deter- 
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minadas em geral usando-se três extensômetros de resistência elétrica agru- 
pados de acordo com um padrão específico. Esse padrão é denominado roseta 
e, uma vez feitas as leituras dos três aferidores, os dados são usados para 
especificar o estado de deformação no ponto. Deve ser observado, porém, que 
essas deformações são medidas somente no plano das malhas e, como o corpo 
não sofre tensões em sua superfície, os extensômetros podem estar sujeitos ao 
estado plano de tensões, mas não ao estado plano de deformações. A esse 
respeito, a reta normal para a superfície livre é um eixo principal de deformação 
e, desse modo, a deformação normal principal ao longo desse eixo não é medida 
pela roseta. O importante aqui é que o deslocamento fora do plano provocado 
por essa deformação principal não é afetado pelas medições dos aferidores no 
plano. 

Geralmente, os eixos dos três aferidores estão posicionados nos ângulos 
0a Op € 0. como mostra a Figura 10.184. Se fizermos as leituras €,, €p € €c 
determinaremos os componentes de deformação e,, e, e y no ponto, aplicando 
a Equação da transformação de deformação 10.2 para cada aferidor. Temos: 








RA €n = ecos 0, + € SEN? On + Yyy SEN Ôx COS 0, 
oseta de 

2 2 

e = e cos” O, + €, sen” 0, + sen 9 cos 6) 

(b) b x b y b T Yxy b b (10.16) 








2 2 
€ = €, cos” 6. + e sen” O. + Yyy sen Oe cos Oe 


Determinamos os valores de €y, €y € Yyy resolvendo as três equações simul- 
taneamente. 

As rosetas são posicionadas geralmente em padrões de 45° ou 60°. No caso 
da roseta de 45° ou ‘retangular’ mostrada na Figura 10.18b, 0, = 0°, 0, = 45° 
e 9. = 90°, de modo que a Equação 10.16 produz: 








Roseta de 60º 
(o) 
Figura 10,18 


& = € 


Yxy 7 26» e (€a + Ec) 


Para a roseta de 60º da Figura 10.18c, 6, = 0°, 0, = 60° e 8, = 120º. Nesse 
caso, a Equação 10.16 produz: 


& — E 


e = (26, + 26, — é (10.17) 


D2 
Yy Z EVAG B €) 





Uma vez definidos e,, €, € Yyy, as equações de transformação da Seção 10.2 
Roseta típica de resistência elétrica ou o círculo de Mohr são usados para determinar, naquele ponto, as defor- 
AAS? mações principais no plano e a deformação por cisalhamento máxima no plano. 


EXEMPLO 10.8 





O estado de deformação no ponto A do suporte da Figura 10.194 é medido 
com o uso da roseta mostrada na Figura 10.19h. Devido às cargas, as leitu- 
ras nos aferidores dão e, = 60(1079), e, = 135(10"9) e e. = 264(1079). De- 
terminar as deformações principais no plano nesse ponto e as direções em que 
cada uma atua. 


SOLUÇÃO 


Usaremos a Equação 10.16 para a solução. Definindo um eixo x como 
Figura 10.19 mostra a Figura 10.19b e medindo os ângulos no sentido anti-horário a partir 
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do eixo +x para as linhas de centro de cada extensômetro, temos 6, = 0º, 9, R 
12 


= 60° e 0, = 120°. Substituindo esses resultados juntamente com os dados do 
problema na Equação 10.16, temos: 


/ 


/ 
dy 





20º 
60(10"*) = e, cos? 0º + e, sen? 0º + yyy sen 0º cos 0º NA 
=e, (1) “E 
135(1079) = e, cos? 60º + e, sen? 60º + yy sen 60º cos 60º ®© 
= 0,256; + 0,756, + 0,433%,, 2) 
264(1076) = e, cos? 120° + e, sen? 120° + y,, sen 120º cos 120º 
= 0,25€, + 0,756, — 0,433y (3) 


Usando a Equação (1) e resolvendo a (2) e a (3) simultaneamente, obtemos: 


e=60(10")  e,=246(10%) ay =—149(109) 


e(10/$ 
Os mesmos resultados também são obtidos de maneira mais direta pela 
Equação 10.17. 
As deformações principais no plano são determinadas por meio do círculo 
de Mohr. O ponto de referência no círculo está em A (60(109), —74,5(1079)) 
e o centro do círculo, C, está no eixo € em emea = 153(107*) (Figura 10.19c). 
Pelo triângulo sombreado, o raio é: 








R= [v (153 — 60} + asp kaos = 119,2(1079) 


Portanto, as deformações principais no plano são: 








e, = 153(1079) + 119,2(1079) = 272(107º) Resposta 
F 
e = 153(1079) — 119,2(1079) = 33,8(107®) Resposta 
=p 745 A 
=t 1 > = o E a 
Rs ioga 
p = 19,35 Resposta ; i 


O elemento deformado aparece na posição tracejada da Figura 10.19d. 
Compreenda que, devido ao efeito de Poisson, o elemento também está sujeito 
a uma deformação fora do plano, isto é, na direção z, apesar de esse valor não D 
influenciar os resultados calculados. Figura 10.19 


S 


l PROBLEMAS 





*10.20, A deformação em um ponto tem componentes e€, = 
—480(10"9), €, = 650(10"), Yey = 780(1079) e e, = 0. Deter- 
minar (a) as deformações principais, (b) a deformação por 
cisalhamento máxima no plano x-y e (c) a deformação 
por cisalhamento máxima absoluta. 


10.21. A deformação em um ponto tem componentes €y = 
—480(10 6), e, = 300(10"9, yy = —650(10 Ye e = 0. 
Determinar (a) as deformações principais, (b) a deforma- 
ção por cisalhamento máxima no plano x-y e (c) a de- 
formação por cisalhamento máxima absoluta. 


10.22. A deformação em um ponto tem componentes e, = 
130(1079), e, = 280(10*), ysy = 75(1079) e é, = 0. Deter- 
minar (a) as deformações principais no ponto, (b) a de- 
formação por cisalhamento máxima no plano x-y e (e) 
a deformação por cisalhamento máxima absoluta. 


10.23. A deformação em um ponto tem componentes e, = 
—S20(10 9), e, = —350(1079), Ysy = 720(10 Ye e = 0. 
Determinar (a) as deformações principais no ponto, (b) 
a deformação por cisalhamento máxima no plano x-y e 
(c) a deformação por cisalhamento máxima absoluta, 
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*10.24. A deformação em um ponto tem componentes €y = 
350(10"9), e, = —460(1076), Yyy = —560(10"9) e e = 0. 
Determinar (a) as deformações principais no ponto, (b) a 
deformação por cisalhamento máxima no plano x-y e (c) 
a deformação por cisalhamento máxima absoluta. 


10.25. A deformação em um ponto tem componentes e, = 
450(1076), e, = 825(109), Yzy = 275(1079) e e, = 0. Deter- 
minar (a) as deformações principais no ponto, (b) a de- 
formação por cisalhamento máxima no plano x-y e (c) a 
deformação por cisalhamento máxima absoluta. 


10.26. A deformação em um ponto tem componentes €y = 
—400(1079), e, = —200(10"9), yxy = —250(10"9) e e = 0. 
Determinar (a) as deformações principais no ponto, (b) 
a deformação por cisalhamento máxima no plano x-y e (c) a 
deformação por cisalhamento máxima absoluta, 


10.27. A deformação no ponto 4 do suporte tem com- 
ponentes e, = 300(10 °), e, = 550(109), yo = —650(1079), 
e, = 0. Determinar (a) as deformações principais em A, (b) 
a deformação por cisalhamento máxima no plano x-y e (c) 
a deformação por cisalhamento máxima absoluta. 





Problema 10.27 


*10.28. A roseta de 45º está montada em um eixo de aço. 
As seguintes leituras foram obtidas em cada ateridor: €, = 
300(1076), es = 180(107º) e e = —250(107%). Determinar as 
deformações principais no plano e suas orientações. 











Problema 10.28 


10.29. A deformação no ponto A da aba da cantoneira tem 
componentes « = —140(107), e, = 180(10 9), y = 
—125(1076), e, = 0. Determinar (a) as deformações princi- 
pais em A, (b) a deformação por cisalhamento máxima no 
plano x-y e (c) a deformação por cisalhamento máxi- 
ma absoluta. 





Problema 10,29 


10.30. A roseta de 45º está montada no elo da retro- 
escavadeira. As seguintes leituras foram obtidas em cada 
aferidor: e, = 650(1079), ep = —300(1079) e e. = 480(10 9). 
Determinar (a) as deformações principais no plano, (b) a 
deformação por cisalhamento máxima no plano e a de- 
formação normal média associada. 





Problema 10.30 


10.31. A roseta de 60º está montada na superfície de uma 
chapa de alumínio. As seguintes leituras foram obtidas em 
cada aferidor: €, = 950(10"9), e» = 380(107) e e, = —220(1079). 
Determinar as deformações principais no plano e suas orien- 
tações. 
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uma aplicação do programa usando os valores 0, = 40º, 
€a = 160(10"9), O, = 125º, ep = 100(1079), 8. = 220° ce = 
80(1079), 








Problema 10,31 


a 


m*10.32. Considerar a orientação geral de três aferidores de 
deformação em um ponto como mostrado. Escrever um pro- 
grama de computador que possa ser usado para determi- 
nar, nesse ponto, as deformações principais no plano e a 
deformação por cisalhamento máxima no plano. Mostrar Problema 10,32 


ita a e pe 


10.6 Reações MATERIAL-PROPRIEDADE 


Agora que os princípios gerais de tensão e de deformação multiaxial foram 
apresentados, vamos usá-los para desenvolver algumas relações importantes 
que envolvem as propriedades dos materiais. Para isso, vamos supor que os 
materiais sejam homogêneos e isotrópicos e comportem-se de maneira linear- 
elástica. 


Lei de Hooke Generalizada. Se o material está sujeito a um estado de tensão 
triaxial oy, 0, e o, em determinado ponto (Figura 10.204), desenvolvem-se nele 
as deformações normais associadas €y, €, € €,. As tensões são relacionadas às 
deformações por meio do princípio da superposição, da relação de Poisson 
(€iat = — V6ong) € da lei de Hooke aplicada na direção uniaxial (e = o/E). Para 
mostrar como isso é feito, consideraremos primeiro a deformação normal do 
elemento na direção x, provocada pela aplicação separada de cada tensão 
normal. Quando o; é aplicada (Figura 10.20b), o elemento alonga-se na direção 
x e a deformação e; nessa direção é: 


H 


A aplicação de o, provoca contração do elemento com deformação e! na 
direção x (Figura 10.20c). Nesse caso: 
E PRI Oy 
Ex "e 
De maneira semelhante, a aplicação de g, (Figura 10.20d) provoca con- 
tração na direção x tal que: 
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(b) (c) (d) 
Figura 10.20 


Ao superpor essas três deformações normais, determinamos a deformação 
normal e, para o estado de tensão mostrado na Figura 10.204. Equações 
semelhantes podem ser desenvolvidas para as deformações normais nas 
direções y e z. Os resultados finais serão escritos como: 





E = los ar o) 


wl- 


[o -= vos + o0] 


wl 


& = 


(10.18) 


& = Ho — v(ox + o) 





Essas três equações expressam a forma geral da lei de Hooke para um es- 
tado de tensão triaxial. Como observado na dedução, elas são válidas somente 
se a superposição se aplicar, o que requer uma resposta linear-elástica do ma- 
terial e a aplicação de deformações que não alterem severamente sua forma, 
isto é, apenas pequenas deformações são aceitas. Observe que, ao aplicar as 
equações, consideramos as tensões de tração quantidades positivas e as ten- 
sões de compressão quantidades negativas. Se uma deformação normal resul- 
tante é positiva, isso indica que o material se alonga, enquanto uma deformação 
normal negativa indica que o material se contrai. 

Como o material é isotrópico, o elemento da Figura 10.204 permanecerá 
um bloco retangular quando submetido a tensões normais; isto é, não serão 
produzidas deformações por cisalhamento no material. Se aplicarmos agora 
uma tensão de cisalhamento Ty, ao elemento (Figura 10.214), observações 
experimentais indicam que o material se deformará devido somente a uma 
deformação por cisalhamento Yyy; isto é, Ty não provocará outras deformações 
no material. Da mesma maneira, Tyz € Tr: provocarão apenas deformações por 
cisalhamento y,, € Yxz respectivamente. A lei de Hooke para tensão de ci- 
salhamento e deformação por cisalhamento é então escrita como: 





Yxy T G Yua mE G Yazir Gr: (10.19) 
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Figura 10.21 


Relação entre E, v e G. Foi mostrado na Seção 3.7 que o módulo de 
elasticidade E relaciona-se ao módulo de cisalhamento G pela Equação 3.11, 
ou seja: 


(10.20) 





A 


Um dos modos de deduzir essa relação é considerar um elemento do 
material sujeito a cisalhamento puro (o, = o, = o. = 0) (Figura 10.224). 
Aplicando a Equação 9.5 para obter as tensões principais, temos: Onax = Tay € 
Gmin = —Tyy. Pela Equação 9.4, o elemento deve ser orientado pı = 45º no 
sentido anti-horário a partir do eixo x a fim de definir a direção do plano em 
que Fmax atua (Figura 10.22b). Se as três tensões principais Onax = Tay Dim = 0, 
E Omin = —Tyy forem substituídas na primeira Equação 10.18, a deformação 
principal E€máx poderá ser relacionada à tensão de cisalhamento Tey- O resultado 
será: 


Enix = i +) (10.21) 


Essa deformação, que distorce o elemento ao longo do cixo x’, também 
pode ser relacionada à deformação por cisalhamento Yxy por meio das equações 
de transformação ou do círculo de Mohr para deformação. Para isso, observar 
primeiro que, visto que o, = o, = o, = 0, então, pela Equação 10.18, « = 
€ = 0. Substituindo esses resultados na Equação de transformação 10.9, 
obtemos: 

E1 = Emáx 7 T 

Pela lei de Hooke, y., = Tay/G, de modo que Emax = Tyy/2G. Substituindo 
na Equação 10.21 e rearranjando os termos, temos o resultado final, ou seja, a 
Equação 10.20. 


Dilatação e Módulo de Compressibilidade. Quando um material elástico | 


é submetido a tensão normal, seu volume muda. A fim de calcular essa 
mudança, consideremos um elemento de volume que esteja submetido às 
tensões principais ox, o, e oz. Seus lados são originalmente dx, dy e dz (Figura 
10.234); entretanto, após a aplicação da tensão, eles se tornam (1 + 6) dy, 
(1 + e) dy, (1 + e) dz, respectivamente (Figura 10.23b). A mudança de volume 
do elemento é, então: 


ôV = (1 tedl+esl+e)dx dy dz — dx dy dz 


Desprezando os produtos das deformações, uma vez que estas são muito 
pequenas, temos: 


ôV = (e, + & + €) dx dy dz 


ta 





(c) 





(a) 


Omin = — Tiy 





(b) 
Figura 10.22 
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A mudança de volume por unidade de volume é chamada “deformação 
volumétrica” ou dilatação e. Ela pode ser escrita como: 


dz e= ax =e&te tE (10.22) 


Por comparação, as deformações por cisalhamento não mudam o volume 

dy dk do elemento, mas apenas seu formato retangular. 
i Se usarmos a lei de Hooke generalizada como definida pela Equação 10.18, 
(a) poderemos escrever a dilatação em termos da tensão aplicada. Teremos, então: 





aa eae 
A E 





(Ty + 0, + 07) (10.23) 





x 


Quando um elemento de volume do material é submetido à pressão 


(1 + eJdz . . E A R 
É uniforme p de um líquido, a pressão no corpo é a mesma em todas as direções 


AO “Sa e é sempre normal em qualquer superfície sobre a qual atua. Não há tensões 





o; de cisalhamento, uma vez que a resistência de um líquido é nula. Esse estado 


; + eddx de carga “hidrostática” requer que as tensões normais sejam iguais em todas as 
d+e)d 


direções e, portanto, que um elemento do corpo esteja sujeito às tensões 
D) principais oy = g, = 0, = —p (Figura 10.24). Substituindo na Equação 10.23 e 
Figura 10.23 rearranjando os termos, temos: 
Pp E 
e T30- D) (10.24) 
O termo da direita consiste somente das propriedades E e v do material. 
=p É igual à relação entre a tensão normal uniforme p e a dilatação ou ‘deformação 
volumétrica’. Como essa relação é similar à relação entre a tensão linear- 
elástica c a deformação, que define E, isto é, o/e = E, os termos da direita 
formam o chamado módulo de elasticidade do volume ou módulo de compres- 
` sibilidade. Ele tem as mesmas unidades da tensão e será simbolizado pela letra 
k, isto é: 


(10.25) 





Observe que, para a maioria dos metais, v= 4- de modo que k = E. Se 
existisse um material que não mudasse seu volume, ôV = 0, k teria de ser 
infinito. Pela Equação 10.25, o valor teórico máximo do coeficiente de Poisson 
é, portanto, v = 0,5. Durante o escoamento, não se observa mudança de volume 
real do material e, desse modo, quando ocorre escoamento plástico, usa-se o 
valor v = 0,5. 


Tensão hidrostática 


Figura 10,24 


Pontos IMPORTANTES 


Quando um material homogêneo e isotrópico é submetido a um estado de tensão triaxial, a deformação em 
uma das direções da tensão é influenciada pelas deformações produzidas por todas as tensões. Isso ocorre 
em virtude do efeito de Poisson e resulta em uma lei de Hooke generalizada. 


Uma tensão de cisalhamento aplicada a material homogêneo e isotrópico produz apenas tensão de cisa- 
lhamento no mesmo plano. 


As constantes do material, E, G e v, estão relacionadas matematicamente. 


A dilatação ou deformação volumétrica é provocada apenas por tensão normal e não por deformação por cisa- 
lhamento. 


O módulo de compressibilidade mede a rigidez em determinado volume do material. Essa propriedade do ma- 
terial proporciona um limite superior para o coeficiente de Poisson de v = 0,5, que permanece nesse valor en- 
quanto ocorre escoamento plástico. 
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EXEMPLO 10.9 





O suporte do Exemplo 10.8 (Figura 10.254) é feito de aço, para o qual Eco 
= 200 GPa, v ao = 0,3. Determinar as tensões principais no ponto A. 





Figura 10.25 


SOLUÇÃO I 
No Exemplo 10.8, as deformações principais foram determinadas como: 
e = 272010 ô) 
e = 33,8(1079) 
Como o ponto A está na superfície do suporte para a qual não há 


carregamento, a tensão na superfície é nula e, assim, o ponto A está submetido 
a um estado plano de tensões. Aplicando a lei de Hooke com os = 0, temos: 











= o EA g -6 oq o 0,3 
Ea EA 2120 )=o0(10) 2001072 
54,4(109) = 04 — 0,30» (1) 
Oo vo, -6 — o2 0,3 
ZERE o 338(10 9 = 500010) — 200(109 
6,76(10º) = 03 — 0,30, (2) 


Resolvendo as equações (1) e (2) simultancamente, temos: 


o = 62,0 MPa Resposta 
o = 25,4 MPa Resposta 


SOLUÇÃO II 


Também é possível resolver o problema usando o estado de deformação, 
É =60(10") =246(10) Yey = —149(1076) 


como especificado no Exemplo 10.8. Aplicando a lei de Hooke no plano x-y, 
temos: 





T (MPa) 


(b) 
Figura 10.25 
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-E o; 60(107S de a, 
TE E” GO) = 20010) Pa — 200(10” Pa 

=Z- Zo -a — Re 
om E 246010") = 50010) Pa 200(10º) Pa 


o; =294MPa o, = 58,0 MPa 


Determina-se tensão de cisalhamento usando a lei de Hooke para cisalha- 
mento. Primeiro, porém, devemos calcular G. 
E _ 200 GPa 


G=) 21403) 


= 76,9 GPa 


Então, 
Tay = GY Tey = 76,9(10º)[-149(1079)] = —11,46 MPa 
O círculo de Mohr para esse estado plano de tensões tem ponto de 


referência A(29,4 MPa, —11,46 MPa) e centro em omea = 43,7 MPa (Figura 
10.25b). O raio é determinado pelo triângulo sombreado. 





R=V(437 — 29,4) + (11462 = 18,3 MPa 
Portanto: 
o = 43,7 MPa + 18,3 MPa = 62,0 MPa Resposta 
o = 43,7 MPa — 18,3 MPa = 25,4 MPa Resposta 
Observe que cada uma dessas soluções é válida desde que o material seja 


tanto linear-elástico como isotrópico, visto que, nesse caso, os planos principais 
de tensão e de deformação coincidirão. 





EXEMPLO 10.10 





A barra de cobre da Figura 10.26 está submetida a um carregamento 
uniforme ao longo de suas bordas como mostrado. Se ela tiver comprimento 
a = 300 mm, largura b = 50 mm e espessura t = 20 mm antes de a carga ser 
aplicada, determinar seus novos comprimento, largura e espessura após o 
carregamento. Adotar Esu = 120 GPa, vu = 0,34. 


t 
A 500 MPa 
Es á 
LV 


800 MPa 











500 MPa 


Figura 10.26 
SOLUÇÃO 


Por inspeção, concluímos que a barra está submetida a um estado plano 
de tensões. Com base no carregamento, temos: 
gx = 800 MPa o, = —500 MPa Ty = 0 o =0 


As deformações normais associadas são determinadas pela lei de Hooke 
generalizada (Equação 10.18), ou seja: 
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Ox pY 
& = Ha EO +o,) 
— 800 MPa 0,34 = 
120(10º) MPa  120(10°) MPa (200 MPa) = 0,00808 
o, Ld 
= T e El + oz) 
_ _—500 MPa 0,34 o 
= T2010) MPa — 120(107) MPa (800 MPa + 0) = —0,00643 
o, V 
Ez T = g + T) 
0,34 
s (800 MPa —500 MPa) = —0,000850 


120(10º) MPa 
Os novos comprimento, largura e espessura são, portanto: 


a” = 300 mm + 0,00808(300 mm) = 302,4 mm Resposta 
b’ = 50 mm + (— 0,00643)(50 mm) = 49,68 mm Resposta 
ť = 20 mm + (— 0,000850)(20 mm) = 19,98 mm Resposta 


TT 


EXEMPLO 10.11 


Se o bloco retangular da Figura 10.27 estiver submetido a uma pressão 
uniforme p = 20 psi, quais serão a dilatação e a mudança de comprimento em 
cada lado? Adotar E = 600 psi, v = 0,45. 








Figura 10.27 





SOLUÇÃO 
Dilatação. A dilatação é determinada usando-se a Equação 10.23 com o, = 
o, = 0, = —20 psi. Temos: 
=, 
e= I E Hlo, + o + o,) 

1 2(045) n, . 

— 600 psi [620 pe] 

= —0,01 pol'/poÉ Resposta 


Mudança de Comprimento. A deformação normal em cada lado é deter- 
minada pela lei de Hooke (Equação 10.18), isto é: 


e= Ho — v(o,+ c;)] 


1 l | 
= —2 = a: = SEN 
600 psi! 720 Psi — (0,45)(-20 psi — 20 psi)] = —0,00333 pol/pol 
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Desse modo, a mudança de comprimento em cada lado será: 


da = —0,00333(4 pol) = —0,0133 pol Resposta 
ôb = —0,00333(2 pol) = —0,00667 pol Resposta 
ôc = —0,00333(3 pol) = —0,0100 pol Resposta 


O sinal negativo indica que cada dimensão decresce. 





Ê PROBLEMAS 


10.33. Para o caso do estado plano de tensões, mostrar que 
a lei de Hooke é escrita como: 
2 (e + ve) (e, + ve) 
Ox n& > O, OW So 
(1 = v’) X: > (1 Ex 1°) x 

10.34. Usar a lei de Hooke (Equação 10.18) para desen- 
volver as equações de transformação da deformação (equa- 
ções 10.5 e 10.6), a partir das equações de transformação da 
tensão 9.1 e 9.2. 


10.35. Determinar o módulo de compressibilidade do ferro 
fundido se Ep = 14(10°) ksi e ve = 0,20. 


*10.36. Determinar o módulo de compressibilidade da ebo- 
nite se Eepo = 0,68(10°) ksi e vebo = 0,43. 


10.37. A barra de cloreto de polivinil está sujeita a uma 
força axial de 900 lb. Supondo que ela tenha as dimensões 
originais mostradas, determinar o valor do coeficiente de 
Poisson se o ângulo 6 decrescer A0 = 0,01° depois que a carga 
for aplicada. E,» = 800(10º) psi. 









H 6 pol 


(O 


10.38. A haste é feita de alumínio 2014-T6. Se estiver sujeita 
a uma carga de tração de 700 N e seu diâmetro for de 20 mm, 
quais serão as deformações principais em um ponto de sua 
superfície? 


Problema 10.37 


700 N 700 N 


bamo eae 
Problema 10.38 


10.39. O extensômetro é colocado sobre a superfície de 
uma caldeira de aço de paredes finas como mostrado. Se o 
extensômetro tiver 0,5 pol de comprimento, qual será a 
pressão na caldeira quando ele se alongar 0,2(107°) pol? 
A caldeira tem espessura de 0,5 pol e diâmetro interno de 
60 pol. Determinar também a deformação por cisalhamen- 
to máxima no plano x-y do material. Esço = 29 (10º) ksi, 
Vaço = 0,3. 





Problema 10,39 


*10.40. O eixo tem raio de 15 mm e é feito de aço 
ferramenta L-2. Determinar as deformações nas direções x’ 
e y' se for aplicado ao eixo um torque T = 2 kN -m. 





Problema 10,40 


10.41. Determinar as deformações principais que ocorrem 
em um ponto de um membro de aço onde as tensões prin- 
cipais são Gmax = 18 ksi, Cint = 15 ksi, amín = —28 ksi. Eaço = 
29 (10º) ksi e vaço = 0,3. 


10.42. Uma barra de plástico com diâmetro de 0,5 pol está 
com carga em uma máquina de tração e foi determinado que 
€ = 530(107º) quando a carga é de 80 lb. Determinar 
o módulo de elasticidade, E,, e a dilatação, ep, do plástico 
(v, = 0,26). 


10.43. Uma haste tem raio de 10 mm. Supondo que seja 
submetida a uma carga axial de 15 N tal que sua deformação 
axial seja « = 275(1079), determinar o módulo de elasti- 
cidade E e a mudança em seu diâmetro (v = 0,23). 


*10.44. Por experiência, sabe-se que as deformações prin- 
cipais em um ponto de um plano de certo invólucro de aço 
são « = 350(1079) e & = —250(1079). Supondo Eco = 200 GPa 
e€ Yaço = 0,3, determinar as tensões principais nesse plano. 


10.45. As tensões principais e deformações associadas em 
um ponto de um plano são q = 40 ksi, o, = 25 ksi, & = 
1,15(107?) e « = 0,450(107*). Supondo que esse seja um caso 
de estado plano de tensões, determinar o módulo de elasti- 
cidade e a relação de Poisson. 


10.46. O vaso de pressão esférico tem diâmetro interno de 
2 m e espessura de 10 mm. Um extensômetro com 20 mm de 
comprimento é acoplado a ele, e observa-se um aumento 
de comprimento de 0,012 mm quando o vaso é pressurizado. 
Determinar a pressão que provoca a deformação e encontrar 
a tensão de cisalhamento máxima no plano e a tensão de 
cisalhamento máxima absoluta em um ponto da superfície 
externa. O material é aço, para o qual E. = 200 GPa e 
Vaço = 0,3. 


20 mm 





Problema 10.46 


10.47. As deformações principais em um ponto, medidas 
experimentalmente na fuselagem de alumínio de um avião a 
jato, são e; = 630(1079) e e = 350(1079). Supondo que esse 
seja um caso de estado plano de tensões, determinar as 
tensões principais associadas a esse ponto no mesmo plano. 
Ea = 10(10°) ksi e vy = 0,33. 


*10.48. Um extensômetro, colocado no plano vertical da 
superfície externa e, com ângulo de 60º em relação ao eixo 
do tubo, dá uma leitura no ponto A de e4 = —250(1079). 
Determinar a força vertical P, considerando que o tubo tenha 
diâmetro externo de 1 pol e diâmetro interno de 0,6 pol e 
seja feito de bronze C86100. 


10.49. Um extensômetro, colocado no plano vertical da 
superfície externa e com ângulo de 60º em relação ao eixo 
do tubo, dá uma leitura no ponto A de e4 = —250(1079). 
Determinar as tensões principais nesse ponto. O tubo tem 
diâmetro externo de 1 pol, diâmetro interno de 0,6 pol e é 
feito de bronze C86100. 





Problemas 10.48/10.49 
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10.50. O ar é bombecado através de C para um vaso de 
pressão de paredes finas. Se as extremidades do vaso estão 
fechadas por dois pistões acoplados a uma haste AB, qual 
será o aumento de diâmetro quando a pressão manométrica 
interna for 5 MPa? Além disso, qual será o esforço de tração 
na haste AB se cla tiver diâmetro de 100 mm? O raio interno 
do vaso é de 400 mm e sua espessura é de 10 mm. Ero = 
200 GPa € maço = 0,3. 





Problema 10.50 


10.51. O extensômetro é colocado sobre a superfície de uma 
caldeira de aço de paredes finas como mostrado. Supondo 
que ele tenha 0,2 pol de comprimento, qual será a pressão 
na caldeira quando ele se alongar 0,08(107?) pol? A caldeira 
tem espessura de 0,5 pol, diâmetro interno de 30 pol e é feita 
de aço inoxidável 304. Determinar também a deformação por 
cisalhamento máxima no plano x-y e a deformação por ci- 
salhamento máxima absoluta no material. 





Problema 10,51 


*10,52. O eixo tem raio de 15 mm e é feito de aço 
ferramenta L2. Determinar as deformações nas direções x' e 
y’ se lhe for aplicado um torque T = 2 kN m. 





Problema 10.52 


10.53. O eixo tem raio de 15 mm e é feito de aço ferramen- 
ta L2. Determinar o torque T se os dois extensômetros, 
acoplados à superfície, informaram deformações de ey = 
-45(10 e ey = 45(1079). Calcular também as deformações 
que atuam nas direções x e y. 





Problema 10,53 
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10.54. Determinar a mudança de volume da chapa cônica 
quando está submetida à carga axial P. O material tem 
espessura t, módulo de elasticidade E e o coeficiente de 
Poisson é v. 








Problema 10.54 


10.55. Um vaso de pressão cilíndrico de paredes finas tem 
raio interno r, espessura t e comprimento L. Mostra que, se 
for submetido a uma pressão interna p, o aumento em seu 
raio interno será ôr = pr(2 — v)/2Et e o aumento em seu com- 
primento será L = pLr(1 — 2)/2Et. Usando esses resul- 
tados, mostrar que a mudança no volume interno é ôV = 
(A + e) (1 + JL — m?L. Como a e e são quantidades 
pequenas, mostrar ainda que a mudança de volume por 
unidade de volume, chamada deformação volumétrica, é 
escrita como V/V = (pr/2E/(S — 49). 


*10.56. Um tubo de aço A-36 está submetido a uma carga 


axial de 60 kN. Determinar a mudança de volume no material 
depois que a carga for aplicada, 


30 mm 40 mm 








- -0,5m - 


Problema 10.56 


10.57. Um material mole é colocado em um cilindro rígido 
que repousa sobre um suporte rígido. Determinar o fator pelo 
qual o módulo de elasticidade aparente será aumentado por 
não estar confinado quando a carga é aplicada. Adotar v = 
0,3 para o material. 





Problema 10.57 


10.58. Um vaso de pressão esférico com paredes finas, raio 
interno r e espessura 1 é submetido a uma pressão interna p. 
Mostrar que o aumento de volume em seu interior é 8V = 
Cpm /EN(1 — v). Usar uma análise para pequenas defor- 
mações. 


10.59. Um vaso de pressão cilíndrico com paredes finas, raio 
interno r e espessura t é submetido a uma pressão interna p. 
Se as constantes do material forem E e vy, quais serão as 
deformações nas direções circunferencial e longitudinal? 
Usando esses resultados, calcular o aumento de diâmetro e 
de comprimento em um vaso de pressão feito de aço e cheio 
de ar, com pressão manométrica interna de 20 MPa. O vaso 
tem 2 m de comprimento, raio interno de 0,4 m e espessura 
de 10 mm. Eaço = 200 GPa € viço = 0,3. 


*10.60. Estimar o aumento de volume no reservatório do 
Problema 10.59. Sugestão: usar os resultados do Problema 
10.55 para verificação. 





Problemas 10.59/10.60 


10.61. A cavidade do corpo rígido está cheia de alumínio 
6061-T6 líquido, Quando resfriado, ele fica a 0,012 pol do 
topo da cavidade. Supondo que esse topo seja coberto e a 
temperatura aumentada 200º F, determinar os componentes 
de tensão oy, 0, e o, no alumínio. Dica: usar a Equação 10.18 
com um termo de deformação adicional «AT (Equação 4.4). 


10.62. A cavidade do corpo rígido está cheia de alumínio 
6061-T6 líquido. Quando resfriado, ele fica a 0,012 pol do 
topo da cavidade. Supondo que esse topo não seja coberto 
e a temperatura seja aumentada 200º F, determinar os com- 
ponentes de deformação e,, e, e e, no alumínio. Dica: usar 
a Equação 10.18 com um termo de deformação adicional 
«AT (Equação 4.4). 
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10.63. O bloco está instalado entre os apoios fixos. Supondo 
que a junta resista a uma tensão de cisalhamento máxima 
Tadm = 2 ksi, determinar o aumento de temperatura que 
provocará sua falha. Adotar E = 10(10) ksi, v = 0,2 e œ = 
6,0(1076)/°F. Dica: usar a Equação 10.18 com um termo de 
deformação adicional «AT (Equação 4.4). 





Problemas 10.61/10.62 Problema 10,63 


CPR SEE E 


*10.7 Teorias DA FALHA 


Quando precisa claborar um projeto com um material específico, o 
engenheiro deve estabelecer um limite superior para o estado de tensão que 
defina a falha do material. Se o material for dúctil, geralmente a falha será 
especificada pelo início do escoamento; se o material for frágil, ela será es- 
pecificada pela fratura. Esses modos de falha são prontamente definidos se o 
elemento estiver submetido a um estado de tensão uniaxial, como no caso de 
tensão simples; entretanto, se ele estiver submetido a tensões biaxial ou 
triaxial, o critério para a falha torna-se mais difícil de estabelecer. 

Nesta seção discutiremos quatro teorias frequentemente usadas na prática 
da engenharia para prever a falha de um material submetido a um estado de 
tensão multiaxial. Essas teorias, e outras como estas, também são usadas para 
determinar as tensões admissíveis descritas em muitas normas de projeto. 
Nenhuma teoria da falha, no entanto, aplica-se sempre a determinado material, 
pois ele se comportará de maneira dúctil ou frágil, conforme a temperatura, a 
taxa de carga, o ambiente químico, o tipo de material ou, ainda, seu processo 
de fabricação. Ao usar uma teoria da falha em particular, é necessário calcular 
primeiro os componentes das tensões normal e de cisalhamento nos pontos do 
elemento em que estas são maiores. Calculam-se tais componentes aplicando 
os princípios da resistência dos materiais e os fatores de concentração de ten- 
sões, quando cabíveis; em situações complexas, os componentes maiores da 
tensão são determinados por meio tanto de uma análise matemática baseada 
na teoria da elasticidade como de uma técnica experimental apropriada. Em 
qualquer caso, uma vez estabelecido o estado de tensão, as tensões principais 
são determinadas para os pontos críticos, visto que todas as teorias apresentadas 
a seguir se baseiam no conhecimento das tensões principais. 


Materiais Dúcteis 


Teoria da Tensão de Cisalhamento Máxima. O caso mais comum de es- 
coamento de um material dúctil, como o aço, é o deslizamento, que ocorre ao 
longo dos planos de contato dos cristais que, aleatoriamente ordenados, for- 
mam o próprio material. Esse deslizamento deve-se à tensão de cisalhamento 
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Linhas de Liider 
` em uma tira de 
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Figura 10.28 
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Tensão axial 
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G=0; 


(b) 





(c) 


Figura 10.29 








Teoria da tensão de cisalhamento máxima 


Figura 10,30 


e, se fizermos um corpo-de-prova com uma tira fina altamente polida e a sub- 
metermos a um teste de tração simples, veremos como a tensão provoca O 
escoamento do material (Figura 10.28). As bordas dos planos de deslizamento 
que aparecem na superfície da tira são denominadas linhas de Liider. Essas li- 
nhas indicam claramente os planos de deslizamento, que ocorrem a aproxima- 
damente 45º do eixo da tira. 

Consideremos um elemento do material tirado de um corpo-de-prova de 
tração, sujeito apenas ao limite de escoamento og (Figura 10.294). A tensão de 
cisalhamento máxima é determinada desenhando-se o círculo de Mohr para o 
elemento (Figura 10.296). Os resultados indicam que: 


Tnax = E (10.26) 
2 

Além disso, a tensão de cisalhamento atua nos planos a 45° a partir dos 
planos de tensão principal (Figura 10.29c), os quais coincidem com a direção 
das linhas de Lider mostradas no corpo-de-prova, indicando que a falha ocorre, 
na verdade, por cisalhamento, 

Usando essa idéia de que os materiais dúcteis falham por cisalhamento, 
Henri Tresca propôs, em 1868, a teoria da tensão de cisalhamento máxima ou 
critério do escoamento de Tresca. Essa teoria é usada para prever a tensão de 
falha de um material dúctil submetido a qualquer tipo de carga. A teoria da 
tensão de cisalhamento máxima diz que o escoamento do material começa 
quando a tensão de cisalhamento máxima absoluta atinge o valor da tensão de 
cisalhamento que provoca escoamento do material quando ele está submetido 
apenas a tensão axial. Segundo essa teoria, para evitar a falha, que 7 máx do 
material seja menor ou igual a ox/2, onde or é determinada por um teste de 
tração simples. 

Para aplicação, vamos expressar a tensão de cisalhamento máxima absoluta 
em termos das tensões principais. O procedimento de cálculo foi discutido na 
Seção 9.7 em relação ao estado plano de tensões, isto é, quando a tensão 
principal fora do plano é nula. Se as duas tensões principais no plano tiverem 
o mesmo sinal, ou seja, se ambas forem de tração ou compressão, então a falha 
ocorrerá fora do plano e, pela Equação 9.15: 


e Omáx 
Tmáx > 


abs 2 


Por outro lado, se as tensões principais no plano tiverem sinais opostos, 
então a falha ocorrerá no plano c, pela Equação 9.16: 


Imáx mín 
TT a 
abs 2 
A partir dessas equações e da Equação 10.26, a teoria da tensão de 
cisalhamento máxima para o estado plano de tensões pode ser expressa para 
quaisquer tensões principais no plano como g; € a», de acordo com o seguinte 
critério: 


lol = 0g By 
| gı € o têm sinais iguais 


| |a| = og | (10.27) 


| loi — m| = oe} q e o têm sinais opostos | 


L 


Um gráfico dessas equações é mostrado na Figura 10.30. Evidentemente, 
se qualquer ponto do material estiver sujeito a um estado plano de tensões e 
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suas tensões principais no plano forem representadas pelas coordenadas (0, 
o2) marcadas no limite ou fora da área hexagonal sombreada, o material escoará 
no ponto e ocorrerá a falha. 


Teoria da Energia de Distorção Máxima. Na Seção 3.5 foi dito que um 
material, quando deformado por uma carga externa, tende a armazenar energia 
internamente em todo o seu volume. A energia por unidade de volume do 
material é chamada densidade de energia de deformação e, se ele estiver sujeito 
a uma tensão uniaxial, o, essa densidade, definida pela Equação 3.6, será escrita 
como: 
1 
Rare (10.28) 

É possível definir um critério de falha baseado nas distorções provocadas 
pela energia de deformação. Antes, porém, precisamos determinar a densidade 
de energia de deformação em um elemento de volume do material submetido 
às três tensões principais 0, oz e os (Figura 10.314). Nesse caso, cada tensão 
principal contribuirá com uma parte da densidade de energia de deformação 
total, de modo que: 

u= 208 + Tor + oss 

Se o material comporta-se de maneira linear-elástica, a lei de Hooke se 
aplica. Portanto, substituindo a Equação 10.18 na equação anterior e simpli- 
ficando, obtemos: 


u= Ho +o + o; — (T + o0 + 0309)] (10.29) 

Essa densidade de energia de deformação é considerada a soma de duas 
partes, uma das quais representa a energia necessária para provocar uma 
mudança de volume do elemento sem mudar sua forma; e a outra, a energia 
necessária para distorcer o elemento, Especificamente, a energia armazenada 
no elemento como resultado da sua mudança de volume é provocada pela 
aplicação da tensão principal média, Onea = (01 + 0» + 03)/3, uma vez que 
essa tensão provoca deformações principais iguais no material (Figura 10.315). 
A parte restante da tensão, (0, — Oea). (02 — Cmeéa) € (03 — Cméa), provoca a 
energia de distorção (Figura 10.31c). 

Experimentos demonstraram que os materiais não escoam quando sub- 
metidos a uma tensão uniforme (hidrostática), tal como a mea discutida 
anteriormente. Com base nisso, em 1904 M. Huber propôs que ocorre escoa- 
mento em um material dúctil quando a energia de distorção por unidade de 
volume do material é igual ou maior que a energia de distorção por unidade 
de volume do mesmo material quando ele é submetido a escoamento em um 
teste de tração simples. Essa teoria é cnamada teoria da energia de distorção 
máxima e, como foi redefinida posteriormente por R. von Mises e H. Hencky, 
às vezes também leva seus nomes. 

Para obter a energia de distorção por unidade de volume, substituiremos 
as tensões 04, 0, € 03 por (04 — Oméa), (0) — Oméd) € (03 — Oméd), respec- 
tivamente, na Equação 10.29, levando em conta que amea = (01 + m + 05)/3. 
Desenvolvendo e simplificando, obtemos: 


_itvy LUO, Do: E 
Va 6E [o — o) + (0, — 03) + (03 — o] 


No caso do estado plano de tensões, os = 0, e essa equação reduz-se a: 


+» 


ua = 3E (o? = ao + 02) 


(a) 





(b) 


-+ 


ra (03 — Oma) 











(0 — Oméd) 


(e) 


Figura 10.31 
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Teoria da energia de distorção máxima 


Figura 10,32 


Cisalhamento puro 





Figura 10.33 





| 
| 


Falha de um material 
frágil sob tração 


(a) 
Figura 10.35 


Em um teste de tração uniaxial, o, = Cg, 0» = 03 = 0 e assim: 


Como a teoria da energia de distorção máxima requer que uq = (ua); 
para o caso de tensão no plano ou biaxial temos: 


o — no +o = oge (10.30) 





Essa equação representa uma curva elíptica (Figura 10.32). Assim, se um 
ponto do material estiver tracionado de tal forma que a coordenada da tensão 
(01, 02) esteja posicionada no limite ou fora da área sombreada, diz-se que 
o material falhou. 

A comparação dos dois critérios anteriores é mostrada na Figura 10.33. 
Observe que as duas teorias levam os mesmos resultados quando as tensões 
principais são iguais, ou seja, pelas equações 10.27 e 10.30, 04 = o, = oz. ou 
quando uma das tensões principais for zero e a outra tiver intensidade de op. 
Por outro lado, se o material estiver sujeito a cisalhamento puro, 7, as teorias 
apresentarão maior discrepância na previsão da falha. A coordenada da tensão 
desses pontos nas curvas foi determinada com base no elemento mostrado na 
Figura 10.344. Pelo círculo de Mohr associado a esse estado de tensão (Figura 
10.34b), obtemos as tensões principais o, = Te oz = ~rt. Por meio das equações 
10.27 e 10.30, a teoria da tensão de cisalhamento máxima e a teoria da energia 
de distorção máxima afirmam que o, = 0x/2 e o = og/V3, respectivamente 
(Figura 10.33). 

Testes de torção, usados para desenvolver a condição de cisalhamento puro 
em um corpo-de-prova dúctil, mostraram que a teoria da energia de distorção 
máxima oferece resultados mais precisos para falha de cisalhamento puro que 
a teoria da tensão de cisalhamento máxima. De fato, como (os/V3)/(ox/2) = 
1,15 a tensão de cisalhamento para escoamento do material obtida pela teoria 
da energia de distorção máxima é 15% mais precisa que a obtida pela teo- 
ria da tensão de cisalhamento máxima. 


ii Oi 
ES A(T. 0) 
E 


(a) T 


Figura 10.34 








(b) 


Materiais Frágeis 


Teoria da Tensão Normal Máxima. Afirmamos anteriormente que materiais 
frágeis, como o ferro fundido, tendem a falhar subitamente por fratura sem 
escoamento aparente. Em um teste de tração, a fratura ocorre quando a tensão 
normal atinge o limite de resistência, o, (Figura 10.354). Além disso, em um 
teste de torção, a fratura ocorre devido à tensão de tração máxima, uma vez que 
o plano de fratura do elemento está a 45º em relação à direção do cisalhamento 
(Figura 10.35h). A superfície da fratura é, portanto, helicoidal como mostrado.! 


* Um giz se rompe quando suas extremidades são torcidas. 
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Além disso, experimentos mostraram que durante a torção a resistência do 
material não é afetada pela presença da tensão de compressão principal 
associada em ângulos retos à tensão de tração principal. Consegientemente, a 
tensão de tração necessária para fraturar um corpo-de-prova em um teste de 
torção é aproximadamente a mesma necessária para fraturar um corpo-de- 
prova sob tração simples. Por essa razão, a teoria da tensão normal máxima 
estabelece que um material frágil falha quando a tensão principal máxima o; 
atinge um valor-limite igual ao limite de resistência que o material suporta 
quando submetido a tração simples. 
Se o material estiver sujeito ao estado plano de tensões requer-se que: 


(10.31) 





Essas equações são mostradas graficamente na Figura 10.36. Aqui se vê 
que, caso a coordenada da tensão (01, o2) em um ponto do material caia no 
limite ou fora da área sombreada, supõe-se que o material sofrerá fratura. Essa 
teoria é creditada geralmente a W. Rankine, que a propôs em meados de 1800. 
Foi determinado experimentalmente que ela concorda com o comportamento 
dos materiais frágeis cujos diagramas tensão-deformação sejam similares tanto 
sob tração quanto sob compressão. 


Critério de Falha de Mohr. Em alguns materiais frágeis, porém, as proprie- 
dades da tração e da compressão são diferentes. Nesse caso, usa-se um critério 
baseado no círculo de Mohr para prever a falha do material. O método foi 
desenvolvido por Otto Mohr e, às vezes, é denominado critério de falha de Mohr. 
Para aplicá-lo, executam-se primeiro três testes no material. Um teste de tração 
uniaxial e um de compressão uniaxial são usados para determinar os limites 
de resistência à tração e à compressão (o;), e (0;).. respectivamente. Além disso, 
realiza-se um teste de torção para determinar o limite de resistência ao cisa- 
lhamento, 7,, do material. O círculo de Mohr para cada uma dessas condições 
de tensão é então construído como mostra a Figura 10.37. O círculo A re- 
presenta a condição de tensão o, = 0, = 0,03 = — (c); O círculo B representa 
as condições de tensão o, = (o;)), 0» = 03 = 0; e o círculo C representa a 
condição de cisalhamento puro provocada por 7,. Os três círculos estão contidos 
em um ‘envelope de falha’ indicado pela curva colorida extrapolada, desenhada 
tangencialmente a eles. Se o estado plano de tensões em determinado ponto é 
representado por um círculo contido dentro do envelope, diz-se que o material 
não falhará. Se, no entanto, o círculo tiver um ponto de tangência com o 
envelope ou se estender além do limite deste, então ocorrerá falha. 

Podemos também representar o critério em um gráfico de tensões prin- 
cipais o, e o (03 = 0). Essa condição é mostrada na Figura 10.38. Nesse caso, 
a falha ocorre quando o valor absoluto de qualquer uma das tensões principais 
atinge um valor igual ou maior que (o,); ou (g;). ou, em geral, se o estado de 
tensão em um ponto é definido pela coordenada da tensão (01, 0) localizada 
no limite ou fora da área sombreada. 

Qualquer um dos dois critérios anteriores é usado na prática para pre- 
ver a falha de um material frágil. Entretanto, deve-se compreender que sua 
utilidade é bastante limitada. A fratura por tração ocorre muito subitamente 
e, em geral, seu início depende das concentrações de tensão desenvolvidas em 
imperfeições microscópicas do material, tais como inclusões ou vazios, entalhes 
na superfície e pequenas trincas. Como cada uma dessas irregularidades varia 
de corpo-de-prova para corpo-de-prova, torna-se difícil definir a falha com base 
em um único teste. Por outro lado, trincas e outras irregularidades tendem a 
fechar-se quando o corpo-de-prova é comprimido e, portanto, não constituem 
pontos de falha como ocorreria se o corpo-de-prova fosse submetido a tração. 


() 
as 45º 


yi AS 
(O a ço) 


Falha de um material 
frágil sob torção 


(b) 
Figura 10.35 





Teoria da tensão normal máxima 


Figura 10.36 


Envelope de falha 








Critério de falha de Mohr 
Figura 10.38 
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Pontos IMPORTANTES 


e Seo material é dúciil, a falha é definida pelo início do escoamento; se é frágil, é definida pela fratura. 


e A falha dúctil se dá quando ocorre deslizamento entre os cristais que compõem o material. Esse deslizamento 
deve-se à tensão de cisalhamento, fato no qual se baseia a teoria da tensão de cisalhamento máxima. 


e A energia de deformação armazena-se em um material quando ele é submetido a tensão normal. A teoria da 
energia de distorção máxima depende da energia de deformação que distorce o material e não da parte que au- 
menta seu volume. 


e A fratura de um material frágil é provocada somente pelo esforço de tração máximo e não pelo esforço de com- 
pressão. Essa é a base da teoria da tensão normal máxima e é aplicável se o diagrama tensão-deformação do ma- 
terial for similar tanto sob tração quanto sob compressão. 


e Se um material frágil tiver diagramas tensão-deformação diferentes sob tração e sob compressão, então se usará 
o critério de falha de Mohr para prever a falha. 


* Devido às imperfeições do material, é difícil prever a fratura por tração de um material frágil e, assim, as teorias 
da falha para esse tipo de material devem ser usadas com cautela. 


EXEMPLO 10.12 





O tubo de aço mostrado na Figura 10.39a tem diâmetro interno de 60 mm 
e diâmetro externo de 80 mm. Supondo que esteja sujeito a um momento de 
torção de 8 kN - m e a um momento fletor de 3,5 kN - m, determinar se essas 
cargas provocam a falha definida pela teoria da energia de distorção máxima. 
O limite de escoamento encontrado em um teste de tração é or = 250 MPa. 


SOLUÇÃO 


Para resolver esse problema devemos investigar um ponto no tubo que 
esteja sujeito a um estado de máxima tensão crítica. Tanto o momento de torção 
quanto o fletor são uniformes ao longo do comprimento do tubo. Na seção 
arbitrária a-a (Figura 10.394), essas cargas produzem as distribuições de ten- 
são mostradas nas figuras 10.39b e 10.39c. Por inspeção, concluímos que os 
pontos 4 e B estão sujeitos ao mesmo estado crítico de tensões. Aqui vamos 
investigar o estado de tensão em A. Desse modo: 





Te (8.000 N - m)(0,04 m) 











a TA =F = CmDl(o,04 m) — (0,03 my] ~ 164 MPa 
Mec (3.500 N - m)(0,04 m) 
101,9 MPa O TIGA MPa MAES (m/4)(0,04 m}? — (0,03 m)?] 7 101,9 MPa 


(d) 
do Esses resultados podem ser conferidos em uma vista tridimensional de um 
elemento do material no ponto A (Figura 10.39) e, além disso, como o material 
está submetido ao estado plano de tensões, é mostrado em duas dimensões 
116,4 MPa (Figura 10.39). 

O círculo de Mohr para o estado plano de tensões tem centro localizado 

em: 

0 — 101,9 
Ome = 2º = 50,9 MPa 





O ponto de referência A(O, —116,4 MPa) foi marcado, e o círculo foi 
T (MPa) construído (Figura 10.39. Nesse caso, o raio calculado pelo triângulo som- 
Figura 10.39 breado é R = 127,1 e, desse modo, as tensões principais no plano são: 
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q = —50,9 + 127,1 = 76,2 MPa 
o = —50,9 — 127,1 = — 178,0 MPa 


Usando a Equação 10.30, requer-se que: 


(o? no + 0?) < or 


[(76,2)? — (76,2X(—178,0) + (—178,0}] (250) 51.100 < 62.500 OK 


Como o critério foi satisfeito, de acordo com a teoria da energia de dis- 
torção máxima o material do tubo não escoará (‘falhar’). 





O eixo maciço de ferro fundido mostrado na Figura 10.404 está sujeito ao 
torque T = 400 lb - pés. Determinar o menor raio de modo que não ocorra 
falha, de acordo com a teoria da tensão normal máxima. Um corpo-de-prova 
de ferro fundido, testado sob tração, tem limite de resistência (o); = 20 ksi. 


T =4001b. pés Timáx 





T =400 Ib- pés 





(a) 





—Tmáx 


Figura 10.40 
(b) 


SOLUÇÃO 


A tensão máxima ou crítica ocorre em um ponto localizado na superfície 
do eixo. Supondo que o eixo tenha raio r, a tensão de cisalhamento é: 








Te (400 1b: pés)(12 polfpé)r  3.055,8 Ib - pol 


Tmiem J (mi)? r? 


O círculo de Mohr para esse estado de tensão (cisalhamento puro) é 
mostrado na Figura 10.40b. Como R = Tmáx, então: 


3.055,8 Ib - pol 
3 


Oi = "02 Tmáx 7 r 


A teoria da tensão normal máxima (Equação 10.31), requer: 


lo] A 


. 5 ü 
atoa EP l Z 20.000 Ibipol? 


Desse modo, o menor raio do eixo é determinado por: 


.055,8 1b - pol. 
aep] ol L 20.000 Ib/pol? 


r = 0,535 pol Resposta 





420 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


EXEMPLO 10.14 





O eixo maciço mostrado na Figura 10.144 tem raio de 0,5 pol e é feito de 
aço com limite de escoamento or = 36 ksi. Determinar se o carregamento 
provocará sua falha, de acordo com a teoria da tensão de cisalhamento máxima 
e a teoria da energia de distorção máxima. 


15 kip SOLUÇÃO 
0,5pol 3:25 kip - pol O estado de tensão no eixo é provocado tanto pela força axial como pelo 
(a) torque. Visto que a tensão de cisalhamento máxima provocada pelo torque 


ocorre na superfície externa do material, temos: 


= 16,99:ksi P 15 kip , 
gna n (0,5 po) ~ 19,10 ksi 
19,10 ksi 
= Te _ 3,25 kip: pol(0,5 pol) — n 
— Txy = Sa =a T(0,5 pol)? = 16,55 ksi 
b) 
Figura 10.41 Os componentes de tensão são mostrados atuando sobre um elemento do 


material no ponto A da Figura 10.41b. Em vez de usar o círculo de Mohr, 
também podemos obter as tensões principais por meio das equações de trans- 
formação (Equação 9.5). 





Tx + 0; O; — A z 
O, — 2 + 2 Ee Txy 





—19,10 + O —19,10 — 07 
s= mme (== ) + (16,552 
= -9,55 + 19,11 
o = 9,56 ksi 
T = —28,66 ksi 


Teoria da Tensão de Cisalhamento Máxima. Como as tensões principais 
têm sinais opostos, então, de acordo com a Seção 9.7, a tensão de cisalhamento 
máxima absoluta ocorrerá no plano e, portanto, aplicando a segunda Equação 
10.27, teremos: 


ln — n| = Fg 
[9,56 — (-28,66)| = 36 
38,2 > 36 


Logo, de acordo com essa teoria, ocorrerá falha do material por cisalha- 
mento. 


Teoria da Energia de Distorção Máxima. Aplicando a Equação 10.30, 
temos: 


(o? — nos + oz) = OE 
[(9,56)? — (9,56)(-28,66) + (—28,66)?] = (36? 
1.187 =< 1.296 


Segundo essa teoria não ocorrerá falha. 





PROBLEMAS 


*10.64. Um material está sujeito ao estado plano de tensões. 
Expressar a teoria da falha relativa à tensão de cisalhamento 
máxima em termos de o, Ty € Try. Supor que as tensões 
principais tenham sinais algébricos diferentes, 


10.65. Um material está sujeito ao estado plano de tensões. 
Expressar a teoria da falha relativa à energia de distorção 
máxima em termos de 0,, 0, € Ty 


10.66. O estado plano de tensões em um ponto crítico do 
suporte de aço de uma máquina é mostrado. Supondo que o 
limite de escoamento do aço seja ox = 36 ksi, determinar 
se ocorrerá escoamento usando a teoria da energia de dis- 
torção máxima. 


10.67. Resolver o Problema 10.66 usando a teoria da tensão 
de cisalhamento máxima. 


12 ksi 


20 ksi 





Problemas 10.66/10.67 


*10.68. O limite de escoamento de uma liga de zircônio- 
magnésio é gg = 15,3 ksi. Supondo que uma peça de máquina 
seja feita desse material e um ponto crítico seja submetido 
às tensões principais no plano o, e o, = — 0,501, determinar 
a intensidade de o; que provocará escoamento, de acordo 
com a teoria da tensão de cisalhamento máxima. 


10.69. Resolver o Problema 10.68 usando a teoria da ener- 
gia de distorção máxima. 


10.70. O limite de escoamento de uma liga de berílio-cobre 
tratada termicamente é op = 130 ksi. Se esse material for 
submetido ao estado plano de tensões e ocorrer falha elástica 
quando uma das tensões principais for 145 ksi, qual será a 
menor intensidade da outra tensão principal? Usar a teoria 
da energia de distorção máxima. 


10.71. O limite de escoamento de um material plástico é o 
= 110 MPa. Se esse material for submetido ao estado plano 
de tensões e ocorrer falha elástica quando uma das tensões 
principais for 120 MPa, qual será a menor intensidade da 
outra tensão principal? Usar a teoria da energia de distorção 
máxima. 


*10.72. Resolver o Problema 10.71 usando a teoria da 
tensão de cisalhamento máxima. Ambas as tensões principais 
têm sinais opostos. 


10.73. O elemento está sujeito às tensões mostradas. Se op 
= 36 ksi, determinar o fator de segurança para o carre- 
gamento com base na teoria da tensão de cisalhamento 
máxima. 
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10.74. Resolver o Problema 
energia de distorção máxima. 


10.73 usando a teoria da 


I2 ksi 


4 ksi 


8 ksi 


Problemas 10.73/10,74 


10.75. Uma barra com área da seção transversal circular é 
feita de aço carbono SAE 1045, cujo limite de escoamento 
é gag = 150 ksi. Se a barra for submetida a um torque de 30 
kip - pol a um momento fletor de 56 kip - pol, qual diâmetro 
ela precisará ter, de acordo com a teoria da energia de 
distorção máxima? Usar um fator de segurança 2 em relação 
ao escoamento. 


*10.76. Uma barra com área da seção transversal quadrada 
é feita de um material cujo limite de escoamento é or = 
120 ksi. Se a barra for submetida a um momento fletor de 
75 kip - pol, quais dimensões ela precisará ter, de acordo com 
a teoria da energia de distorção máxima? Usar um fator de 
segurança 1,5 em relação ao escoamento. 


10.77. Resolver o Problema 10.76 usando a teoria da tensão 
de cisalhamento máxima. 


10.78. As tensões principais no plano que atuam sobre o 
elemento infinitesimal são mostradas. Supondo que o ma- 
terial seja aço de construção de máquinas com limite de 
escoamento o = 700 MPa, determinar o fator de segurança 
em relação ao escoamento se for considerada a teoria da 
tensão de cisalhamento máxima. 


50 MPa 


80 MPa 


Problema 10.78 


10.79. O estado de tensão que atua em um ponto crítico do 
elemento de máquina é mostrado na figura. Determinar o 
menor limite de escoamento para o aço a ser selecionado 
para a peça, baseando-se na teoria da tensão de cisalhamento 
máxima. 


422 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 





4 ksi 


8 ksi 


Problema 10.79 


*10.80.  Deduzir uma expressão para um torque equivalente 
T. que, se aplicado sozinho a um eixo maciço com seção 
transversal circular, provocaria a mesma energia de distorção 
que a combinação do momento fletor M com o torque T. 


10.81. Supondo que um eixo seja feito de níquel para o qual 
o; = 65 ksi, determinar o esforço de torção máximo 
requerido para provocar escoamento usando (a) a teoria da 
tensão de cisalhamento máxima e (b) a teoria da energia de 
distorção máxima. 


10.82. Deduzir uma expressão para um momento fletor 
equivalente M, que, se aplicado sozinho a uma barra maciça 
com seção transversal circular, provocaria a mesma tensão de 
cisalhamento máxima que a combinação do momento M com 
o torque T. Supor que as tensões principais tenham sinais 
algébricos opostos. 


10.83. O estado de tensão que atua sobre a estrutura do 
assento de um automóvel durante uma trombada é mostrado 
na figura. Determinar o menor limite de escoamento para o 
aço a ser selecionado para o clemento, baseando-se na teoria 
da tensão de cisalhamento máxima. 


*10.84. Resolver o Problema 10.83 usando a teoria da ener- 
gia de distorção máxima. 


—» 25 ksi 


q 





Problemas 19.83/10,84 


10.85. Supondo que uma peça de máquina seja feita de 
titânio (Ti-6A1-4V) e um ponto crítico do material esteja 
sujeito ao estado plano de tensões, tal que as tensões prin- 
cipais sejam g; e oz = 0,501, determinar a intensidade de 01 
em MPa que provocará escoamento de acordo com (a) a 
teoria da tensão de cisalhamento máxima e (b) a teoria da 
energia de distorção máxima. 


10.86. Uma liga de alumínio 6061-T6 deve ser usada em um 
eixo de acionamento para que transmita 50 hp a 1.800 
rev /min. Usando um fator de segurança ES. = 2, em relação 
ao escoamento, determinar o menor diâmetro de eixo que 
pode ser selecionado com base na teoria da energia de dis- 
torção máxima. 


10.87. Resolver o Problema 10.86 usando a teoria da tensão 
de cisalhamento máxima. 


*10.88. O elemento está submetido às tensões mostradas. Se 
gg = 50 ksi, determinar o fator de segurança para o carre- 
gamento com base (a) na teoria da tensão de cisalhamento 
máxima e (b) na teoria da energia de distorção máxima. 


8 ksi 
7 ksi 


12 ksi 


EE 


Probiema 10.88 


10.89. Uma liga de alumínio 6061-T6 deve ser usada em um 
eixo de acionamento para que transmita 40 hp a 2.400 
rev/min. Usando um fator de segurança FS. = 2, em relação 
ao escoamento, determinar o menor diâmetro de eixo que 
pode ser selecionado com base na teoria da tensão de 
cisalhamento máxima. 


10.90. Resolver o Problema 10.89 usando a teoria da 
energia de distorção máxima. 


10.91. As tensões principais que atuam em determinado 
ponto de um vaso de pressão cilíndrico de paredes finas são 
o = prjt, o = pr/2t e o = 0. Supondo que o limite de 
escoamento seja or, determinar o valor máximo de p segundo 
(a) a teoria da tensão de cisalhamento máxima e (b) a teoria 
da energia de distorção máxima. 


*10.92. O estado de tensão que atua no ponto crítico de 
uma chave é mostrado na figura. Determinar o menor limite 
de escoamento do aço que pode ser escolhido para a peça, 
segundo a teoria da energia de distorção máxima. 


10.93. O estado de tensão que atua no ponto crítico de uma 
chave é mostrado na figura. Determinar o menor limite de 
escoamento do aço que pode ser escolhido para a peça, 
segundo a teoria da tensão de cisalhamento máxima. 





Problemas 10.02/10,93 


10,94. Os carregamentos internos na seção crítica ao longo 
do eixo de acionamento de um navio foram calculados para 
um torque de 2.650 Ib - pés, um momento fletor de 2.800 
lb - pés e uma propulsão axial de 3.700 lb. Supondo que o 
material seja o aço e os limites de escoamento para tração e 
cisalhamento sejam o; = 100 ksi e Tg = 50 ksi, respectiva- 
mente, determinar o diâmetro que o eixo precisa ter, de 
acordo com a teoria da tensão de cisalhamento máxima. 





Dad (SA 2.800 Ib-pés 
2.650 Ib-pés 
3.700 pés 
Problema 10.94 


10.95. O cilindro de ferro fundido com diâmetro de 100 mm 
está submetido a um torque de 600 N : m e a uma força de 
compressão de 15 kN. Determinar se ele falhará de acordo 
com a teoria da energia de distorção máxima. O limite de 
resistência do ferro fundido é o, = 170 MPa. 


600 Nm 


o E i 


Problema 10.95 


600 N-m 


*10.96. Os carregamentos internos na seção crítica ao longo 
do eixo de acionamento de um navio foram calculados para 


10.98. A deformação no ponto A da calota esférica tem com- 
ponentes e, = 250(10 9), e, = 400(109), ysy = 275(1075), 
€ = 0. Determinar (a) as deformações principais em A, (b) a 
deformação por cisalhamento máxima no plano x-y e 
(c) a deformação por cisalhamento máxima absoluta. 





Problema 10,98 
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um torque de 2.650 lb - pés, um momento fletor de 2.800 Ib 
- pés e uma propulsão axial de 3.700 lb. Supondo que o 
material seja o aço e os limites de escoamento para tração e 
cisalhamento sejam o; = 100 ksi e Tẹ = 50 ksi, respectiva- 
mente, determinar o diâmetro que o eixo precisa ter, de 
acordo com a teoria da energia de distorção máxima. 





AM 2.650 Ib:pés 


3.700 pés 


Do 800 Ib-pés 


Problema 10.96 


10.97. O pequeno cilindro de concreto com diâmetro de 50 
mm está sujeito a um torque de 500 N - m e a uma força de 
compressão axial de 2 kN. Determinar se ele falhará de acor- 
do com a teoria da tensão normal máxima. O limite de re- 
sistência do concreto é o, = 28 MPa. 


2kN 


} 500 Nm 


1500 Nm 





2kN 
Problema 10.97 


E PROBLEMAS DE REVISÃO | 


10.99. Supondo que um eixo maciço com diâmetro d seja 
submetido a um torque T e a um momento M, mostrar que 
pela teoria da tensão de cisalhamento máxima a tensão de ci- 
salhamento máxima admissível é Taam = (16/7) VM? + T?. 
Supor que as tensões principais tenham sinais algébricos 
opostos. 


*10.100. Deduzir uma expressão para um momento fletor 
equivalente M, que, se aplicado sozinho a uma barra maciça 
com seção transversal circular, provocaria a mesma energia 
de distorção que a combinação do momento fletor M com o 
torque T. 


10,101. O estado de deformação em um ponto do braço tem 
componentes € = 250(109), e, = —450(109), ysy = 
—825(1076). Usar as equações de transformação da defor- 
mação para determinar (a) as deformações principais no 
Plano; (b) a deformação por cisalhamento máxima no plano 
e a deformação normal média. Especificar em cada caso a 
orientação do elemento e mostrar como as deformações o 
distorcem no plano x-y. 


424 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 





Problema 10,101 


10.102. A viga de alumínio tem a seção transversal retan- 
gular mostrada. Supondo que seja submetida ao momento 
fletor M = 60 kip - pol, determinar o aumento na dimensão 
de 2 pol em seu topo e a diminuição da dimensão na parte 
inferior. Ea = 10(10°) ksi e vy = 0,3. 






3 pol 
M =60 Im y 


hem 2 pol. 


Problema 10,102 


10.103. Determinar o módulo de compressibilidade de cada 
um dos seguintes materiais: (a) borracha, Epor = 0,4 ksi, Vborr 
= 0,48;e (b) vidro, E,idro = 810°) ksi, Vidro = 0,24. 


*10.104. Um vaso de pressão esférico com paredes finas tem 
raio interno r, espessura t e está submetido a uma pressão 
interna p. Se as constantes do material forem E e v, qual será 
a deformação na direção circunferencial em termos dos pa- 
râmetros indicados? 


10.105. A roseta de 60º está instalada em uma viga. As 
seguintes leituras foram obtidas em cada aferidor: e, = 
600(1079), ep = —700(10"*) e e, = 350(1079). Determinar (a) 
as deformações principais no plano; (b) a deformação por 
cisalhamento máxima no plano e a deformação normal mé- 
dia. Mostrar, em cada caso, o elemento distorcido em virtude 
dessas deformações. 


ão a 


60º 


Problema 10.105 


OOO 


11 PROJETO DE 
VıGas E Eixos 





OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Neste capítulo discutiremos como projetar uma viga 
de modo que ela seja capaz de resistir tanto a carrega- 
mentos de flexão como de cisalhamento. Especifica- 
mente, serão desenvolvidos métodos para projetar vigas 
prismáticas e determinar a forma de vigas totalmente 
solicitadas. No final do capítulo consideraremos o pro- 
jeto de eixos baseado na resistência aos momentos fle- 
tores e de torção. 


11.1 Base PARA O PROJETO DA VIGA 


Vigas são elementos estruturais projetados para su- 
portar carregamentos aplicados perpendicularmente ao 
seu eixo longitudinal. Devido ao carregamento, as vigas 
desenvolvem força cortante interna e momento fletor 
que, em geral, variam de ponto para ponto ao longo do 
eixo. Algumas vigas também estão sujeitas a uma força 
axial interna; entretanto, os efeitos dessa força muitas 
vezes são desprezados no projeto, pois a tensão axial 
geralmente é muito menor que as tensões desenvolvidas 
por cisalhamento e flexão. Diz-se que uma viga sele- a n 
cionada para resistir às tensões de cisalhamento e flexão Vigas são membros estruturais importantes usados para suportar 
é projetada com base na resistência. Dessa maneira, o NES AE OPEN 
projeto requer o uso das fórmulas do cisalhamento e da flexão desenvolvidas 
nos Capítulos 6 e 7. 

A aplicação dessas fórmulas, no entanto, limita-se a vigas feitas de material 
homogêneo que tenha comportamento linear-elástico. 








Figura 31,1 
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Normalmente, as vigas suportam gran- 
de carga de cisalhamento nos seus 
apoios. Por essa razão, acopla-se um 
reforço metálico na alma da viga, 
como mostrado aqui, para evitar de- 
formações localizadas. 


As duas vigas de piso estão acopladas 
a uma viga-mestra que transmite a 
carga para as colunas desta estrutura 
de prédio. Na análise das forças, os 
acoplamentos são considerados pinos. 


A análise de tensão de uma viga geralmente despreza os efeitos pro- 
vocados por carregamentos externos distribuídos e forças concentradas. 
Como mostra a Figura 11.1, essas cargas criam tensões adicionais na viga 
diretamente sob a carga. Assim, desenvolve-se uma tensão de compressão oy, 
além da tensão de flexão o, e da tensão de cisalhamento tyy, discutidas 
anteriormente. Usando-se métodos de análise avançados, como os da teoria 
da elasticidade, pode-se mostrar, no entanto, que a tensão o, diminui 
rapidamente com a altura da viga e, para a maioria das vigas usadas na prática 
da engenharia, o valor máximo de o, representa apenas uma pequena 
porcentagem em comparação com o esforço de flexão Fy, isto é, dy >> Oy. 
Além disso, no projeto em geral se evita a aplicação direta de cargas 
concentradas. Para tanto, usam-se chapas de assento que distribuem tais car- 
gas mais equilibradamente sobre a superfície da viga. 

Apesar de as vigas serem projetadas sobretudo para robustez, também 
devem ser escoradas adequadamente ao longo dos seus lados para que não 
apresentem flambagem ou tornem-se instáveis de repente. Em alguns casos, as 
vigas devem ser projetadas para resistir a uma quantidade limitada de deflexão, 
como ao suportar tetos feitos de materiais frágeis como gesso. Os métodos para 
determinar a deflexão das vigas serão apresentados no Capítulo 12, e as li- 
mitações impostas à sua [lambagem em geral são discutidas nas normas de 
projeto estrutural ou mecânico. 


11.2 Projeto DE Viga PRISMÁTICA 


Para projetar uma viga com base na resistência, o engenheiro deve impedir 
que o esforço de flexão e a tensão de cisalhamento excedam o esforço de flexão 
e a tensão de cisalhamento admissíveis para o material, como definido nas 
normas estruturais e mecânicas. Se o vão livre da viga for relativamente grande, 
fazendo com que os momentos internos tornem-se grandes, deve-se considerar, 
em primeiro lugar, um projeto baseado na flexão e verificar a resistência ao 
cisalhamento. Esse tipo de projeto de flexão exige que se determine o módulo 
de resistência da viga, que consiste na relação entre Te c, ou seja, S$ = 1/c. Usando 
a fórmula da flexão, o = Mc/I, temos: 








Sesi (11,1) 





Nesse caso, M será determinado pelo diagrama de momento da viga e o 
esforço de flexão admissível, cuam, especificado em normas de projeto. Em 
muitos casos, o peso desconhecido da viga é pequeno e desprezível em 
comparação com as cargas que ela deve suportar. Entretanto, se o momento 
adicional provocado pelo peso tiver de ser incluído no projeto, a escolha de $ 
será feita de modo que exceda levemente Spec. 

Uma vez que Snee Seja conhecido, se a seção transversal da viga tiver uma 
forma simples, como um quadrado, um círculo ou um retângulo de proporções 
largura-altura conhecidas, suas dimensões serão determinadas diretamente a 
partir de Snec, uma vez que, por definição, Saec = 1/c. Entretanto, se a seção 
transversal estiver composta por vários elementos, como ocorre com vigas de 
abas largas, poderemos determinar um número infinito de dimensões da alma 
e da aba que satisfaçam o valor de Spec: Na prática, porém, os engenheiros 
escolhem uma viga em particular que satisfaça o requisito $ > Snec nos manuais 
que relacionam os padrões disponíveis dos fabricantes. Em geral, várias vigas 
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que tenham o mesmo módulo de resistência podem ser escolhidas nas tabelas. 
Se as deflexões não representarem restrições, geralmente a viga que possui a 
menor área de seção transversal será a escolhida, pois é feita com menos 
quantidade de material e, portanto, mais leve e barata que as outras. 


A discussão anterior supõe que a tensão de flexão admissível do material 
é a mesma tanto sob tração como sob compressão. Nesse caso, a viga com seção 
transversal simétrica em relação ao eixo neutro deve ser escolhida. Entretanto, 
se as tensões de flexão admissível sob tração e compressão não forem as mesmas, 
a escolha de uma seção transversal assimétrica será mais eficiente. Nessas 
condições, a viga deve ser projetada para resistir tanto ao maior momento 
positivo quanto ao maior momento negativo no vão. 

Uma vez selecionada a viga, podemos usar a fórmula do cisalhamento 
Taim = VQ /It para verificar se a tensão de cisalhamento admissível não será 
excedida. Em geral esse requisito não apresenta problema. Entretanto, se a viga 
for ‘curta’ e suportar cargas concentradas grandes, a limitação da tensão de 
cisalhamento determinará seu tamanho. Essa limitação é particularmente im- 
portante no projeto de vigas de madeira, porque esta tende a rachar ao longo 
de suas fibras devido ao cisalhamento (ver Figura 7.6). 


Vigas Fabricadas. Como as vigas geralmente são feitas de aço ou madeira, 
vamos discutir agora algumas propriedades tabeladas das vigas feitas desses 
materiais. 


Perfis de Aço. A maioria das vigas de aço é produzida por meio da laminação 
a quente de um lingote de aço até que se otenha o formato desejado. Tais 
formatos, denominados perfis laminados, têm propriedades tabeladas no 
manual do American Institute of Steel Construction (AISC) — Instituto Norte- 
americano de Aço de Construção. Uma relação representativa de vigas de abas 
largas desse manual é oferecida no Apêndice B. Como observado nesse 
apêndice, as vigas de abas largas são projetadas segundo sua altura e peso por 
unidade de comprimento; por exemplo, W18 x 46 indica um perfil de abas 
largas (W) com altura de 18 pol e peso de 46 Ib/pé (Figura 11.2). São 
informados para qualquer perfil tabelado o peso por comprimento, as di- 
mensões, a área da seção transversal, o momento de inércia e o módulo de 
resistência. Consta ainda o raio de giração r, uma propriedade relacionada com 
a resistência à flambagem do perfil, que será discutida no Capítulo 13. O 
Apêndice Be o Manual AISC também relacionam dados de outros elementos, 
tais como vigas em U e cantoneiras. 


0,605 pol 






18 pol ~ 0,360 pol 


W18 x46 





E E 
—6 pol 
Figura 11.2 


Seções de Madeira. A maioria das vigas de madeira tem seção transversal 
retangular porque assim se tornam fáceis de fabricar e manusear. Os manuais, 
como o da National Forest Products Association (Associação Nacional de 
Produtos Florestais), relacionam as dimensões da madeira usada no projeto 
de vigas. Em geral, tanto a dimensão nominal quanto a real são informa- 
das. A madeira é identificada por suas dimensões nominais, tais como 2 X 4 





Vista do perfil típico de uma viga de 
abas largas feita de aço. 
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Viga-caixão de madeira 


(a) 





Viga de lâminas coladas 


©) 
Figura 11.4 


PONTOS IMPORTANTES 


(2 pol por 4 pol); no entanto, suas dimensões reais ou ‘acabadas’ são menores, 
1,5 pol por 3,5 pol. A redução das dimensões ocorre devido à necessidade de 
se obter superfícies lisas a partir da madeira em estado bruto. Obviamente, 
devem-se usar as dimensões reais ao executar os cálculos de esforço para vigas 
de madeira. 





o 
Soldada Parafusada 


Vigas-mestras de chapa de aço 


Figura 11.3 


Seções Compostas. Uma seção composta é construída com dois ou mais 
elementos unidos para formar uma única estrutura. Como indicado pela 
Equação 11.1, a capacidade de a viga resistir a um momento varia diretamente 
conforme seu módulo de resistência S e, como S = T/c, então S aumenta se I 
aumentar. A fim de aumentar 7, a maior parte do material deve ser colocada 
tão longe do eixo neutro quanto possível. Naturalmente, é essa condição que 
torna a viga de abas largas tão eficiente para resistir a um momento. No caso 
de cargas muito grandes, entretanto, o perfil de aço laminado disponível pode 
não ter o módulo de resistência suficiente para suportar dado momento. Em 
vez de usar várias vigas para suportar a carga, os engenheiros geralmente 
‘constroem’ uma viga com chapas e cantoneiras. A viga em duplo T alta 
arquitetada dessa forma é chamada viga mestra de chapa. As vigas mestras da 
Figura 11.3, por exemplo, têm duas abas de chapas soldadas ou parafusadas, 
por meio de cantoneiras, à alma. 

As vigas de madeira também são ‘construídas’, geralmente sob a forma de 
seção em caixão (Figura 11.4a). São feitas com alma de madeira compensada 
e tábuas mais largas para as abas. Nos vãos muito grandes, são usadas vigas de 
lâminas coladas. Esses elementos são feitos de várias tábuas coladas para 
formar uma única unidade (Figura 11.4b). 

Como no caso de seções laminadas ou vigas feitas de uma única peça, o 
projeto das seções compostas requer que a flexão e o cisalhamento sejam 
verificados. Além do mais, a tensão de cisalhamento deve ser verificada nas 
peças de fixação, tais como solda, cola, pregos etc., para assegurar que a viga 
atue como peça única. Os princípios para essa verificação foram descritos na 
Seção 7.4. 


e As vigas suportam carregamentos aplicados perpendicularmente a seus eixos. Se forem projetadas com base na 
resistência, devem resistir às tensões de flexão e de cisalhamento admissíveis. 


e Admite-se que o esforço de flexão máximo na viga é muito maior que as tensões localizadas provocadas pela 
aplicação de cargas em sua superfície. 
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PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Fundamentado na discussão anterior, o procedimento seguinte oferece um método racional para projetar uma 
viga com base na resistência. 


Diagramas de Força Cortante e Momento Fletor. 


° Determinar a força cortante e o momento fletor máximos na viga. Em geral se obtêm tais valores construindo 
os diagramas de força cortante e momento fletor. 


Nas vigas compostas, esses diagramas são úteis para identificar as regiões em que a força cortante e o momento 
fletor são excessivamente grandes e podem requerer reforço estrutural ou peças de fixação adicionais. 


Tensão Normal Média. 


e Sea viga for relativamente longa, os engenheiros vão projetá-la determinando seu módulo de resistência por 
meio da fórmula da flexão Sgec= Mmnáx/Cadm- 


Uma vez determinado Sec, calculam-se as dimensões da seção transversal para formas simples, visto que 
Snec = Voc. 
Se usarmos perfis de aço laminado, poderemos selecionar diversos valores de S nas tabelas do Apêndice B. 


Entre eles, escolheremos o que tenha a menor árca da seção transversal, uma vez que essa viga tem o menor 
peso e, portanto, é a mais econômica. 


Deve-se assegurar, ainda, que o módulo de resistência selecionado, S, é ligeiramente maior que Snec, de modo 
que o momento adicional criado pelo peso da viga seja considerado. 


Tensão de Cisalhamento. 


e Normalmente, vigas curtas que suportam cargas grandes, especialmente as feitas de madeira, são projetadas 
para resistir ao cisalhamento em primeiro lugar e depois verificadas em relação aos requisitos de tensão de 
flexão admissível. 


Verificar, por meio da fórmula de cisalhamento, se a tensão de cisalhamento não foi excedida; ou seja, usar 
Tadm E V máx Q/It. 


Se a viga tem seção transversal retangular maciça, a fórmula do cisalhamento torna-se Tadm Z 1,5(Vmáx/A) 
(Equação 7.5); se a seção transversal representa uma aba larga, em geral é apropriado supor que a tensão de 
cisalhamento seja constante sobre a área da seção transversal da alma, de modo que Taim = Vmáx/AÁalma, onde 
Aama é determinada pela altura da viga multiplica pela espessura da alma (ver Seção 7.3). 


Adequação das Peças de Fixação. 


* A adequação das peças de fixação usadas em vigas compostas depende da tensão de cisalhamento a que tais 
peças podem resistir. Especificamente, o espaçamento necessário entre pregos ou parafusos de um tamanho 
particular é determinado pelo fluxo de cisalhamento admissível, adm = VQ/I, calculado nos pontos da seção 
transversal em que se localizam as peças de fixação (ver Seção 7.4). 





Uma viga é feita de aço com tensão de flexão admissível cam = 24 ksi 
e tensão de cisalhamento admissível Taam = 14,5 ksi. Selecionar um perfil em 
W apropriado para suportar o carregamento mostrado na Figura 11.5a. 














SOLUÇÃO 


Diagramas de Força Cortante e Momento Fletor. As reações de apoio 
foram calculadas e os diagramas de força cortante e momento estão mostrados 
na Figura 11.5b. Segundo os diagramas, Vmax = 30 kip e Mix = 120 kip - pés. Figura 11.5 





A 6 pés- 1 6 pés A 6 pés 
(a) 
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40 kip 20 kip 


2 O a] 
Es pés—+— 6 pés— t — pés — 
10 kip 50 kip 


| 
Víkip) | 


20 
= x (pés) 


10 








x (pés) 





-120 
©) 
Figura 11.5 


Tensão de Flexão. O módulo de resistência que a viga precisa ter é de- 
terminado pela fórmula da flexão. 


Mpmax _ 120 kip - pés(12 pol/pé) isg 
Tada 24 kip/po? TRPA 








De acordo com a tabela do Apêndice B, as seguintes vigas são adequadas: 


W18 x40 S= 68,4 po 

W16 x45  S=727 po? 

W14 x43 S= 62,7 pol 

W12 x 50 S = 64,7 po 

W10 x54 S= 60,0 po? 

W8 x67 S= 60,4 pol 

A viga com o menor peso por pé é escolhida, ou seja: 
W18 x 40 

O momento máximo real Mmax que inclui o peso da viga, pode ser 
calculado, e a adequação da viga escolhida pode ser verificada. Em comparação 


com as cargas aplicadas, no entanto, o peso da viga, (0,040 kip /pé)(18 pés) = 
0,720 kip, aumenta Saec apenas ligeiramente. Apesar disso: 


Snec = 60 pol? < 68,4 po OK 


Tensão de Cisalhamento. Como a viga consiste em uma seção de abas 
largas, a tensão de cisalhamento média na alma será considerada. Nesse caso, 
admite-se que a alma estenda-se do extremo da parte superior até o extremo 
da parte inferior da viga. Pelo Apêndice B, para um perfil W18 x 40, d = 17,90 
pol, taima = 0,315 pol. Assim, 





Mus 30 kip : : 
aa m & = 5,32 ksi < 14,5 k OK 
méd © Aima (17,90 pol) (0,315 pol) E a 
Usar um perfil W18 x 40. Resposta 





A viga em T de madeira mostrada na Figura 11.6a é feita de duas tábuas 
de 200 mm x 30 mm. Se a tensão de flexão admissível for Opam = 12 MPa e a 
tensão de cisalhamento admissível for Taam = 0,8 MPa, a viga suportará com 
segurança o carregamento mostrado? Especificar também o espaço máximo 
entre os pregos necessário para prender as duas tábuas, supondo que cada prego 
resiste com segurança a 1,50 kN sob cisalhamento. 








Figura 11.6 
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SOLUÇÃO am 
Diagramas de Força Cortante e Momento Fletor. As reações da viga são MULTA 

mostradas e os diagramas de força cortante e momento fletor estão desenhados EEE TT 
na Figura 11.6b. Nesse caso, Vmax = 1,5 kN e Mmax = 2 KN- m. EE E E E Ea = 
Tensão de Flexão. O eixo neutro (centróide) será localizado a partir da parte 4skN | IKN 


inferior da viga. Trabalhando em unidades métricas, temos: 




















=. BA 
V= SA 
(0,1 m)(0,03 m)(0,2 m) + 0,215 m(0,03 m)(0,2 m) 01575 
z 0,03 m(0,2 m) + 0,03 m(0,2 m) T 
MíkN-m) 2 
Assim: 
I= Doo m)(0,2 m)? + (0,03 m)(0,2 m)(0,1575 m — 0,1 m) pe 
(b) 
+ [502 m)(0,03 m)? + (0,03 m)(0,2 m)(0,215 m — 0,1575 m| 
= 60,125(1079) mî 
Como c = 0,1575 m (não 0,230 m — 0,1575 m = 0,0725 m), requer-se que: 
S máx 
Cadm = I 
2 kN - m(0,1575 m) 
12(10°) kPa = Co Tos o A m? 1250109) mi = 5,24(10º) kPa OK 
Tensão de Cisalhamento. A tensão de cisalhamento máxima na viga depende 
das grandezas de Q e t. Ela ocorre no eixo neutro, uma vez que Q chega ao 
máximo aí e o eixo neutro está na alma, onde a espessura t = 0,03 m é a menor 
na seção transversal. Para simplificar, usaremos a área retangular abaixo do 
eixo neutro para calcular Q, em vez da área composta de duas partes acima 
do eixo (Figura 11.6c). Temos: ZZ : 
0,0725 m 
Q =y = (21575 m io,157s m)(0,03 m)] = 0,372(1073) m? 
De modo que: 
M ; 
Tadm É mag (e) 


1,5 KN[0,372(107)] m° 


800 kPa = 
2 É 60,125(1079) m*(0,03 m) 


= 309 kPa OK 


Espaço entre os Pregos. Pelo diagrama de força cortante vê-se que o 0.03 "ES 
. > p dam ji 2 
cisalhamento varia ao longo de todo o vão. Como o espaço ente os pregos y T cce 


depende da intensidade do cisalhamento na viga, para simplificar (e ser E i 
econômicos), projetaremos o espaçamento com base em V = 1,5 kN para a 

região BC e V = 1 kN para a região CD. Como os pregos prendem a aba à 

alma (Figura 11.6d), temos: (d) 


Q = YA = (0,0725 m — 0,015 m)[(0,2 m)(0,03 m)] = 0,345(107°) mê Figura 11.6 
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O fluxo de cisalhamento em cada região é, portanto: 


VscO ÀS kN[0,345(107*)] m? 





die; To 6012500 mo “$61 KN/m 
-3y m3 
Vcn 1 kN[0,345(10 9] m 
geo =F = 0200m? = 574 KN/m 
Um prego resiste a 1,50 kN sob cisalhamento, de modo que o espaço de- 
ve ser: 
—_1,50kKkN _ 
SBC 8,61 kN/m kN/m 0,174 m 
_ 1,50kKN 
SD = 574kNjm 6Lm 
Para facilitar a medição, usaremos: 
spc = 150 mm Resposta 
scp = 250 mm Resposta 





EXEMPLO 11.3 





A viga de madeira compensada mostrada na Figura 11.7a suporta uma 
carga distribuída uniforme de 12 kN/m. Se a viga tiver uma relação 
altura largura de 1,5, determinar sua largura mínima. A tensão de flexão 
admissível é cugm = 9 MPa, e a tensão de cisalhamento admissível é Taam = 
0,6 MPa. Desprezar o peso da viga. 


_ 12 KNám 
SOLUÇÃO 


Diagramas de Força Cortante e Momento Fletor. As reações dos apoios 
em A e B foram calculadas, e os diagramas de força cortante e momento fletor 
estão mostrados na Figura 11.7b. Nesse caso, Vmáx = 20 kN e Mmax = 10,67 
kN -m. 














O Pai Tensão de Flexão. Aplicando a fórmula da flexão, temos: 
=== === 


E 








= M. 10,67 kN -m 
TS E, Se = mir = = 0,00119 m? 
VON) t; a fs a SA Tadin 9(10°) kN /m? i 
we Admitindo que a largura seja a, a altura será A = 1,5a (Figura 11.7a). Assim: 
“ m 





T~ x(m) 


(asa? 











E EI 3 

y > Saec = ma (0,750) = 0,00119 m 
ii cz 10,67 q? = 0,003160 m? 

| a = 0,147 m 
O E in) 
1,33 m—4 
+ Tensão de Cisalhamento. Aplicando a fórmula de cisalhamento para se- 
©) ções retangulares (um caso especial de Tmax = VQ /It), temos: 
Figura 11.7 y 20 kN 
Tmáx 7 1,5 mé — (1,5) 
A (0,147 m)(1,5)(0,147 m) 


= (0,929 MPa > 0,6 MPa 


EQUAÇÃO 
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Como o critério de cisalhamento falhou, a viga deve ser reprojetada com 


base no cisalhamento. 





3 Voar 
Tadm 2 A 
3 20kEN 
600 kN/m? = — = 
A uL 


a = 0,183 m = 183 mm 


Resposta 


Essa seção maior resistirá adequadamente também à tensão normal. 


TT 


| PROBLEMAS 


11.1. A viga de madeira tem seção transversal retangular e 
é usada para suportar uma carga de 1.200 Ib. Supondo que a 
tensão de flexão admissível seja agm = 2 ksi e a tensão de 
cisalhamento admissível seja Taim = 750 psi, determinar a 
altura h da seção transversal, com aproximação de $ pol, se 
ela for retangular e tiver largura b = 3 pol. Supor, também, 
que os apoios À e B exercem apenas reações verticais sobre 
a viga. 


11.2. Resolver o Problema 11.1 supondo que a seção trans- 
versal tenha largura desconhecida, mas deva ser quadrada, 
isto é, h = b. 








1.200 Ib 
Problemas 11.1/11.2 


11.3. A viga é feita de abeto Douglas com tensão de flexão 
admissível cadam = 1,1 ksi e tensão de cisalhamento admissível 
Tadm = 0,70 ksi. Determinar sua largura b se sua altura for 
h = 2b. 


800 lb 80 Ibypé 











IF 
E h=2b 
t 
F 
Problema 11.3 


*11.4. Selecionar a viga de abas largas de aço com o menor 
peso do Apêndice B que suporte com segurança a carga da 
máquina mostrada. A tensão de flexão admissível é Ciam = 
24 ksi, e a tensão de cisalhamento admissível é Taam = 14 ksi. 


5 kip 











G UH) 


PPPE PTI PFA Piu 


Problema 11.4 


11.5. Selecionar a viga de abas largas de aço com o menor 
peso do Apêndice B que suporte com segurança a carga 
mostrada, onde w = 6 kip/pé e P = 5 kip. A tensão de flexão 
admissível é Faam = 24 ksi, e a tensão de cisalhamento admis- 
sível é Taam = 14 ksi. 


11.6. Selecionar a viga de abas largas de aço com o menor 
peso do Apêndice B que suporte com segurança a carga 
mostrada, onde w = 0 e P = 10 kip. A tensão de flexão 
admissível é adm = 24 ksi, e a tensão de cisalhamento admis- 
sível é Tadam = 14 ksi. 








l 3 8 pés J- 


Problemas 11.5/11.6 


11.7. A aba da viga AB é usada para levantar vaga- 
rosamente o tubo de 3.000 Ib, que se encontra centralizado 
entre as alças em C e D. Se a viga for um perfil W12 X 45, 
poderá suportar a carga com segurança? A tensão de flexão 
admissível é adm = 22 ksi, e a tensão de cisalhamento admis- 
sível é Taam = 12 ksi. 


434 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


3.000 1b 












ESSES TENESI 


Problema 11.7 


*11.8. Selecionar no Apêndice B a viga de abas largas de 
aço estrutural com o menor peso e a menor altura capaz de 
suportar com segurança a carga mostrada. A tensão de flexão 
admissível é Taam = 24 ksi, e a tensão de cisalhamento admis- 
sível é Taam — 14 ksi. 


8 kip/pé 








E 6 pés + 


Problema 14.8 


11.9. A viga de madeira tem seção transversal retangular e 

é usada para apoiar um guincho de corrente que suporta uma 

carga de 12 kip. Supondo que a tensão de flexão admissível 

seja Cadm = 26 ksi e a tensão de cisalhamento admissível seja 

Taam = 12 ksi, determinar a altura da seção transversal com 

aproximação de 4 pol, se ela for retangular e tiver largura 
= 3 pol. 


1110. A viga de madeira tem seção transversal retangular 
e é usada para apoiar um guincho de corrente que suporta 
uma carga de 12 kip. Supondo que a tensão de flexão 
admissível seja Gaam = 26 ksi e a tensão de cisalhamento ad- 
missível seja Taim = 12 ksi, determinar a altura da seção 
transversal com aproximação de i pol, se ela tiver largura 
desconhecida e for quadrada, isto é, h = b. 








12 kip 
Problemas 11.9/11.10 


11.11. A viga é feita de material cerâmico com tensão de 
flexão admissível cagm = 735 psi e tensão de cisalhamento 


admissível Taam = 400 psi. Determinar a largura b da viga se 
sua altura for h = 2b. 


15 lb 











Problema $8.11 


*11.12. A viga simplesmente apoiada é composta de dois 
perfis W12 x 22 como mostrado. Determinar a carga 
uniforme máxima w que ela pode suportar se a tensão de 
flexão admissível é Cadm = 22 Ksi e a tensão de cisalhamento 
admissível é Taam = 14 ksi. 


11.13. A viga simplesmente apoiada é composta de dois 
perfis W12 x 22 como mostrado. Determinar se a viga 
suporta com segurança a carga w = 2 kip/pé. A tensão de 
flexão admissível é cuam = 22 ksi, e a tensão de cisalhamento 
admissível é Taam = 14 ksi. 





Problemas 11.12/11.13 


11.14. Selecionar no Apêndice B a mais leve viga de abas 
largas de aço capaz de suportar com segurança a carga 
mostrada. A tensão de flexão admissível é Faam = 24 Ksi, e a 
tensão de cisalhamento admissível é Taam = 14 ksi. 


15 kip/pé 


10 kip/pé O kip/pé 





| 6 pés | 





6 pés | 


Problema 11.14 


11.15. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
fletor para a viga W12 X 14 e verificar se ela suporta com 
segurança o carregamento. A tensão de flexão admissível 
É Cadm = 22 ksi, e a tensão de cisalhamento admissível é 
Taam = 12 ksi. 


*11.16. Selecionar no Apêndice B a mais leve viga de abas 
largas de aço capaz de suportar com segurança a carga 
mostrada. A tensão de flexão admissível é adm = 22 ksi, € a 
tensão de cisalhamento admissível é Taam = 12 ksi. 


1,5 kip/pé 





50 kip-pés 








12 pés -j 


Problemas 13.15/11.16 


11.17. Determinar a haste de menor diâmetro que suporte 
com segurança a carga mostrada. A tensão de flexão admis- 
sível é Taam = 167 MPa,e a tensão de cisalhamento admissível 
é Taam = 97 MPa. 


11.18. O tubo tem diâmetro externo de 15 mm. Determinar 
o menor diâmetro interno de modo que a viga suporte com 
segurança a carga mostrada, A tensão de flexão admissível 
é Cadm = 167 MPa, e a tensão de cisalhamento admissível é 
Taim = 97 MPa. 








Problemas 1 1.17/11.18 


11.19. Dois elementos de plástico de acetila devem ser co- 
lados e usados para suportar a carga mostrada. Supondo que 
a tensão de flexão admissível do plástico seja Gaam = 13 ksi e a 
tensão de cisalhamento admissível seja Tadam = 4 ksi, deter- 
minar a maior carga P que pode ser suportada e especificar 
a capacidade de tensão de cisalhamento que a cola deve ter. 


P P 3pol 
Ha 
+3 pol 
| 6pol 
Ea ai 
bapo 
ksp piis pism 








Problema 11,19 


*11.20. A viga de madeira tem seção transversal retangular. 
Supondo que sua largura seja 6 pol, determinar a altura A, 
de modo que ela atinja simultaneamente sua tensão de flexão 
admissível caam = 1,50 ksi e uma tensão de cisalhamento 
admissível Taam = 50 psi. Além disso, qual carga máxima P 
ela suportará nessas condições? 
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P 
A N B 
| 5 pés 1 5 pés -| 
+ 
h 
| E 
6 pol 


Problema 11.20 


11.21. Determinar a largura mínima b da viga, com apro- 
ximação de 4 pol, que suporte com segurança a carga 
P = 8 kip. A tensão de flexão admissível é cam = 24 ksi, e 
a tensão de cisalhamento admissível é Taam = 15 ksi. 


11.22. Resolver o Problema 11.21 com P = 10 kip. 


{> 




















[6 pol 





A 








6 pés 


Problemas 1.21/11.22 


11.23. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
fletor para o eixo e determinar o diâmetro que ele precisa 
ter, com aproximação de i pol, se Cagm = 7 Ksi € Tadam = 3 ksi. 
Os mancais em A e D exercem apenas reações verticais sobre 
o eixo. A carga é aplicada nas polias em B, C e E. Adotar P 
= 110 lb. 


*11.24. Desenhar os diagramas de força cortante e mo- 
mento fletor para o eixo e determinar o diâmetro que ele 
precisa ter, com aproximação de i pol, se Gaam = 7 ksi e 
Tadm = 3 ksi. Os mancais em A e D exercem apenas reações 
verticais sobre o eixo. A carga é aplicada nas polias em B, C 
e E. Adotar P = 80 lb. 


-14 pol=— 20 dei 15 pol 7 12 par 
| 





Problemas 11.23/11.24 


11.25. A parede de tijolos exerce uma carga distribuída 
uniforme de 1,20 kip /pé sobre a viga. Supondo que a tensão 
de flexão admissível seja aam = 22 ksi, determinar, com 
aproximação de à pol, a largura b que a aba precisa ter. 
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0,5 pol+-— |9 pol 











Problema 11.25 


11.26. A parede de tijolos exerce uma carga distribuída 
uniforme de 1,20 kip /pé sobre a viga. Supondo que a tensão 
de flexão admissível seja adm = 22 ksi e a tensão de 
cisalhamento admissível seja Taim = 12 ksi, selecionar, do 
Apêndice B, o perfil em duplo T mais leve e com menor altura 
que suporte com segurança a carga. 






l-4 is 10 pés made 6 pés — 


Problema 11.26 


11.27. A viga simplesmente apoiada é usada na construção 
do assoalho de um prédio. A fim de manter o assoalho baixo 
em relação às vigas de apoio Ce D, as extremidades das vigas 
têm um entalhe como mostrado. Supondo que a tensão de 
cisalhamento admissível para a madeira seja Tadam = 350 psi e 
a tensão de flexão admissível seja caam = 1.500 psi, determinar 
a altura h que fará a viga atingir ambas as tensões admissíveis 
ao mesmo tempo. Além disso, qual carga P provoca essa con- 
dição? Desprezar a concentração de tensões no entalhe. 





Problema 11.27 


*11.28. A viga AB usada na construção de residências deve 
ser feita de tábuas de pinho de 8 pol por 1,5 pol. Supondo 
que a carga de projeto sobre cada tábua seja colocada como 
mostrado, determinar a maior largura do cômodo L que as 
tábuas podem abarcar. A tensão de flexão admissível para 
a madeira é Cadm = 2 Ksi e a tensão de cisalhamento admis- 
sível é Taim = 180 psi. Supor que a viga seja simplesmente 
apoiada pelas paredes em A e B. 





Problema 11,28 


| 


*11.3 Vias TOTALMENTE SOLICITADAS 


(a) 


Figura 11.8 


Na seção anterior desenvolvemos um método para determinar as dimensões 
da seção transversal de uma viga prismática, de modo que ela resista ao momento 
máximo, Mmax em seu vão. Como o momento na viga varia ao longo do seu 
comprimento, a escolha de uma viga prismática em geral é ineficiente, uma vez 
que ela nunca é totalmente solicitada nos pontos ao longo do seu comprimento 
nos quais M < Mmáx Para aperfeiçoar o projeto a fim de reduzir o peso da viga, 
os engenheiros às vezes escolhem uma viga com área da seção transversal 
variável, de modo que em cada seção transversal ao longo dessa viga a tensão 
de flexão atinja seu valor admissível máximo. As vigas com área da seção 
transversal variável são denominadas vigas não-prismáticas. Elas são usadas com 
fregiiência em máquinas, pois podem ser fundidas rapidamente. Na Figura 11.84 
encontramos exemplos disso. Em estruturas, tais vigas são ‘aumentadas’ em suas 
extremidades como mostra a Figura 11.8b. As vigas também são ‘compostas’ ou 
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fabricadas em uma oficina a partir de chapas. Um exemplo é a viga-mestra feita 
de uma viga prismática laminada coberta com chapas, soldadas a ela na região 
em que o momento chega ao máximo (Figura 11.8c). 

A análise da tensão de uma viga não-prismática geralmente é muito difícil 
de executar e está além do escopo deste livro. Tais formatos são analisados com 
mais fregiiência por meio de métodos experimentais ou da teoria da elasti- 
cidade. Os resultados obtidos nesse tipo de análise, no entanto, indicam que as 
hipóteses usadas na dedução da fórmula da flexão são aproximadamente cor- 
retas para prever os esforços de flexão nas seções não-prismáticas, desde que 
a conicidade ou o declive do limite superior ou inferior da viga não sejam muito 
severos. Por outro lado, a fórmula do cisalhamento não pode ser usada no 
projeto de vigas não-prismáticas, uma vez que os resultados obtidos levam a 
conclusões erradas. 

Apesar de aconselharmos precaução ao aplicar a fórmula da flexão no 
projeto de vigas não-prismáticas, mostraremos de que maneira essa fórmula é 
usada como valor aproximado para obter o formato geral da viga. As dimensões 
da seção transversal de uma viga não-prismática que suporta dada carga são 
determinadas usando-se a fórmula da flexão escrita como: 





Cadm 


Se expressarmos o momento interno M em termos de sua posição x ao 
longo da viga, então, como Cadm é uma constante conhecida, o módulo de 
resistência $ ou as dimensões da viga vão se tornar uma função de x. A viga 
projetada dessa maneira será denominada viga totalmente solicitada. Apesar 
de terem sido considerados apenas os esforços de flexão na aproximação de 
sua forma final, também se deve assegurar que a viga resista a cisalhamento, 
especialmente nos pontos em que são aplicadas cargas concentradas. Como 
resultado, o formato ideal da viga não será determinado inteiramente só pela 
fórmula da flexão. 


EXEMPLO 11.4 


Determinar a forma de uma viga totalmente solicitada e simplesmente 
apoiada que suporta uma carga concentrada em seu ponto médio (Figura 
11.99). A viga tem tensão admissível Faam € seção transversal retangular de 
largura constante b. 








Figura 11,9 


SOLUÇÃO 


O momento interno na viga (Figura 11.9b), expresso em função da posição, 
Q=x<L/2,é: 


Viga de concreto com extremidades aumentadas 
(b) 


ES JA 


Viga-mestra de aço coberta com chapas 
(e) 


Figura 11.8 





O feixe de molas que suporta este va- 
gão representa uma viga não-prismática. 





c x —] Hb- 
E =] E 
~~ | ni a 
P. 
2 v 


(b) 
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Portanto, o módulo de resistência requerido é: 


MP 


Sadm 2Oadm 


S= 


Como S = I/c, para uma área da seção transversal A por b temos: 











1 tbk 
c h/2 = PE 
3P 
K= 
Tadmb 
Seh = ho em x = L/2, então: 
3PL 
h ="—=— 
” 20admb 
de modo que: 
2ho” 
K -( a ) x Resposta 


Por inspeção, verifica-se que a altura h deve variar de maneira parabólica 
de acordo com a distância x. Na prática, esse formato é a base do projeto dos 
feixes de molas usados para suportar os eixos traseiros da maioria dos ca- 
minhões pesados. Observe que, apesar de o resultado indicar que A = O em 
x = 0, é necessário que a viga resista a uma tensão de cisalhamento nos apoios 
e, assim, falando em termos práticos, requer-se A > 0 nos apoios (Figura 11.94). 


eee 


A viga em balanço mostrada na Figura 11.104 tem formato trapezoidal de 
altura ho em A e 3h, em B. Se ela suporta uma carga P em sua extremidade, 
determinar a tensão normal máxima absoluta nela desenvolvida. Sua seção 
transversal retangular tem largura constante b. 








(a) 
Figura 11.10 
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b) 
Figura 11.10 


SOLUÇÃO 


Em qualquer seção transversal, a tensão normal máxima ocorre nas su- 
perfícies superior e inferior da viga. Entretanto, como omax = M/S e o módulo 
de resistência $ aumenta à medida que x aumenta, a tensão normal máxima 
absoluta não ocorre necessariamente na parede B, onde o momento fletor é 
máximo. Usando a fórmula da flexão, podemos expressar a tensão normal má- 
xima em uma seção arbitrária em termos de sua posição x (Figura 11.105). Aqui 
o momento fletor interno tem grandeza M = Px. Como o declive da parte 
inferior da viga é 2h9/L (Figura 11.104), a altura da viga na posição x é: 


2ho h 


h= * t h= F 2 +) 
Aplicando a fórmula da flexão, temos: 
Mec Px(h/2) + 6PL?x 





T Gb) O bhQx+LY o) 


Para determinar a posição x onde a tensão normal máxima absoluta ocorre, 


devemos calcular a derivada de o em relação a x e igualá-la a zero. Isso produz: 


do (E5) 1(2x + LF — «(2)(2x + L)(2) 
dx \ bhè (2x + L)! E 








0 


Assim: 
42 + 4xL + L? -8L AxL =O 
L -42 =0 
y= iy 
2 


Substituindo na Equação 1 e simplificando, temos que a tensão normal 
máxima absoluta é: 





anm Resposta 


Observe que na parede, B, a tensão normal máxima é: 


Mc _ PL(1,5ho) _2 PL 
I [ b(3hy] 3 bh? 








(Tmáx)g = 


a qual é 11,1% menor que máx 


É necessário lembrar que a fórmula da flexão foi deduzida supondo-se 
que a viga fosse prismática. Como esse não é o caso aqui, espera-se algum erro 
nesta análise e na do Exemplo 11.4. Uma análise matemática mais exata, pela 
teoria da elasticidade, revela que a aplicação da fórmula da flexão, como no 


exemplo anterior, produz apenas pequenos erros quanto à tensão normal 
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quando o ângulo de inclinação da viga é pequeno. Por exemplo: se o ângulo 
for de 15º, a tensão calculada da forma como foi apresentada será cerca de 5% 
maior que a obtida pela análise mais exata. Vale a pena lembrar também que 
o cálculo de (Cmáx)g foi feito apenas para fins ilustrativos, uma vez que, pelo 
princípio de Saint-Venant, a distribuição de tensão real no apoio (parede) é 
altamente irregular. 








(a) 









(b) 


*11.4 Projeto DE Eixos 


Eixos com seções transversais circulares são frequentemente usados em 
muitos tipos de equipamento mecânico e maquinaria. Como resultado, sofrem 
uma tensão cíclica ou de fadiga, provocada por cargas combinadas de flexão e 
de torção que devem transmitir ou suportar. Além dessas cargas, podem existir 
concentrações de tensão no eixo devido a chavetas, acoplamentos e transições 
bruscas na área de sua seção transversal (Seção 5.8). Logo, a fim de projetar o 
eixo adequadamente, é necessário levar em consideração todos esses efeitos. 

Discutiremos nesta seção alguns aspectos importantes do projeto de eixos 
uniformes usados para transmitir potência. Tais eixos são submetidos com fre- 
quência a cargas aplicadas por polias e engrenagens acopladas, tais como a 
mostrada na Figura 11.114. Como as cargas podem ser aplicadas ao eixo em 
vários ângulos, os momentos internos fletor e de torção em qualquer seção 
transversal são determinados substituindo-se antes as cargas por suas contra- 
partidas estaticamente equivalentes e, depois, desdobrando-se essas mesmas 
cargas em componentes nos dois planos perpendiculares (Figura 11.11h). Os 
diagramas de momento fletor das cargas em cada plano podem então ser 
desenhados, e o momento da resultante interna em qualquer seção ao longo do 
eixo será determinado por adição vetorial, M = VM? + MZ (Figura 11.11c). 
Além do momento, os segmentos do eixo também sofrem torques internos 
diferentes (Figura 11.11h). Vemos aqui que, para o equilíbrio, o torque de- 
senvolvido em uma engrenagem deve contrabalançar o torque desenvolvido 
na outra. Para considerar a variação geral do torque ao longo do eixo, também 
deve ser desenhado um diagrama de torque (Figura 11.11d). 





Diagrama de momento provocado Diagrama de momento provocado 
pelas cargas no plano y—z pelas cargas no plano x-y 


(c) 


y 
Diagrama de torque provocado pelos torques 
aplicados em tomo da linha de centro do eixo 


(d) 
Figura 11,31 
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Uma vez estabelecidos os diagramas de momento fletor e torque, podemos 
então investigar certas seções críticas ao longo do eixo em que a combinação 
de um momento resultante M e um torque T cria a pior situação de tensão. 
Com respeito a essa situação, verifica-se que o momento de inércia do cixo é 
o mesmo em torno de qualquer eixo diametral e, como tal eixo diametral 
representa um eixo principal de inércia para a seção transversal, podemos 
aplicar a fórmula da flexão usando o momento resultante para obter a tensão 
de flexão máxima. Como mostra a Figura 11.11e, essa tensão ocorrerá em dois 
elementos, C e D, cada qual localizado em um limite externo do eixo. Se um 
torque T também for resistido na seção, a tensão de cisalhamento máxima 
também se desenvolverá nesses elementos (Figura 11.117). Além do mais, as (e) 
forças externas também criam tensão de cisalhamento no eixo, determinada 
por r = VQ/I, entretanto, essa tensão geralmente contribui com uma 
distribuição de tensão na seção transversal muito menor em comparação com 
a desenvolvida por flexão e torção. Em alguns casos ela deve ser investigada, 
mas, para simplificar, vamos desprezar seu efeito na análise que se segue. Em 
geral, então, o elemento crítico D (ou C) no eixo está sujeito ao estado plano 
de tensões como mostra a Figura 11.11g, onde: 

I J 

Se a tensão normal ou de cisalhamento admissíveis para o material são 
conhecidas, determina-se o tamanho do eixo, então com base nessas equações 
e na escolha de uma teoria da falha apropriada. Por exemplo: se sabemos que 
o material é dúctil, a teoria da tensão de cisalhamento máxima pode ser 
apropriada. Como mencionamos na Seção 10.7, essa teoria requer que a tensão 
de cisalhamento admissível — determinada pelos resultados de um teste de 
tração simples — seja igual à tensão de cisalhamento máxima no elemento. 
Aplicando a equação de transformação de tensão (Equação 9.7), ao estado de 
tensão da Figura 11.11g, temos: 


2 
T 
Tadm 7 (9) +r 
EE 
21 J 
Como / = 7c /4 e J = mct /2, essa equação torna-se: 
O jen 
Tadm > 3 M? t T? 
TC 
Solucionando para o raio do eixo, temos: 


1,3 
e (= VM? + P) (11.2) 
adm 


A aplicação de qualquer outra teoria da falha leva a uma fórmula diferente 
para c. Entretanto, em todos os casos é necessário aplicar essa fórmula em 
várias ‘seções críticas’ ao longo do eixo, a fim de determinar a combinação 
particular de M e T que produz o maior valor de c. 

O exemplo seguinte ilustra o procedimento numericamente. 








(f) 





(g) 
Figura 11,11 








O eixo da Figura 11,124 é apoiado por mancais de deslizamento em A e 
B. Devido à transmissão de potência para e a partir dele, as correias nas polias 
estão sujeitas às tensões mostradas. Determinar o menor diâmetro do eixo 
usando a teoria da tensão de cisalhamento máxima, com Taam = 50 MPa. 
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7,5 Nm 


(b) y 


SOLUÇÃO 


As reações dos apoios foram calculadas e estão mostradas no diagrama 
de corpo livre do eixo (Figura 11.12b). Os diagramas de momento fletor My 
e M, são mostrados nas Figuras 11.12c e 11.124, respectivamente. O diagra- 
ma de torque é mostrado na Figura 11.12e. Por inspeção, concluímos que os 
pontos críticos do momento fletor ocorrem tanto em C como em B. Além disso, 
à direita de C e em B o momento de torção é 7,5 N - m. Em C o momento 
resultante é: 





Me = V(118,775N ` m? + (37,5 N ` m}? = 1245N:m 



















0,250 m — (1,250 m - t 0,250 m 0,250 m — 0,150 m 
475 N 950 N 475 N ISON 650 N 500 N 
MANem) MXN-m) 


75 Nm 





118,75 


ym) ym) 


(c) (d) 
Figura 11.12 
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À C|7,5 Nm B 7,5 Nm 
C——ss | DD 
" EM 








0,250 m —— 0,250 m — 0,150 m |-— 
T, (Nm) 
ym) 
-7.5 
(e) 
Figura 11.12 
enquanto em B é menor: 


Como o projeto baseia-se na teoria da tensão de cisalhamento máxima, 
aplica-se a Equação 11.2. O radical V M? + T? será maior na seção à direita 
de C. Temos: 








2 1/3 
= (seanar VIZASN cm OSN cm) 


= 0,0117 m 


Assim, o menor diâmetro admissível é: 


d = 2(0,0117 m) = 23,3 mm Resposta 


| PROBLEMAS 


11.29. A viga de formato irregular suporta uma força con- 
centrada P em seu centro. Supondo que seja feita de uma 
chapa de largura constante b, determinar a tensão de flexão 
máxima absoluta nela desenvolvida. 











Problema 11.29 


11.30. Determinar a variação na largura w, em função de x, Problema 11.30 

da viga em balanço que suporta uma força concentrada P em 

sua extremidade, de modo que ela mantenha uma tensão de 11.31. A viga cônica em balanço suporta a força concen- 
flexão máxima Cadm a0 longo de seu comprimento. A viga trada P em sua extremidade. Determinar a tensão de flexão 
tem espessura constante t. máxima absoluta nela desenvolvida. 
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11.35. A viga é feita de uma chapa de espessura constante 
t e largura que varia como mostrado. Supondo que suporte 
uma força concentrada P em seu centro, determinar a tensão 
de flexão máxima absoluta nela desenvolvida e especificar a 
localização x dessa tensão, 0 < x < L/2. 





Problema 11,31 


*11.32. Determinar a variação do raio r da viga em balanço 
que suporta uma carga distribuída uniformemente, de modo que 
ela tenha uma tensão de flexão máxima constante máx dO 
longo de seu comprimento. 





Problema 11.35 


*11.36. O motor em A gira o eixo com razão constante e, 
assim, o torque T que ele desenvolve cria reações horizontais 
nas engrenagens em Ce D de 250 Ib e 350 lb, respectivamente. 
O eixo é apoiado por um mancal no motor em A e um mancal 
de rolamento em B, que exercem componentes de força sobre 
ele apenas nas direções x e z. Supondo que a tensão de 
cisalhamento admissível para o eixo seja Taam = 10 ksi, 
determinar, com aproximação de à pol, o menor diâmetro que 
ele pode ter a fim de suportar a carga. Usar a teoria da falha 
relativa à tensão de cisalhamento máxima. 





Problema 11,32 


z 


11.33. Determinar a variação na altura de uma viga em ba- 
lanço que suporta uma força concentrada P em sua extre- 
midade, de modo que ela tenha uma tensão de flexão máxima 
constante Cadm aO longo de seu comprimento. A viga tem 
largura constante bo. 





Problema 11.36 








11.37. A viga cônica simplesmente apoiada suporta a força 
Problema 11,33 concentrada P em seu ponto médio. Determinar a tensão de 


Edo mera flexão máxima absoluta nela desenvolvida. 
11.34. A viga é feita de uma chapa de espessura constante 


b. Supondo que ela esteja simplesmente apoiada e suporte 
uma carga uniforme w, determinar a variação de sua altura 
em função de x de modo que ela mantenha uma tensão de 
flexão máxima constante dam 20 longo de seu comprimento. 





x Problema 11,37 
RS A Do nai dio 
2 2 


11.38. Resolver o Problema 11.36 usando a teoria da falha 
Problema 11.34 relativa à energia de distorção máxima, com adm = 20 ksi. 





Problema 11,38 


11.39. Os mancais em 4 e D exercem apenas os compo- 
nentes de força y e z sobre o eixo. Se Taam = 60 MPa, deter- 
minar, com aproximação de um milímetro, o menor diâmetro 
do eixo que suportará o carregamento mostrado. Usar a 


teoria da falha relativa à tensão de cisalhamento máxima. 


*11,40. Resolver o Problema 11.39 usando a teoria da: 


energia de distorção máxima. aam = 130 MPa. 





Problemas 11,39/11,40 


11.41. As polias acopladas ao eixo estão carregadas como 
mostrado. Supondo que os mancais em 4 e B exerçam apenas 
forças horizontais e verticais sobre o eixo, determinar qual 
diâmetro ele deve ter, com aproximação de 1 pol, usando a 
teoria da falha relativa à tensão de cisalhamento máxima. 
Tadm = 12 ksi. 
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11.42. As polias acopladas ao eixo estão carregadas como 
mostrado. Supondo que os mancais em A e B exerçam apenas 
forças horizontais e verticais sobre o eixo, determinar qual 
diâmetro ele deve ter, com aproximação de $ pol, usando a 
teoria da falha relativa à energia de distorção máxima. Cadm 
= 20 ksi. 








Problema 11.42 


11.43. O eixo é apoiado por mancais em A e B, os quais 
exercem componentes de força sobre ele apenas nas direções 
x e z. Supondo que a tensão normal admissível para o eixo 
seja Caim = 15 ksi, determinar, com aproximação de $ pol, o 
menor diâmetro que ele pode ter a fim de suportar a carga 
das engrenagens. Usar a teoria da falha relativa à energia de 
distorção máxima. 





Problema 11.43 


*11.44. Determinar, com aproximação de um milímetro, o 
diâmetro do eixo maciço se ele estiver sujeito à carga das 
engrenagens. Os mancais em À € B exercem sobre ele apenas 
os componentes de força nas direções y e z. Bascar o projeto 
na teoria da falha relativa à energia de distorção máxima, 
com Cadm = 150 MPa. 





Problema 1t.41 


Problema 11,44 
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11.45. O eixo apóia-se em mancais de deslizamento que não 
oferecem resistência a carga axial. Supondo que a tensão 
normal admissível para o eixo seja aqm = 80 MPa, deter- 
minar, com aproximação de um milímetro, o menor diâmetro 
que ele pode ter a fim de suportar a carga. Usar a teoria da 
falha relativa à energia de distorção máxima. 


| 150 mm 





Problema 11,45 


11.46. O eixo apóia-se em mancais de deslizamento que não 
oferecem resistência a carga axial. Supondo que a tensão de 
cisalhamento admissível para o eixo seja Taim = 35 MPa, 
determinar, com aproximação de um milímetro, o menor 
diâmetro que ele pode ter a fim de suportar a carga. Usar a 
teoria da falha relativa à tensão de cisalhamento máxima, 


| 150 mm 





250 Hn Fa 


Problema 11.46 


11.47. A engrenagem acoplada à extremidade do eixo está 
submetida ao carregamento mostrado. Supondo que os 


mancais em À e B exerçam apenas os componentes de força 
y e z sobre o eixo, determinar o torque de equilíbrio T na 
engrenagem € e, depois, o menor diâmetro do eixo, com 
aproximação de um milímetro, que suportará a carga. Usar a 


teoria da falha relativa à tensão de cisalhamento máxima, 
com Tadam = 60 MPa. 





P~ 100 mm 


E=,5kN 


Problema 11.47 


*11.48. Resolver o Problema 11.47 usando a teoria da falha 
relativa à energia de distorção máxima, com faam = 80 MPa. 





Problema 11.48 


ESPE EE r 
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| PROBLEMAS DE REVISÃO | 


11.49. Desenhar os diagramas de força cortante e momento *11.52. Selecionar, no Apêndice B, a mais leve viga de abas 
fletor para O eixo e depois determinar o diâmetro que ele largas de aço capaz de suportar com segurança o carre- 
precisa ter, com aproximação de um milímetro, se aam = 140 gamento mostrado. A tensão de flexão admissível é cum = 
MPa € Taam = 80 MPa. Os mancais em A e B exercem apenas 22 ksi, e a tensão de cisalhamento admissível é Taam = 12 ksi. 
reações verticais sobre o eixo. 


1.500 N 


8kip 10kip Skip 









[a 
5 A, 
-—10 ala o IS pés— 


Problema 11,52 














| Dá 600 mm te | 
1 


75 mm 
Problesra 149 


11.50. A viga compõe-se de três tábuas como mostrado. 
Supondo que cada prego suporte uma força cortante de 50 11.53. Desenhar os diagramas de força cortante e momento 
lb, determinar o espaçamento máximo s, s' e s" entre eles, fletor para a viga. Selecionar depois, no apêndice B, a mais 
com aproximação de $ pol, para as regiões AB, BC e CD, leve viga de abas largas de aço capaz de suportar com segu- 
respectivamente. rança a carga indicada. Adotar Cadm = 22 ksi € Taam = 12 ksi. 


1.200 1b de 
800 1b 3 kip/pé 


1,5 kip- pé 











A 
B 
| 5 pés + 5 pés J 5 pés 12 pés + 6 pés— 
+ --8 pol — 
1 pol= 
Ti Problema 11.53 
6 pol 


11.54. Selecionar, no Apêndice B, a mais leve viga de abas 
4 pol “YT pol largas de aço com extremidade em balanço capaz de suportar 
com segurança a carga. Supor que o apoio em A seja um pino 
e o apoio em B, um rolete. A tensão de flexão admissível é 
Cadm = 24 ksi, e a tensão de cisalhamento admissível é Taam 
11.51. A viga em balanço tem seção transversal circular, = 14 ksi. 
Supondo que ela suporte uma força P em sua extremidade, 
determinar seu raio y em função de x, de modo que esteja 
sujeita a uma tensão de flexão máxima constante Cadm a0 
longo de seu comprimento. 


Problema 11.50 








2kip 2kip 


Problema 11.54 


11.55. A viga de seção irregular suporta uma carga dis- 
tribuída uniforme w. Supondo que seja feita de uma chapa 
de largura constante b, determinar a tensão de flexão máxima 
Problema FLS! absoluta nela desenvolvida. 
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*11.56. O suporte de 10 mm de largura resiste a uma força 
de 70 N em sua extremidade A. Determinar a tensão de fle- 
xão máxima absoluta nele desenvolvida e especificar a loca- 
lização x dessa tensão. 















- Rj 
F 2 + 2 d A altura 10 mm T 
ca [4 30 mm 
El; 
Problema 11.55 Problema 11.56 
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12 DEFLEXÃO DE VIGAS 
E Eixos 





OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Frequentemente é preciso estabelecer limites para 
o valor da deflexão que uma viga ou um cixo podem 
suportar quando submetidos a cargas; por conta dis- 
so, neste capítulo discutiremos diversos métodos para 
determinar a deflexão e a inclinação em pontos espe- 
cíficos de vigas e eixos. Os métodos analíticos incluem 
o método da integração direta, o uso de funções de des- 
continuidade e o método da superposição. Além deles, 
será apresentada uma técnica semigráfica denominada 
método dos momento de área. No fim do capítulo, usa- 
remos todos esses métodos para determinar as reações 
dos apoios em vigas ou eixos estaticamente indeter- 
minados. 


12.1 A LinHa ELÁSTICA 





Antes de determinar a inclinação ou o desloca O carregamento das prateleiras provoca deflexão considerável nas 
ç vigas de suporte, que pode ser calculada usando os métodos mostra- 


mento de um ponto da viga (ou do eixo), é conveniente dos neste capítulo. 
esquematizar a forma defletida da viga sob carga, a fim 

de “visualizar” todos os resultados calculados e, assim, verificá-los parcialmente. 
O diagrama de deflexão do eixo longitudinal que passa pelo centróide de cada 
área da seção transversal da viga é denominado linha elástica. A linha elástica 
da maioria das vigas é esquematizada sem muita dificuldade. Ao fazer o dia- 
grama, entretanto, é necessário saber como os vários tipos de apoio limitam a 
inclinação ou o deslocamento. Em geral, os apoios que resistem a forças, como 
um pino, limitam o deslocamento e os que resistem a momento, como uma 
parede, limitam a rotação ou a inclinação, bem como o deslocamento. Com 
essas idéias em mente, vemos na Figura 12.1 dois exemplos típicos de linhas 
elásticas de vigas (ou eixos) com carga, traçadas em escala exagerada. 

Se a linha elástica da viga for difícil de traçar, sugere-se desenhar antes 
seu diagrama de momento fletor. Segundo a convenção de sinal estabelecida 
na Seção 6.1, o momento fletor interno positivo tende a curvar a viga com a 
concavidade para cima (Figura 12.24). O momento fletor negativo, ao contrário, 
tende a curvá-la com a concavidade para baixo (Figura 12.2h). Portanto, se o 
diagrama de momento fletor for conhecido, será mais fácil construir a linha 
elástica. Como exemplo, consideremos a viga da Figura 12.34 e seu diagrama O 
de momento fletor, mostrado na Figura 12.3b. Devido aos apoios de rolete e 
de pino, o deslocamento em B e D deve ser nulo. Na região de momento 
negativo, AC (Figura 12.3b), a linha elástica deve ser côncava para baixo; na E: 
região de momento positivo, CD, ela deve ser côncava para cima. Portanto, 
deve haver um ponto de inflexão no ponto C, onde a curva muda a concavidade 


: : Figura 12.1 
de cima para baixo, uma vez que se trata de um ponto em que o momento 


+M +M 


Epp 


Momento interno positivo: 
concavidade para cima 


(a) 


ut E o 


Momento interno negativo: 
concavidade para baixo 


(b) 
Figura 12.2 





Diagrama de momento fletor 
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fletor é nulo. Com base nesses fatos, a linha elástica da viga é desenhada em 
escala exagerada na Figura 12.3c. Deve ser observado também, que os deslo- 
camentos Ay € As são especialmente críticos. No ponto E a inclinação da curva 
elástica é nula, portanto a deflexão da viga deve ser máxima. O fato de As ser 
realmente maior que A4 ou não depende das intensidades relativas de P, e P, 
e da localização do rolete em B. 

Seguindo esses mesmos princípios, observe como a linha elástica da Figura 
12.4 foi construída. Nesse caso, a viga está em balanço, engastada no apoio fixo 
em A — logo, a linha elástica deve ter tanto o deslocamento como a inclinação 
nulos nesse ponto. Além disso, o maior deslocamento ocorrerá em D, onde a 
inclinação é nula, ou em C. 





(a) 4 e 


x 





(b) x 


Diagrama de momento fletor 





Ponto de inflexão 








Ar D * [Ac 
—P A (c) A 7 ] N 
E 
Ponto de inflexão D 
Linha elástica 





Linha elástica 


Figura 12.3 


Figura 12.4 


Relação Momento-Curvatura. Desenvolveremos agora uma relação im- 
portante entre o momento fletor interno da viga e o raio de curvatura p da 
linha elástica em determinado ponto. A equação resultante será usada em todo 
o capítulo como base de todos os métodos apresentados, cuja finalidade é 
determinar a inclinação e o deslocamento da linha elástica de uma viga (ou de 
um eixo). 

A análise que se segue, nesta e na próxima seção, requer o uso de três 
coordenadas. Como mostra a Figura 12.54, o eixo x é positivo para a direita, 
ao longo do eixo longitudinal da viga, inicialmente reto. Ele é usado para 
localizar o elemento infinitesimal que tem largura não deformada dx. O eixo 
v é positivo para cima a partir do eixo x. Ele mede o deslocamento do centróide 
da área da seção transversal do elemento. Com essas duas coordenadas, de- 
finiremos mais tarde a equação da linha elástica, v, em função de x. Finalmente, 
uma coordenada y localizada” é usada para especificar a posição de uma fibra 
no elemento da viga. Ela é positiva para cima a partir do eixo neutro, como 
mostra a Figura 12.5b. Lembre-se de que essa mesma convenção de sinal foi 
usada na dedução da fórmula da flexão. 

Para deduzir a relação entre o momento fletor interno e p, limitaremos a 
análise a um caso bem comum: uma viga inicialmente reta deforma-se elasti- 
camente pelas cargas aplicadas perpendicularmente ao seu eixo x, localizado 
no plano de simetria x—v da área da seção transversal. Devido ao carregamento, 
a deformação da viga é provocada tanto pela força de cisalhamento interna 
como pelo momento fletor. Se a viga tiver comprimento muito maior que sua 
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altura, a maior deformação será provocada pela flexão e, portanto, concentra- 
remos nossa atenção em seus efeitos. Deflexões provocadas por cisalhamento 
serão discutidas mais adiante neste capítulo. 











P 
s w 
WAN dom 
E: x -ds 


=" + 


(a) 





Antes da Após a 
deformação deformação 


Figura 12.5 (b) 


Quando o momento fletor interno M deforma o elemento da viga, o ângulo 
entre as seções transversais torna-se d8 (Figura 12.5h). O arco dx representa a 
parte da linha elástica que intercepta o eixo neutro em cada seção transversal. 
O raio de curvatura desse arco é definido como a distância p, medida do centro 
de curvatura O’ para dx, Qualquer outro arco do elemento estará sujeito a uma 
deformação normal. Por exemplo, a deformação no arco ds, localizado a uma dis- 
tância y do eixo neutro, é e = (ds' — ds) /ds. No entanto, ds = dx = p d9 e ds' 
= (p — y) d0 e, assim, e = [(p — y)do — pd6]/pdo, ou: 


Es (12.1) 
P X 
Se o material é homogêneo e comporta-se de maneira lincar-clástica, 
aplica-se a lei de Hooke (e = o/E). Além disso, aplica-se a fórmula da flexão, 
a = —My/I. Combinando essas duas equações e substituindo-as na equação 
anterior, temos: 





LM 
é EI (12.2) 
onde: 
p= raio de curvatura em um ponto específico da curva elástica (1/p 


seria a própria curvatura) 
M = momento fletor interno da viga no ponto em que p deve ser de- 
terminado 
= módulo de elasticidade do material 
= momento de inércia da viga calculado em torno do eixo neutro 


O produto ET nessa equação, denominado rigidez à flexão, é sempre uma 
quantidade positiva. O sinal de p depende, portanto, da direção do momento 
fletor. Como mostra a Figura 12.6, quando M é positivo, p prolonga-se para 
cima da viga, isto é, na direção positiva de v; quando M é negativo, p prolonga- 
se para baixo da viga, ou na direção negativa de v. 





Figura 12.6 


o 
+M P M sed 
+M a > 
Ponto de? | p 
inflexão | 
M=0 b 
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O momento de inércia do apoio desta 
ponte varia ao longo de seu compri- 
mento — tal condição deve ser levada 
em conta no cálculo de sua deflexão. 


Usando a fórmula da flexão, o = —My/I, podemos também expressar a 
curvatura em termos da tensão na viga, ou seja: 
1 [od 
== ——— (12.3) 
p Ey 


Tanto a Equação 12.2 quanto a 12.3 são válidas para raios de curvatura 
pequenos ou grandes. Entretanto, o valor de p é quase sempre calculado como 
uma quantidade muito grande. Como exemplo, consideremos uma viga de aço 
A-36 feita com um perfil W14 x 53 (Apêndice B), para Eaço = 29(10°) ksi e 
gg = 36 ksi. Quando o material das fibras externas, y = +7 pol, está próximo 
do escoamento, então, pela Equação 12.3, p = +5.639 pol. Os valores de p 
calculados em outros pontos ao longo da linha elástica da viga podem ser ainda 
maiores, uma vez que o não pode exceder o; nas fibras externas. 


12.2 INcLINAÇÃO E DESLOCAMENTO PELO MÉTODO DA 
INTEGRAÇÃO DIRETA 


A linha elástica de uma viga é expressa matematicamente como v = f(x). 
Para obter essa equação, devemos primeiro representar a curvatura (1/9) em ter- 
mos de v e x. Segundo a maioria dos livros de cálculo, essa relação consiste em: 

1 dv/dx” 
p [1 + (dv/dxf]” 








Substituindo na Equação 12.2, obtemos: 
&v/dx? M 
[1 + (dv/dxý p? EI 





(12.4) 


Essa equação representa uma equação infinitesimal não-linear de segunda 
ordem. Sua solução, denominada elástica, dá a forma exata da linha elástica, 
admitindo-se, naturalmente, que as deflexões da viga ocorram somente devido 
à flexão. Por meio da matemática superior, foram obtidas soluções da elástica 
apenas para casos simples de geometria e carregamento de vigas. 

A fim de facilitar a solução de um número maior de problemas de deflexão, 
a Equação 12.4 pode ser modificada. A maioria das normas de projeto da 
engenharia especifica os limites de tolerância e estética das deflexões e, como 
resultado, as deflexões da elástica para a maioria das vigas e dos eixos formam 
uma curva rasa. Consegqiientemente, a inclinação da curva elástica determinada 
por dv/dx é muito pequena e seu quadrado desprezível em comparação com 
a unidade.! Portanto, a curvatura, como definida anteriormente, pode ser 
aproximada por 1/p = d?v/dx”. De acordo com essa simplificação, a Equação 
12.4 pode ser escrita como: 

2, 
Tx (12.5) 
dx EI 

Também é possível escrevê-la de duas formas alternativas. Se diferenciar- 
mos cada lado da equação em relação a x e substituirmos V = dM /dx (Equação 
6.2), obteremos: 


ce) = V(x) (12.6) 


E EIS) - -WG (12.7) 
X 


! Ver o Exemplo 12.1. 
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Na maioria dos problemas, a rigidez à flexão é constante ao longo do 
comprimento da viga. Nesse caso, os resultados anteriores podem ser reorde- 
nados no seguinte conjunto de equações: 








4, 

Er S (12.8) 
3, 

Er = v(x) (12.9) 
2, 

Es = MG) (12.10) 





A solução de qualquer uma dessas equações requer integrações sucessivas 
para se obter a deflexão v da linha elástica. Em cada integração é preciso 
introduzir uma ‘constante de integração’ e depois resolver todas as constantes 
para obter a solução única de um problema em particular. Por exemplo: se a 
carga distribuída for expressa em função de x e usarmos a Equação 12.8, 
deveremos calcular quatro constantes de integração; entretanto, se o momento 
fletor interno M estiver determinado e usarmos a Equação 12.10, precisaremos 
determinar apenas duas constantes. A escolha da equação a ser utilizada de- 
pende do problema. Geralmente, no entanto, é mais fácil determinar o mo- 
mento fletor interno M em função de x, integrar duas vezes e calcular apenas 
duas constantes de integração. 

Lembrar da Seção 6.1 que, se o carregamento da viga for descontínuo, 
isto é, consistir de uma série de várias cargas distribuídas e concentradas, então 
devem ser escritas diversas funções do momento fletor interno, cada uma 
válida na região entre as descontinuidades. Além disso, para facilitar a 
‘composição’ da expressão de cada momento, a origem de cada coordenada x 
pode ser escolhida arbitrariamente. Como exemplo, consideremos a viga 
mostrada na Figura 12.7a. O momento fletor interno nas regiões AB, BC e 
CD é escrito em termos das coordenadas escolhidas x1, x, € x3, como mostram 
tanto a Figura 12.7b quanto a 12.7c, ou de qualquer maneira que resulte em 
M = fx) da forma mais simples possível. Uma vez que as funções estejam 
integradas, com o uso da Equação 12.10, e as constantes de integração estejam 
determinadas, as funções darão a inclinação e a deflexão (linha elástica) de 
cada região da viga para a qual sejam válidas. 





Figura 12.7 
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Rolete 


Pino ou articulação interna 


Tabela 12.1 






A 


+V 


Convenção de sinal positivo 


(a) 





+p 
” AÁctica , 
Curya elástica Curva elástica 

















+60 do 
- +v 
3 ž 
dt +x 
Convenção de sinal positivo Convenção de sinal positivo 


(b) (e) 
Figura 12.8 


Convenção de Sinal e Coordenadas. Ao aplicar as equações 12.8, 12.9 e 
12.10, é importante usar os sinais adequados para M, V e w, como estabelecido 
pela convenção de sinal usada na dedução dessas equações. A título de re- 
cordação, a Figura 12.8a mostra os termos com suas direções positivas. Além 
disso, lembre-se de que a deflexão positiva v é para cima e, como conseqüência, 
a inclinação positiva do ângulo 0 é medida no sentido anti-horário a partir do 
eixo x, que, por sua vez, é positivo para a direita. A razão de tal condição é 
mostrada na Figura 12.8b. Nesse caso, os aumentos positivos dx e dv em x e v 
dão origem ao aumento de 0 no sentido anti-horário. Por outro lado, se x 
positivo for orientado para a esquerda, então 6 será positivo no sentido horário 
(Figura 12.8c). 

Saliente-se que, se a relação dv /dx for muito pequena, o comprimento hori- 
zontal original do eixo da viga e o arco de sua linha elástica serão aproximada- 
mente iguais. Em outras palavras, ds nas figuras 12.8b e 12.8c é aproximadamente 
igual a dx, uma vez que ds = V(dx) + (do) = V1 + (dv/dx) dx = dx. 
Como consegiuência, supõe-se que os pontos da linha elástica são deslocados 
verticalmente e não horizontalmente. Além do mais, como a inclinação do 
ângulo 0 é muito pequena, seu valor em radianos é determinado diretamente 
por 0 = tg 9 = dv/dx. 





Condições de Contorno e Continuidade. As constantes de integração são 
determinadas pelo cálculo das funções de cisalhamento, momento fletor, 
inclinação ou deslocamento em certo ponto da viga no qual o valor de tal função 
seja conhecido. Esses valores são chamados condições de contorno. Várias 
condições de contorno possíveis usadas com frequência para resolver problemas 
de deflexão de vigas (ou eixos) estão relacionadas na Tabela 12.1. Por exemplo: 
se a viga for apoiada por um rolete ou pino (1, 2,3, 4), o deslocamento nesses 
pontos terá de ser nulo. Além disso, se esses apoios estiverem localizados nas 
extremidades da viga (1,2), o momento interno da viga também deverá ser nulo. 
No apoio fixo (5), a inclinação e o deslocamento são ambos nulos, enquanto a 
viga de extremidade livre (6) tem momento e cisalhamento nulos. Finalmente, 
se dois segmentos de uma viga forem acoplados por pino ou articulação ‘interna’ 
(7), o momento deverá ser nulo no acoplamento. 


Cap.12 DEFLEXÃO DE VIGAS E Eixos 455 


Se uma única coordenada x não puder ser usada para expressar a equação 
da inclinação ou da linha elástica da viga, então devem ser usadas condições 
de continuidade para calcular algumas das constantes de integração. Como 
exemplo, consideremos a viga da Figura 12.99. Nesse caso, ambas as co- 
ordenadas x são escolhidas com origem em A. Cada uma é válida apenas nas 
regiões 0 =x Sa ea =n = (a + b). Uma vez obtidas as funções da inclinação 
e da deflexão, elas devem dar os mesmos valores para a inclinação e para a 
deflexão no ponto B, de modo que a linha elástica seja fisicamente contínua. 
Expressa matematicamente, essa condição requer que 6,(a) = @(a) e vi(a) = 
v(a). Essas equações são então usadas para calcular duas constantes de mènte a deflexbo. A. água, de china, 
integração. Por outro lado, se a linha elástica for expressa em termos das por exemplo, pode acumular-se pro. 
coordenadas 0 = x; £ a € 0 £ x, = b, mostradas na Figura 12.9b, a continuidade vocando poças que levarão à deflexão 
da inclinação e da deflexão exigirá que 6,(a) = — 6>(b) e vi(a) = v(b). Nesse adicional ou até à falha do material, 
caso particular, o sinal negativo é necessário para comparar as inclinações em 
B, uma vez que x, é positivo para a direita, enquanto x, é positivo para a 
esquerda. Conseqüentemente, 6 é positivo no sentido anti-horário e 6 é 
positivo no sentido horário. Veja as figuras 12.8b e 12.8c. 








Para projetar um sistema de cober- 
tura, é preciso considear cuidadosa- 


Dj, V3 
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(a) (b) 
Figura 12.9 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Para determinar a inclinação e a deflexão da viga (ou do eixo) pelo método da integração direta, usa-se o seguinte 
procedimento. 
Linha Elástica. 


e Desenhar uma vista exagerada da linha elástica da viga. Lembrar que ocorrem inclinação e deslocamento 
nulos em todos os apoios fixos e ocorre deslocamento nulo em todos os apoios de pino e de rolete. 


Estabelecer os eixos de coordenadas x e v. O eixo x deve ser paralelo à viga sem deflexão e pode ter origem em 
qualquer ponto ao longo dela, com sentido positivo tanto para a direita como para a esquerda. 


Se estiverem presentes diversas cargas descontínuas, estabelecer coordenadas x que sejam válidas para cada 
região da viga entre as descontinuidades. Escolher as coordenadas de modo que simplifiquem o trabalho 
algébrico subsequente, 

e Em todos os casos, o eixo v associado positivo deve ser orientado para cima. 


Função do Carregamento ou do Momento Fletor. 


* Em cada região em que haja uma coordenada x, expressar a carga w ou o momento fletor M em função de x. 
Em particular, supor que M sempre atua na direção positiva ao aplicar a equação de equilíbrio de momento fle- 
tor para determinar M = f(x). 


Inclinação e Linha Elástica. 

e Desde que El seja constante, aplicar tanto a equação de carga EI d'v /dx* = —w(x), que requer quatro inte- 
grações para obter v = v(x), como a equação de momento EI dw/dx? = M(x), que exige apenas duas in- 
tegrações. É importante incluir em cada integração uma constante de integração. 

Calcular as constantes usando as condições de contorno para os apoios (Tabela 12.1) e as condições de con- 
tinuidade que se aplicam à inclinação e ao deslocamento nos pontos em que as duas funções se encontram, 
Uma vez que as constantes estejam determinadas e substituídas nas equações da inclinação e da deflexão, 
podem-se determinar a inclinação e o deslocamento em pontos específicos da linha elástica. 

Verificar graficamente os valores numéricos obtidos comparando-os com o desenho da linha elástica. Observar 
que os valores positivos da inclinação serão no sentido anti-horário se a direção do eixo x for positiva para a di- 
reita, e no sentido horário se a direção do eixo x for positiva para a esquerda. Em qualquer caso, o deslocamento 
positivo é para cima. 
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EXEMPLO 12.1 





A viga em balanço mostrada na Figura 12.10a está submetida a uma carga 
vertical P na extremidade. Determinar a equação da linha elástica. ET é constante. 


SOLUÇÃO I 


Linha Elástica. A carga tende a defletir a viga como mostra a Figura 12.104. 
Por inspeção, vemos que o momento fletor interno pode ser representado em 
toda a viga por meio de uma única coordenada x. 


Função do Momento Fletor. Pelo diagrama de corpo livre, com M atuando 
na direção positiva (Figura 12.10b), temos: 


M = —Px 


Inclinação e Linha Elástica. Aplicando a Equação 12.10 e integrando duas 
vezes, temos: 











P Zi 
Brel ep (1) 
2 
| A B a dx 
“a N d Pê 
a = ~ Linha elástica | E dx 2 + Ci (2) 
-L— - EIv= PE 4 Cr+ O (3) 


(a) Se usamos condições de contorno dv/dx = 0 em x = L e v = 0 em x = 


L, as equações 2 e 3 tornam-se: 
Es PI? Ea 


0= -C 
2 1 


i PL? 
| r +GL+C 











IL jm 
| =) Assim, C4 = PL?/2 e C = —PL*/3. Substituindo esses resultados nas 
equações 2 e 3 com 8 = dv/dx, temos: 
©) o P 
y 2EI 
P 
6EI ( 


(12-52) 
Figura 12.10 





v X + 3Lx — 21º) Resposta 


A inclinação e o deslocamento máximos ocorrem no ponto Á (x = 0), para 








o qual: 
_ PL? 
ba az 2EI (4) 
ER PE? 
va = SEI (5) 


O resultado positivo para 04 indica rotação no sentido anti-horário e o 
resultado negativo para va indica que v4 estende-se para baixo. Isso está de 
acordo com os resultados esquematizados na Figura 12.104. 

A fim de ter alguma idéia da intensidade real da inclinação e do des- 
locamento na extremidade A, consideremos que a viga da Figura 12.104 tenha 
comprimento de 15 pés, suporte uma carga P = 6 kip e seja feita de aço A-36, 
sendo Eaço = 29(10º) ksi. Segundo os métodos da Seção 11.3, se a viga foi pro- 
jetada sem fator de segurança e a tensão normal admissível é igual ao limite 
de escoamento Faam = 36 ksi, então um perfil W12 x 26 seria adequado (1 = 
204 pol”). Pelas equações 4 e 5, temos: 
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6 kip(15 pés)*(12 pol/pé)? 
2[29(10º) kip /pol?](204 pol?) 





0a = = 0,0164 rad 


o 6 kip(15 pés)(12 pol/pé)? sd 
va 3[29(10°) kip/poP](204 pol?) ~ 7! PO 





Como 64 = (dv/dx)? = 0,000270 rad? << 1, devemos usar a Equação 12.10, 
em vez da 12.4, mais precisa, para calcular a deflexão de vigas. Além disso, 
como essa aplicação é para vigas em balanço, obtivemos valores maiores de 0 
e v do que teríamos obtido se a viga fosse apoiada por pinos, roletes ou outros 
apoios fixos. 


SOLUÇÃO II 


Este problema também pode ser resolvido por meio da Equação 12.8, EI 
d'v/dx* = —w(x). Nesse caso, w(x) = O para 0 =x = L (Figura 12.104), de 
modo que, após integrar uma vez, obtemos a forma da Equação 12.9, isto é: 


d'w 
EI — = 
dx* 
dy 
El5=Ci=V 
dê E 
A constante de cisalhamento C’; também é calculada em x = 0, visto que 
Va = —P (negativa de acordo com a convenção de sinal para vigas, Figura 
12.84). Assim, C'4= —P. Integrando novamente, temos a forma da Equação 
12.10, isto é: 
dv 
EI-— = -P 
dx? 
d? 
EIZ =-Pr+C4=M 
dx 


Nesse caso, M = 0 em x = 0, de modo que C’, = 0 e, como resultado, obtém- 
se a Equação 1 e a solução continua a mesma de antes. 


TT 


A viga simplesmente apoiada da Figura 12.11a suporta um carregamento 
triangular distribuído. Determinar sua deflexão máxima. Considerar EI cons- 
tante. 


2w; npt? 
(Oy) = MOX 


| 
7 L 

















anã “Linha elástica 
2 


Figura 12.11 
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SOLUÇÃO I 


Linha Elástica. Devido à simetria, apenas uma coordenada x é necessária 
para a solução, neste caso 0 = x = L/2.A viga se desloca como mostra a Figura 
12.11a. Observe que a deflexão máxima ocorre no centro, uma vez que a 
inclinação nesse ponto é nula. 


Função do Momento Fletor. O carregamento distribuído atua para baixo 
e, portanto, de acordo com nossa convenção de sinal, é positivo. Um diagrama 
de corpo livre do segmento à direita é mostrado na Figura 12.11b. A equação 
do carregamento distribuído é: 





w = Ho, (1) 
Portanto: 
2 
W SMen=0; M+ A (z) "ak (x)=0 
Wo woL 
M = ot a 
3L “UA 


Inclinação e Linha Elástica. Usando a Equação 12.10 e integrando duas 
vezes, temos: 





dy Wo 3 woL 
£2 Z M= Po, Mor 2 
e CS Sa a 2) 
EH- Wo 4 WoL 2; ç 
dx PE G E 
pps EN UL E aa 





Obtemos as constantes de integração aplicando a condição de contorno, 
v = 0 em x = 0, e a condição de simetria, dv/dx = 0 em x = L/2. Isso leva a: 


La 5woL? 





G=> "192 rasa 
Portanto: 
dv Wo 4 woL 2 Swal? 
EI ł 
dx RL 192 
El = Wo 5 woL 3 5woL? 





oL 4% 192 


Determinando o deslocamento máximo em x = L/2, temos: 
n = = wol’ 
ic 120E1 





Resposta 


SOLUÇÃO II 


Começando com o carregamento distribuído (Equação 1) e aplicando a 
Equação 12.8, temos: 





dv 2Wo 
E dt L 
ad? 
nr =y = -#2 +C; 


Como V = +woL/4 em x = 0, então Ci = woL/4. Integrando novamente, 


temos: 
dy Wo 2 WoL 
Peia E V = memso + 
a dx? E 4 
dv w woL 
EI -== M = -72 t 
dx? ETA 4 


Nesse caso, M = 0 em x = 0, de modo que C3 = 0, o que leva à Equação 2. 


A solução continua a mesma. 
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EXEMPLO 12.3 


A viga simplesmente apoiada mostrada na Figura 12,124 está submetida 


à força concentrada P. Determinar seu deslocamento máximo. Considerar EI 


constante. 









i 
a 


to D | 


Pl 








2 


(a) 


SOLUÇÃO 


Linha Elástica. A viga se deflete como mostra a Figura 12.12b. Devemos 
usar duas coordenadas, visto que o momento fletor torna-se descontínuo em 
P. Nesse caso, admitiremos que x, e x, tenham a mesma origem em A, de modo 


que 0 = xı < 2a e 2a < x, = 3a. 


Função do Momento Fletor. Pelos diagramas de corpo livre mostrados na 


Figura 12.12c, 


Mı = E 


Mo = Sto — P (x, — 20) = É (3a — 15) 


3 


Inclinação e Linha Elástica. Aplicando a Equação 12.10 para M; e inte- 


grando duas vezes, temos: 


m E o 
EI dx? = 3% 
dv _ P 
Ela = g + C 


Ew = Ea ae Ci ae C2 








(e) 
Figura 12.12 
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De maneira semelhante para M»: 


d 
EIT = Poa — x2) 
d? 
dy, 2P 2) 
ElI- NaC 3 
dk SNA i 6) 
3 
Elv, = lar? = a + Caxo + C4 (4) 


Calculamos as quatro constantes usando duas condições de contorno, ou 
seja, x1 = 0, v1 = 0 e x, = 3a, v = 0. Além disso, devem ser aplicadas duas 
condições de continuidade em B, isto é, dv; /dxı = dvz/dxz cm x1 = x, = 2a e 
V = vw em x1 = x, = 2a. Substituindo como especificado, resultam as quatro 
equações seguintes: 


vı = 0 em x = 0; 0=0+0+ C 


v = 0 em x, = 3a; -23 a(30)? — fi Ger) + Ca(30) + C4 





dv,(2a)  dvl(2a)., 
dx dx ; 





12 
ay +a =E (sata) o )ro 





v(2a) = v(2a); 7 Ta + Ci(2a) + C, = (Baa) eo + Cil2a) + Cs 


Resolvendo essas equações, obtemos: 


Cı = “9 a C = 0 
22 4 
C= -FP Po Q= Pe 


dv P 2 4PÊ 











dx 6EM 9 EI 6) 
v = P x 3 4 Pe 
ABEL 9E” (6) 
dviz _ 2Pa Po 2 Pq? 
dx, EI? 3ETº 9 EI (7) 
Pas P 3 2 Pe 4 Pê 
= — — — — — + — >= 
“Ee YEr? O EI? 3 EI (8) 


Analisando a linha elástica (Figura 12.12h), conclui-se que a deflexão 
máxima ocorre em D, em algum lugar da região AB. Nesse ponto a inclinação 
é nula. Pela Equação 5: 


4 
pons 
xı = 1,633a 
Substituindo na Equação 6: 
Vnáx = — 0,484 Pat Resposta 
máx > EI p 


O sinal negativo indica que o deslocamento ocorre para baixo. 
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EXEMPLO 12.4 


A viga da Figura 12.134 está submetida a uma força concentrada P na 
extremidade. Determinar o deslocamento em C. Considerar EI constante. 











(a) 


(b) 
Figura 12.13 


SOLUÇÃO 


Linha Elástica. A viga se deflete até adquirir a forma mostrada na Figura 
12.134. Devido ao carregamento, devem ser consideradas duas coordenadas x, 
ou seja, 0 = xı < 2a e 0 £ x <a, onde x, orienta-se para a esquerda a partir 
de C, uma vez que o momento interno é fácil de expressar. 


Função do Momento Fletor. Usando os diagramas de corpo livre mostra- 
dos na Figura 12.13b, temos: 
P 


M, = am Mz = — Px, 


Inclinação e Linha Elástica. Aplicando a Equação 12.10, temos: 


dv, P 


dx? F Bra 





para 0 = xı < 2a, EI 


E 
| 


P , 
— = —— y? + 
dx q C (1) 


P 
-a*n F Cixr E Ca (2) 


t 
F 

S 
| 


Para 0S x, <a, El—-—sS=— 


EIl-— = “22 E Cs (3) 


Elv, = -Eys + C3xX2 + C4 (4) 


Determinam-se as quatro constantes de integração usando três condições 
de contorno, ou seja, vı = 0 em x; = 0, vı = 0 em xı = 2a e n = 0 em x = 
a e uma equação de continuidade, Nesse caso, a continuidade da inclinação 
no rolete requer dv, /dx, = —dvz/dx, em x, = 2a e x, = a. Por que há um 
sinal negativo nessa equação? (Observe que a continuidade do deslocamento 
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em B foi considerada indiretamentre nas condições de contorno, uma vez que 
vı = v = 0 em x; = 2a e x = a). Aplicando essas quatro condições, temos: 


vı = 0 em xı = 0; 0=0+0+ C 
v=0emx=2a; 0= -E (2a) + Cia) + C 


v = 0 em x2 = 4; 0= -Ê + Ca + Ci 


dvı(2a) doa), Ps ado =” Doo, 
er R 719) 6) 





Resolvendo, obtemos: 


- Pê 
3 


7 


C, G=0 JO EPA C4 = Pê 


Substituindo C, e C4 na Equação 4, temos: 





O deslocamento em € é determinado fazendo-se x, = 0. Obtemos: 


vc= “EL Resposta 





É PROBLEMAS 


12.1. Uma tira de aço A-36 com espessura de 10 mm e lar- 
gura de 20 mm é dobrada em um arco circular de raio p = 
10 m. Determinar a tensão de flexão máxima nela desen- 
volvida, 


P 


12.2. Um homem está executando um salto com vara. O 
raio de curvatura mínimo da vara mede 4,5 m. Se a vara tem jp | 
diâmetro de 40 mm e é feita de plástico reforçado com fibra 
de vidro, para o qual E apra = 131 GPa, qual a tensão de flexão q — 2 
máxima nela desenvolvida? x E 

l 3 


Problema 12.3 














*12.4. Determinar a equação da linha elástica da viga 
usando a coordenada x válida para O = x < L/2. Especificar 
a inclinação em A e a deflexão máxima. Considerar EI 
constante. 





Problema 12.2 








12.3. Determinar as equações da linha elástica usando as 
coordenadas x, € x2. Considerar EI constante. Problema 12.4 


12.5. Determinar as equações da linha elástica da viga 
usando as coordenadas x; e x». Especificar a inclinação em 
A e a deflexão máxima. Considerar EI constante. 








Probieina 12.5 


12.6. Determinar as equações da linha elástica da viga 
usando as coordenadas x, e xz. Especificar a deflexão máxima 
considerando EI constante. 








Problema 12.6 


12.7. O eixo apóia-se em A por um mancal, que exerce 
apenas reações verticais sobre ele, e em C por um mancal de 
encosto que exerce reações horizontal e vertical sobre tal 
eixo. Determinar as equações da linha elástica usando as 
coordenadas x, e x». Considerar EI constante. 








Problema 12.7 


*12.8. A tábua da cerca ondula entre três postes lisos fixos. 
Supondo que os postes localizem-se ao longo da mesma reta, 
determinar a tensão de flexão máxima na tábua. Sua largura 
é 6 pol e sua espessura 0,5 pol. Emad = 1,60(10º) ksi. Supor, 
também, que o deslocamento de cada extremidade da tábua, 
em relação ao seu centro, seja de 3 pol. 





4 pés ja 














Problema 12.8 


12.9. Determinar as equações da linha elástica do eixo 
usando as coordenadas x, e xs. Especificar a deflexão máxima 
da viga considerando Ef constante. 
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Problema 12.9 


12.10. Determinar a deflexão máxima da viga e a inclinação 
em A. Considerar EI constante. 


Mo Mo 
af E ei |s 
| a | a S. a a 


Problema 12.10 








12.11. A viga de aço A-36 tem altura de 10 pol e está 
submetida a um momento constante Mo, que faz a tensão nas 
fibras externas tornar-se or = 36 ksi. Determinar o raio de 
curvatura da viga, bem como a inclinação e a deflexão 
máximas. 








Problema 12.11 


*12.12. O eixo apóia-se em 4 por um mancal, que exerce 
apenas reações verticais sobre ele, e em B por um mancal de 
encosto que exerce reações horizontal e vertical sobre tal 
eixo. Desenhar o diagrama do momento fletor no eixo e, por 
meio dele, traçar a deflexão ou a linha elástica. Determinar 
as equações da linha elástica usando as coordenadas x, € x». 
Considerar Ef constante. 





— A L X2 
-—150 mm 400 mm 


Probiema 12.12 





12.13. Determinar a equação da linha elástica da viga em 
balanço que está submetida ao conjugado Mọ. Calcular 
também a inclinação e a deflexão máximas. Considerar EI 
constante. 








Bi , 


Problema 12,13 
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12.14. Determinar a inclinação e a deflexão máximas da 
viga simplesmente apoiada que está submetida ao conjugado 
Mo. Considerar EI constante. 








Problema 12.14 


12.15. Determinar a equação da linha elástica da viga 
simplesmente apoiada que está submetida aos conjugados 
Mo. Calcular também a inclinação e a deflexão máximas 
considerando Ef constante. 








Problema 12.15 


*12.16. Determinar a equação da linha elástica usando a 
coordenada x e especificar a inclinação no ponto 4 e a 
deflexão no ponto C. Considerar E! constante. 








Problema 12.16 


12.17. A barra é suportada por um rolete contido em B, que 
permite seu deslocamento vertical, mas resiste a carga axial 
e momento. Supondo que a barra seja submetida ao carrega- 
mento mostrado, determinar a inclinação em A e a deflexão 
em C. Considerar ET constante. 


12.18. Determinar a deflexão em B da barra do Problema 
12.17. 











C 


njo 
= a 


Problemas 12.17/12.18 


12.19. São usados postes de madeira para conter um muro 
de 3 pol de diâmetro. Se a pressão do solo ao longo do poste 
varia de zero no topo ao máximo de 300 Ib/pé na extre- 
midade inferior B, quais são a inclinação e o deslocamento 
no topo? Emaa = 1,6(10°) ksi. 








Probicma 12.19 


*12.20. A viga cônica tem seção transversal retangular. 
Determinar a deflexão em sua extremidade em termos da 
carga P, do comprimento L, do módulo de elasticidade E e 
momento de inércia Iy referente a essa extremidade. 


=» 
sS 





Problema 12.20 


12.21. A viga cônica tem seção transversal retangular. 
Determinar a deflexão no centro em termos da carga P, do 
comprimento L, do módulo de elasticidade E e momento de 
inércia Io referente a tal centro. 





Problema 1221 


12.22. A viga é feita de um material com peso específico y. 
Determinar o deslocamento e a inclinação em sua extre- 
midade A devido ao seu peso. O módulo de elasticidade do 
material é E. 
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Problema 12.22 


12.23. A viga é feita de uma chapa com espessura constante 
t e largura que varia linearmente. A chapa foi cortada em 
tiras para formar uma série de folhas, as quais foram 








empilhadas em um feixe de molas composta por n folhas. j g E 
Determinar a deflexão na extremidade da viga quando esta 
estiver carregada. Desprezar o atrito entre as folhas. Problema 12.23 





*12.3 FUNÇÕES DE DESCONTINUIDADE 


O método da integração direta, usado para determinar a equação da linha 
elástica de vigas ou eixos, será conveniente se a carga ou o momento interno 
puderem ser expressos como uma função contínua ao longo de todo o com- 
primento da viga. Se, no entanto, várias cargas diferentes atuam sobre ela, a 
aplicação do método torna-se cansativa, porque devem ser escritas funções 
separadas de carga ou de momento para cada região. Além do mais, a integração 
dessas funções requer o cálculo das constantes de integração por meio de 
condições de contorno e/ou continuidade. Para a viga da Figura 12.14, por 
exemplo, é preciso escrever quatro funções de momento fletor que descrevam 
os momentos fletores nas regiões AB, BC, CD e DE. Ao aplicar a relação entre 
momento fletor e curvatura, EI dºv/dx? = M, e integrar cada equação de mo- 
mento fletor duas vezes, devemos calcular oito constantes de integração. Elas 
envolvem duas condições de contorno que implicam deslocamento nulo nos 
pontos A e E e seis condições de continuidade, tanto para a inclinação como 
para o deslocamento nos pontos B, Ce D. 

Nesta seção discutiremos um método para encontrar a equação da linha 
elástica de uma viga com carregamentos múltiplos usando uma única expressão 
em termos da carga na viga, w = w(x), ou de seu momento interno, M = M(x). 
Se a expressão de w for substituída em El d *v/dx* = —w(x) e integrada quatro 
vezes, ou se a expressão de M for substituída em El dv /dx” = M(x) e integrada 
duas vezcs, as constantes de integração serão determinadas a partir apenas das 
condições de contorno. Uma vez que as equações de continuidade não serão 
envolvidas, a análise ficará muito simplificada. 


Funções de Descontinuidade. A fim de informar a carga da viga ou seu 
momento interno em uma única expressão, usaremos dois tipos de operadores 
matemáticos conhecidos como funções de descontinuidade. 





Figura 12.14 





Por medida de segurança, estas vigas 
em balanço foram projetadas tanto 
para resistir como para limitar a de- 
flexão. 
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Função da carga | Cisalhamento Momento 
w= w(x} V = -fw{x)dx M = [Vdx 





w = Moca>™ |V = -Mocx-a>! | M = -Mo<x-a>? 





V = -P<x-a>0 





W 
w=uga-a> | V=-uo<ca>l |M = = <a>? 


4 inclinação = m 


p= 
4l- 








Tabela 12.2 


Funções de Macaulay. Para o caso de deflexão de vigas ou eixos, as funções 
de Macaulay, assim denominadas em homenagem ao matemático W.H. Macau- 
lay, podem ser usadas para descrever cargas distribuídas. Elas podem ser 
escritas desta forma geral: 


0 < 
parax <a (12.11) 


e af = E — a)” parax=a 


n=0 





Nesse caso, x representa a coordenada da posição de um ponto ao longo 
da viga e a, o local da viga em que ocorre a “descontinuidade”, ou seja, o ponto 
em que a carga distribuída começa. Observe que a função de Macaulay (x — a)” 
é escrita entre colchetes para distingui-la da função ordinária (x — a)” grafada 
entre parênteses. Como descrito pela função, somente quando x = a temos (x — 
a” = (x — a)”, caso contrário a função é nula. Além disso, tais funções são 
válidas apenas para valores exponenciais n = 0. A integração das funções de 
Macaulay segue as mesmas regras das funções comuns, isto é: 


co anti 
[ (x — ay dx a a TE (12.12) 








Observe como as funções de Macaulay descrevem tanto o carregamento 
uniforme wo (n = 0) como o carregamento triangular (n = 1), mostrado na 
Tabela 12.2, itens 3 e 4. Esse tipo de descrição estende-se, naturalmente, a carre- 
gamentos distribuídos com outros formatos. É possível também usar a super- 
posição de cargas uniforme e triangular para criar a função de Macaulay para 
carregamento trapezoidal. As funções de Macaulay para cisalhamento, V = 
— [w(x) dx, e momento fletor, M = |V dx, também são mostradas na tabela, 
usando integração. 


Funções de Singularidade. Essas funções são usadas apenas para descrever 
a localização do ponto de forças concentradas ou conjugados que atuam sobre 
uma viga ou um eixo. Especificamente, uma força concentrada P pode ser 
considerada um caso especial de carga distribuída, no qual a intensidade da 
carga é w = P/e tal que sua largura seja e, onde e— O (Figura 12.15). A área 
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do diagrama de carga é equivalente a P e positiva para baixo, por isso, usaremos 
a função de singularidade: 





di —ı_ fO paraxza 
w=P(x-a = P parax=a (12.13) 
para descrever a força P. Observe que nesse caso n = —1, de modo que a 


unidade de w é força por comprimento, como deveria ser. Além disso, a função 
supõe o valor de P somente no ponto x = a em que a carga ocorre, caso 
contrário tal função seria nula. 

De maneira similar, o conjugado Mo, considerado positivo no sentido anti- 
horário, é uma limitação, como e- 0, de duas cargas distribuídas como mostra 
a Figura 12.16. Nesse caso, a seguinte função descreve seu valor: 





L2 0 para x + a 
w = Mox- a} ^= M, parax=a (12.14) 
O expoente n = —2 garante que a unidade de w, força por comprimento, 


seja mantida. 

A integração das duas funções de singularidade anteriores segue as regras 
operacionais do cálculo e produz resultados diferentes dos obtidos com as 
funções de Macaulay. Explicitamente: 


i! v-et- nh (12.15) 





Nesse caso, apenas o expoente de n aumenta uma unidade e nenhuma 
constante de integração é associada com a operação. Ao usar a fórmula, observe 
como Mo e P, descritos nos itens 1 e 2 da Tabela 12.2, são integrados uma vez 
e depois duas vezes, até que se obtenham o cisalhamento interno e o momento 
na viga. 

As equações 12.11 a 12.15 oferecem, pois, um modo mais direto de expres- 
sar o carregamento ou o momento interno de uma viga em função de x. Ao 
usar essa alternativa, preste atenção nos sinais dos carregamentos externos. 
Como dissemos anteriormente e como mostra a Tabela 12.2, forças concen- 
tradas e cargas distribuídas são positivas para baixo, ao passo que conjugados 
são positivos no sentido anti-horário. Se a convenção de sinal for seguida, o 
cisalhamento interno e o momento fletor estarão de acordo com a convenção 
de sinal para vigas estabelecida na Seção 6.1. 

Como exemplo de aplicação das funções de descontinuidade para descrever 
a carga ou o momento interno em uma viga, consideremos a viga carregada da 
Figura 12.17a. Nesse caso, a força de reação R; criada pelo pino (Figura 12.17b) 
é negativa, visto que atua para cima, e My é negativo, uma vez que atua no sentido 
horário. Pela Tabela 12.2, a carga em qualquer ponto x da viga é, portanto, 


w= -Rx - 0Y! + Pix — ayt — Mox — bY? + wlx — o? 


A força de reação no rolete não foi incluída, uma vez que aqui x nunca é 
maior que L e, além disso, esse valor não influi no cálculo da inclinação ou da 
deflexão. Observe que quando x = a,w = Pe todos os outros termos são nulos. 
Além disso, quando x > c, w = wo etc. 

Integrando essa equação duas vezes, obtemos a expressão que descreve o 
momento interno na viga. As constantes de integração serão ignoradas nesse 
caso, visto que tanto as condições de contorno como o cisalhamento final e o 
momento foram calculados (V = R; e M = 0) e esses valores estão incorporados 
na carga w. Pode-se também obter esse resultado diretamente pela Tabela 12.2. 
Em qualquer um dos casos: 


M=Ri(x-0)-Plx-a)+ Mox — bY — lwga-—o? (12.16) 
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Figura 12.17 


(b) 
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A validade dessa expressão pode ser verificada pelo método das seções, 
digamos, na região b < x < c (Figura 12.17b). Para o momento de equilíbrio, é 
preciso que: 








sm T M = Rix — P(x — a) + Mo (12.17) 


Esse resultado está de acordo com o obtido pelas funções de descon- 
tinuidade, uma vez que pelas equações 12.11, 12.13 e 12.14 somente o último 
termo da Equação 12.16 é nulo quando x < c. 

j Como segundo exemplo, consideremos a viga da Figura 12,184. A reação 

de apoio em A foi calculada na Figura 12.18b e o carregamento trapezoidal foi 

275kN (b) B, separado em um carregamento triangular e outro com distribuição uniforme. 
Figura 12.18 Pela Tabela 12.2, o carregamento é: 








w=-275kN(x — 0) 1 — 1,5 kN m(x—-3m)? +3kN/m(x — 3 m) + 1 kKN/mXx — 3 m} 


Podemos determinar a expressão do momento diretamente da Tabela 12.2 
em vez de integrar essa expressão duas vezes. Em qualquer um dos casos, 








3kN 2 
M = 2,75 KN(x — 01 + 1,5 KN - m(x — 3 m)? — read Nym = dn 
= 2,75x + 1,5 (x — 3% — 1,5% — 3} - (x -3% 


A deflexão da viga pode ser determinada integrando-se duas vezes suces- 
sivas essa equação, e as constantes de integração são calculadas usando-se as 
condições de contorno para o deslocamento nulo em A e B. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Veja a seguir como usar as funções de descontinuidade para determinar a equação da linha elástica de uma viga. 
O método é particularmente vantajoso para resolver problemas que envolvam vigas ou eixos sujeitos a vários 
carregamentos, uma vez que as constantes de integração são calculadas usando-se apenas condições de contorno, 
ao mesmo tempo que as condições de compatibilidade são satisfeitas automaticamente. 
Linha Elástica. 

Esquematizar a linha elástica da viga e identificar as condições de contorno nos apoios. 


Em todos os apoios de pino e rolete ocorre deslocamento nulo, ao passo que ocorrem inclinação e desloca- 
mento nulos nos apoios fixos. 


Estabelecer o eixo x de modo que se prolongue para a direita e tenha origem na extremidade esquerda da viga. 


Função do Carregamento ou do Momento Fletor. 


e Calcular as reações dos apoios e, depois, usar as funções de descontinuidade da Tabela 12.2 para expressar a 
carga w ou o momento interno M em função de x. Ao aplicar as equações, assegurar-se de seguir a convenção 
de sinal para cada carregamento. 


Observar que, para ser válidos, os carregamentos distribuídos devem estender-se até a extremidade direita da 
viga. Se não ocorrer essa condição, usar o método da superposição ilustrado no Exemplo 12.5. 


Inclinação e Linha Elástica. 


Substituir w na equação EI dºv/dx* = —w(x) ou M na relação momento-curvatura EI dv /dx? = M e integrar 
para obter as equações da inclinação e da deflexão. 


Calcular as constantes de integração usando as condições de contorno; em seguida, substituir tais constantes 
nas equações da inclinação e da deflexão para obter os resultados finais. 


Quando as equações da inclinação e da deflexão são calculadas em qualquer ponto da viga, a inclinação posi- 
tiva ocorre no sentido anti-horário e o deslocamento positivo ocorre para cima. 
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EXEMPLO 12,5 


Determinar a equação da linha elástica da viga em balanço mostrada na 
Figura 12.194. Considerar EI constante. 


SOLUÇÃO 


Linha Elástica. As cargas fazem com que a viga se deflita como mostra a 
Figura 12.194. As condições de contorno exigem inclinação e deslocamento 
nulos em 4. 


Função do Carregamento. As reações de apoio em A foram calculadas pela 
estática e aparecem no diagrama de corpo livre da Figura 12.19b. Uma vez que 
o carregamento distribuído da Figura 12.194 não se estende até C como 
requerido, usaremos a superposição de forças mostrada na Figura 12.19b para 
representar o mesmo efeito. Pela nossa convenção de sinal, o conjugado de 
50 KN -m, a força de 52 kN em A e a carga distribuída de B para C na parte 
inferior da viga são todos negativos. O carregamento da viga é, portanto: 





w = —52 kN(x — 0)! + 258 KN m(x — 0) 2+8 kN/m% — 0)º 
— 50 kN m(x — 5 m)? — 8 kN /m&x — 5 m% 


A carga de 12 kN não foi incluída porque x não pode ser maior que 
9 m. Como dv /dx = — w(x), integrando — e desprezando a constante de inte- 
gração, uma vez que as reações foram incluídas na função de carga — temos: 


V = 52x = 0 — 258x — 0)™! — 8(x — 0)! + 50x — 557! + 8(x — 5} 
Além do mais, dM /dx = V, de modo que integrando de novo temos: 
M = —258(e = 0)? + 52 (x = 0)! — 3 (8) — 0)? + 50 = 5 + 1(8) (e 5? 
= (—258 + 52x — 4xº + 4x — 52 + 50(x — 5)°) kN -m 


Esse mesmo resultado pode ser obtido diretamente pela Tabela 12.2. 


Inclinação e Linha Elástica. Aplicando a Equação 12.10 e integrando duas 
vezes, temos: 











29 
EI a 258 + 52x — 4x? + 50x — 5)? + 4(x — 5) 
d 
BIS -258x + 262- A 50x — 5}! + Tiy 5 +C 
dx 3 3 
= RR la 2 E 
Elo = —129xº 4 3º 3% + 25(x — 5 + at -5+ Cx+ G 





Como dv/dx = 0 em x = 0, G = 0;e v = 0 em x = 0, então C, = 0. Assim: 


1 2631 
= 129xº + E — = 
A H IE Pç 








+ 25(x — 52 + ste = s) m Resposta 





8 kN/m 
(E aa d 


(a) 





IZkN 
quê kNm  8kNjm 
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E 50 kN. 'm 


8 kN/m 
5m Di åm 


(b) 
Figura 12.19 








m 


Determinar a deflexão máxima da viga mostrada na Figura 12.20a. Con- 
siderar ET constante. 
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8 kip 
Da o) tii 
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B) 
Ve v, 
Ee A D 
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| 10 pés -j+ 20 pés | 
(a) 
8 kip 


_ 120 ķip-pés 
pen o ro =» 
ed = Is kip t% kip 


30 pés . 











(b) 
Figura 12.20 
SOLUÇÃO 
Linha Elástica. A viga se deflete como mostra a Figura 12.204. As condições 
de contorno exigem deslocamentos nulos em A e B. 


Função do Carregamento. As reações foram calculadas e aparecem no 
diagrama de corpo livre na Figura 12.20b. A função de carregamento da viga 
é escrita como: 





w=8kip(x—0)! — 6 kip(x — 10 pés”! 


O conjugado e a força em B não estão incluídos porque se localizam na 
extremidade direita da viga e x não pode ser maior que 30 pés. Aplicando 
dV/dx = —w(x), obtemos: 


V = —8(x — 0% + 6x — 10) 





De maneira semelhante, dM /dx = V resulta em: 
M = —8(x — 0)! + 6x — 10)! 
= (—8x + 6(x — 10%) kip - pés 
Observe que a equação também pode ser estabelecida diretamente a partir 
dos resultados para momento da Tabela 12.2. 
Inclinação e Linha Elástica. Integrando duas vezes, temos: 


2, 
ca = —8x + 6(x = 10}! 


EI u —4x + 3(x — 10% + Cy 
dx 
Eh = a +(x- 10° + Cx + C (1) 
Pela Equação 1, a condição de contorno v = 0 em x = 10 pés e v = 0 em 
x = 30 pés resulta em: 
0 = —1.333 + (10 — 10} + €(10) + C2 
O = —36.000 + (30 — 10)? + Ci(30) + C 
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Resolvendo essas equações simultaneamente para €, e Cz, obtemos C, = 
1.333 e Ca = —12.000. Então: 





BP 42 + 3% — 102 + 1.333 (2) 
dx 
Ele e + (x — 10)? + 1.333x — 12.000 (3) 


Pela Figura 12.204, o deslocamento máximo pode ocorrer tanto em C como 
em D, onde a inclinação dv/dx = 0. Para obter o deslocamento de C, fazemos 
x = 0 na Equação 3. Obtemos: 


12.000 kip - pés” 
Ses EI 





O sinal negativo indica que o deslocamento se dá para baixo, como mostra 
a Figura 12.204. Para localizar o ponto D, usamos a Equação 2 com x > 10 pés 
e dv/dx = 0,0 que leva a: 


0 = —4xp? + 3(xp — 102 + 1.333 
xp” + 60xp — 1.633 = 0 


Resolvendo para a raiz positiva: 
xp = 20,3 pés 
Então, pela Equação 3: 
Elvp = -S(203 + (20,3 — 10) + 1.333(20,3) — 12.000 


- 5.000 kip - pés? 


vp = EI Resposta 


Comparando esse valor com ve, vemos que Vmáx = Ve. 





E PROBLEMAS 


*12.24. O eixo suporta as cargas das duas polias mostradas. 
Determinar sua inclinação nos mancais A e B, que exercem 6 kN/m 
apenas reações verticais sobre ele. Considerar EI constante. 


20 kN 





k l! 3m Liam 


Problema 12.25 


12.26. O eixo é feito de aço inoxidável 304 e tem diâmetro 
de 15 mm. Determinar sua deflexão máxima. Os mancais em 
801b A e B exercem apenas reações verticais sobre ele, 








12.27. O eixo é feito de aço inoxidável 304 e tem diâmetro 
de 15 mm. Determinar a equação da linha elástica e encontrar 
12.25. A viga está submetida à carga mostrada. Determinar as inclinações nos mancais A e B, os quais exercem apenas 
a equação da linha elástica. Considerar ET constante. reações verticais sobre o eixo. 


Problema 12.24 
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200 mm f 300 mm pa 200 mm | B c 
x “| 


300 N 300 N 


Problemas 12.26/12.27 








Problema 12.33 
*12.28. A viga está submetida à carga mostrada. Determi- dada 


nar a equação da linha elástica considerando EI constante. 12.34. A viga está submetida à carga mostrada. Determinar 
a equação da linha elástica considerando Ef constante. 


3 kip/pé 





12.35. A viga está submetida à carga mostrada. Determinar 
as inclinações em A e B e o deslocamento em C. Considerar 
El constante. 


A B 
e 30 kN 
12 kN/m 
| | 4 pós — 


8 pés 


5 kip-pés 






5 kip-pés 








4 pés 


Problema 12.28 





12.29. O eixo suporta as cargas das três polias mostradas, 
Determinar a equação da linha elástica, Os mancais em A e | 











B exercem apenas reações verticais sobre o eixo. Qual é a 3m -l+ 5m > 
deflexão máxima? Considerar ET constante. 
12.30. O cixo suporta as cargas das três polias mostradas. Problemas 12.34/12.35 


Determinar a deflexão em seu centro e sua inclinação em A  *12.36. Determinar a equação da linha elástica. Especificar 


e B. Os mancais exercem apenas reações verticais sobre ele | a inclinação em A e o deslocamento em C. Considerar EI 
e EI é constante. constante. 


12.37. Determinar a equação da linha elástica e especificar 
as inclinações em À e B. Considerar EI constante. 








Problemas 12.29/12.30 


12.31. A viga está submetida à carga mostrada. Determinar 
a equação da linha elástica considerando ET constante. 








*12.32. A viga está submetida à carga mostrada. Deter- Problemas 12.36/12.37 
minar o deslocamento em x = 7 m e a inclinação em A. 12.38. 


A viga está submetida à carga mostrada. Determinar 
Considerar Ef constante. 


a equação da linha elástica considerando El constante. 


50 kN 










3 kN/m 

















= ss = | A a 
ca pm a os = dr a 


Problema 12.38 


Problemas: 12.31/12.32 12.39. A viga de madeira está submetida à carga mostrada. 


12.33. A viga está submetida à carga mostrada. Determinar Determinar a equação da linha elástica. Supondo Emmaa = 12 
as equações da inclinação e da linha elástica. Considerar EZ GPa, determinar também a deflexão e a inclinação na extre- 
constante. midade B. 
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2 kN/m 4 kN 





B em 4. 





j 3m | o N 











8 kip/pé 





*12.40. A viga está submetida 
| minar a equação da linha elástica. 


—9 pés— 





Problema 12.39 Problemas 12.40/12.41 


e o o e 


*12.4 INCLINAÇÃO E DESLOCAMENTO PELO MÉTODO 
DOS MOMENTOS DE ÁREAS 


O método dos momentos de áreas oferece uma técnica pseudográfica para 
determinar a inclinação e o deslocamento em pontos específicos da linha 
elástica de uma viga ou um eixo. Sua aplicação exige o cálculo das áreas 
associadas ao diagrama de momento da viga; desse modo, se o diagrama 
consistir de formas simples, o método será muito conveniente. Normalmen- 
te, esse é o caso quando a viga está carregada com forças concentradas e con- 
jugados. 

Para desenvolver o método dos momentos de áreas, estabeleceremos as 
mesmas hipóteses usadas para o método da integração direita: a viga, inicialmente 
reta, deforma-se elasticamente em virtude das cargas, de modo que a inclinação 
e a deflexão da curva elástica são muito pequenas e as deformações são pro- 
vocadas por flexão. O método dos momentos de áreas baseia-se em dois teore- 
mas usados para determinar a inclinação e o deslocamento em um ponto da linha 
elástica. 


Teorema 1. Consideremos a viga simplesmente apoiada c sua linha elástica 
(Figura 12.214). Um segmento infinitesimal da viga, dx, está isolado na Figura 
12.21b. Observa-se que o momento interno M deforma o elemento de tal modo 
que as tangentes à curva elástica > cada lado do elemento interceptam-se no 
ângulo d0. Esse ângulo é determinado pela Equação 12.10, escrita como: 


dy d (22) 
EI = EI =M 
dx? dx \dx 





Como a inclinação é pequena, 0 = dv/dx e, assim: 


M 
= + 18 
do E (12.18) 


Se o diagrama de momento da viga for construído e dividido pelo produto 
da multiplicação do momento da inércia pelo módulo de elasticidade E da viga 
(Figura 12.21c), a Equação 12.18 indicará que do é igual à área sob o “diagrama 


tan B 


= 
3x 


Curva elástica 


(a) 





E 
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à carga mostrada. Deter- 


12.41. Determinar o deslocamento em C e a inclinação 











Ja 


Diagrama M 
EI 


(e) 
Figura 12.21 
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Figura 12.22 
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M/EP do segmento da viga dx. Integrando entre dois pontos selecionados da 
linha elástica A e B, temos: 


B 

M 
9 =Í a 12.19 
B/A PE ( ) 


Essa equação é a base do primeiro teorema dos momentos de áreas. 


Teorema 1: O ângulo entre as tangentes em quaisquer dois pontos da linha 
elástica é igual à área sob o diagrama M /EI entre esses mesmos dois pontos. 


A notação 9p,4 indica o ângulo da tangente em B medido em relação à 
tangente em A. Pela demonstração, é evidente que esse ângulo é medido no 
sentido anti-horário, a partir da tangente A até a tangente B, se a área sob o 
diagrama M/EI é positiva. Inversamente, se a área é negativa, ou seja, fica 
abaixo do eixo x, o ângulo 6,4 é medido no sentido horário da tangente A 
para a tangente B. Além disso, pelas unidades da Equação 12.19, 0 À é medido 
em radianos. 


Teorema 2. O segundo teorema dos momentos de áreas baseia-se no desvio 
relativo das tangentes em relação à linha elástica. Uma vista muito ampliada 
do desvio vertical dt das tangentes a cada lado do elemento infinitesimal dx é 
mostrada na Figura 12.224. Tal desvio, provocado pela curvatura do elemento, 
foi medido ao longo de uma reta vertical que passa pelo ponto A da linha 
elástica. Como se supõe que a inclinação da linha elástica e sua deflexão são 
muito pequenas, é aceitável aproximar o comprimento de cada tangente por x 
e o arco ds' por dt. Usando a fórmula do arco circular s Br, onde r é o 
comprimento x e s é dt, podemos escrever dt = x d0. Substituindo a Equação 
12.18 nessa equação e integrando entre A e B, podemos determinar o desvio 
vertical da tangente em A em relação à tangente em B, ou seja: 


(12.20) 


Como o centróide de uma área é dado por ¥ f dA = f x dA,e S(M/Eldx 
representa a área sob o diagrama M/EI, podemos escrever também: 


B 
m= | M g 
A 


EI 
Aqui, x é a distância de A até o centróide da área sob o diagrama M/EI 
entre A e B (Figura 12.22b). 
O segundo teorema dos momentos de áreas pode, então, ser expresso como 
segue. 


(12.21) 


Teorema 2: O desvio vertical da tangente em um ponto (A) da linha elástica em 
relação à tangente traçada a partir de outro ponto (B) é igual ao momento da 
área sob o diagrama M/EI entre os dois pontos (A e B). Esse momento é 
calculado em relação ao ponto (A), onde o desvio vertical (ta jp) deve ser deter- 
minado, 


A distância t,/p usada no teorema também é interpretada como o 
deslocamento vertical do ponto localizado no prolongamento da tangente 
traçada de B para o ponto A na linha elástica. Observe que tap não é igual 
a ts/À, como mostra a Figura 12.22c. Especificamente, o momento da área sob 
o diagrama M/El entre A e B é calculado em relação ao ponto A para 
determinar tap (Figura 12.22b) e em relação ao ponto B para determinar ts a 
(Figura 12.22c). 

Se encontramos um momento da área positiva M / El de A até B para tp j4, 
isso indica que o ponto B está acima da tangente traçada pelo ponto A (Figura 
12.229). Áreas negativas M / EI, ao contrário, indicam que o ponto B está abaixo 
da tangente traçada a partir do ponto A. Essa mesma regra aplica-se a ta /p. 
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PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Veja a seguir como aplicar os dois teoremas dos momentos de áreas. 


Diagrama M/EI. 


e Determinar as reações de apoio e desenhar o diagrama M /EI da viga. Se a viga estiver carregada com forças con- 
centradas, tal diagrama consistirá em uma série de segmentos de retas e as áreas e seus momentos requeridos pelos 
teoremas dos momentos de áreas serão relativamente simples de calcular. Se o carregamento consistir em uma 
série de cargas distribuídas, o diagrama M /EI será formado por curvas parabólicas ou talvez de ordem superior; 
sugerimos então usar a tabela que consta no final do livro para localizar a área e o centróide sob cada curva. 


Linha Elástica. 


e Desenhar uma vista ampliada da linha elástica da viga. Lembrar que os pontos de inclinação e deslocamento 
nulos ocorrem sempre em apoio fixo, e em todos os apoios de pino e rolete ocorre deslocamento nulo. 
Se estiver difícil desenhar a forma geral da linha elástica, usar o diagrama de momento fletor (ou o diagrama 
M/ EN. Compreender que, quando a viga está submetida a momento positivo, flete-se com concavidade para 
cima, enquanto, o momento for negativo, ela se flete com concavidade para baixo. Além disso, um ponto de in- 
flexão ou de mudança de curvatura ocorre onde o momento da viga (ou M/ E1) for nulo. 
O deslocamento e a inclinação desconhecidos a ser determinados devem ser indicados na linha elástica. 
Como os teoremas dos momentos de áreas aplicam-se somente entre duas tangentes, deve-se prestar atenção a 
quais tangentes devem ser traçadas, de modo que os ângulos ou desvios entre elas levem à solução do pro- 
blema. A esse respeito, as tangentes nos apoios devem ser consideradas, visto que geralmente a viga tem deslo- 
camento e /ou inclinação nulos nos apoios. 


Teoremas dos Momentos de Áreas. 
Aplicar o Teorema 1 para determinar o ângulo entre duas tangentes à linha elástica quaisquer e o Teorema 2 
para determinar o desvio tangencial. 
O sinal algébrico da resposta é verificado pelo ângulo ou desvio indicado na linha elástica. 


0p/A positivo representa rotação da tangente em B no sentido anti-horário em relação à tangente em À e t/a 
positivo indica que o ponto B da curva elástica localiza-se acima da tangente traçada a partir do ponto A. 





Determinar as inclinações da viga mostrada na Figura 12.234 nos pontos 
B e C. Considerar El constante. 











M 
P 

A B b A X 

PL 

EE e mote -3E 

2 2 PL 

(8) “EL 

Figura 12.23 

SOLUÇÃO 


Diagrama M/EL. Veja a Figura 12.23. 


Linha Elástica. A força P provoca deflexão na viga como mostra a Figura 
12.23c. (A linha elástica é côncava para baixo, uma vez que M/EJ é negativo.) 
As tangentes em B e C estão indicadas porque é necessário determinar p e 
9c. Também consta da figura a tangente no apoio (A). Sabe-se que essa tangente 
tem inclinação nula. Pela construção, o ângulo entre tg A e tg B, ou seja, On,a, 
equivale a 95, ou: 


OB = BJA 


476 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 





(e) t8C 
Figura 12.23 


Além disso: 
bc = dera 


Teorema dos Momentos de Áreas. De acordo com Teorema 1, Op /a é igual 
à área sob o diagrama M/EI entre os pontos A e B, isto é: 


s= tmn = (piz) +2 2N) 


2 3P 
BEI 








Resposta 


O sinal negativo indica que o ângulo medido da tangente em A até a 
tangente em B orienta-se no sentido horário. A condição é comprovada, uma 
vez que a viga se inclina para baixo em B. 

De modo semelhante, a área sob o diagrama M/EI entre os pontos A e 
C é igual a 6c,4. Temos: 


Lj -PE 
Be = cja = der 





Resposta 





EXEMPLO 12.8 





Determinar o deslocamento dos pontos B e C da viga mostrada na Figura 
12.244. Considerar El constante. 











M 
EI 
A B q Mo 
| 
r E +— É - 
(a) 
Figura 12.24 
SOLUÇÃO 


Diagrama M/EI. Veja a Figura 12.24b. 


Linha Elástica. O momento em C provoca deflexão na viga como mostra 
a Figura 12.24c. As tangentes em B e C estão indicadas, uma vez que é 
necessário determinar Ap e Ac. Além disso, por ser horizontal, a tangente no 
apoio (4) também consta da figura. Os deslocamentos requeridos são então 
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relacionados diretamente aos desvios entre as tangentes em Be A cem Cc 
A. Explicitamente, Ap é igual ao desvio entre tg À e tg B, isto é: 


Àg = ÍB/A pe = IgA 
= | BIAT AB 
BT Pe 


Ac = tcja 





Teorema dos Momentos de Áreas. De acordo com o Teorema 2, tB/A é igual (6) Pa 


ao momento da área sombreada sob o diagrama M/EI entre A e B, calculado 
em relação ao ponto B (o ponto na linha elástica), visto ser esse o ponto em 
que o desvio da tangente deve ser calculado. Então, pela Figura 12.24b: 


= =(L)( MofL O Mo? 
Às tapa = (E) do (2) SEI Resposta 


Figura 12.24 





Da mesma maneira, para tc;a devemos determinar o momento da área 
sob todo o diagrama M/EI de A para C em relação ao ponto C (o ponto da 
curva elástica). Temos: 


2 
Ac=IcAS (a (-#)()] = -MML Resposta 


Como ambas as respostas são negativas, isso indica que os pontos B e C 
localizam-se abaixo da tangente em 4, o que se comprova na Figura 12.24c. 


TT 








EXEMPLO 12.9 





Determinar a inclinação da viga da Figura 12.25a. Considerar ET constante. 


M PL 
P EI 4 EI 








8, 
a D Ca 
O a tg D (horizontal) 
tg C cip 
©) 
Figura 12.25 
SOLUÇÃO 


Diagrama M/EI. Veja a Figura 12.25b. 


Linha Elástica. Como o carregamento é aplicado simetricamente à viga, a linha 
elástica é simétrica e a tangente em D é horizontal (Figura 12.25c). A tangente 
em C também foi traçada, uma vez que devemos determinar a inclinação 8c. 
Pela construção, o ângulo c/p entre a tg D e a tg C é iguala bc, isto é: 


bc = c/p 
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Teorema dos Momentos de Áreas. De acordo com o Teorema 1, c/p É 
igual à área sob o diagrama M/EI entre os pontos D e C. Temos: 


T = (EL) + (EL PL) L) aii cad 
€ “CD legiha) 2\4EI SEIÃA) 64EI Pp 








O que indica o resultado positivo? 





EXEMPLO 12.10 





Determinar a inclinação no ponto C da viga de aço mostrada na Figura 
12.26a. Adotar Eaço = 200 GPa, I = 17(10º) mm”. 























1 SOLUÇÃO 
E Diagrama M/EI. Veja a Figura 12.26b. 
c 
| | | | Linha Elástica. A linha elástica é mostrada na Figura 12.26c. A tangente 
am am —2m—| em C também foi traçada — visto que é necessário determinar 0c —, assim 
® como as tangentes nos apoios A e B. O ângulo ĝc;a é o ângulo entre as 
tangentes em A e C. Determina-se a inclinação em A, 04, na Figura 12.26c, 
usando |04| = |tz;a|/ Lag. A equação é válida uma vez que tg/a é, na verdade, 
muito pequeno, de modo que tz/4, em radianos, pode ser aproximado pelo 
comprimento do arco circular definido pelo raio Låg = 8m e pela varredura 
de 84. (Lembrar que s = 6r.) Pela geometria da Figura 12.26c, temos: 
t 
lêd = [0a] — [9,4] = E] — [Ocal (1) 
M 24 8 
Sr E o Observe que o Exemplo 12.9 também pode ser resolvido por esse método. 
i Teoremas dos Momentos de Áreas. De acordo com o Teorema 1, Beja 
4 fé | g> equivale à área sob o diagrama M/EI entre os pontos A e C, ou seja: 
2m—- =" (1 — ja 2m- 1 8kN:-m 8 KN © m? 
w eca=5em E )=D E 


Já segundo o Teorema 2, tg q equivale ao momento da área sob o diagrama 
M/El entre Be A em relação ao ponto B (o ponto na linha elástica), visto que 
esse é o ponto em que o desvio da tangente deve ser determinado. Temos: 

















a 1 1 24 kN -m 

tBJA [2 mtz (6 m) mf EI ] 

=T 2 1 24kN:m 
À | Ge »)|ze m EI ) 
— 320 kN: m’? 
EI 
Figura 12.26 Substituindo esses resultados na Equação 1, obtemos: 
_ 320EN:m” 8kN:-m 32 KN- mí, 
a (8m)EI EL EI 


Calculamos esse resultado em unidades kN e m; assim, convertendo EI 
nessas unidades, temos: 


32 kN - m? 
bc = 200(109) kN/m? 17010 9) mé = 0,00941 rad À Resposta 
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Determinar o deslocamento no ponto C da viga mostrada na Figura 12.274. 
Considerar ET constante. 

















Figura 12,27 


SOLUÇÃO 
Diagrama M/EI. Veja a Figura 12.27b. 


Linha Elástica. A tangente em C foi traçada na linha elástica visto que é 
necessário determinar Ac (Figura 12.27c). (Observe que € não é onde ocorre 
a deflexão máxima da viga, porque o carregamento e, portanto, a linha elástica 
não são simétricos.) Também estão indicadas na Figura 12.27c as tangentes nos 
apoios 4 e B. Vê-se que Ac = A’ — tcs. Se ta/p estiver determinado, então 
A' pode ser encontrado pela proporcionalidade de triângulos, isto é, A'/(L/2) 
= ta/B/L ou À' = ta/B/2. Portanto: 


t 
Ac = 4 tc/B (1) 
2 


Teorema dos Momentos de Áreas. Aplicando o Teorema 2 para determinar 
ta/B € tc/p, temos: 


= (LÃ E] - Mor? 

Ag bojo 6EI 
da 1/L\\ I /L\ Mo MoL? 
e8 A312 //L2\2 Azer 48EI 

Substituindo esses valores na Equação 1, temos: 


se (2 
CA 6EI 48EI 


= Mol? | 
16EI 














Resposta 





Determinar o deslocamento no ponto C da viga de aço com extremidade 
em balanço mostrada na Figura 12.284. Adotar E.o = 29(10º) ksi, Z = 125 pol”. 
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Six 











Figura 12.28 


Diagrama M/EI. Veja a Figura 12.28b. 


Linha Elástica. O carregamento provoca a deflexão da viga como mostra 
a Figura 12.28c. É necessário que determinemos Ac. Construindo tangentes em 
C e nos apoios A e B, vê-se que Ac = |tc/n] — 4”. Entretanto, A’ é relacionada 
com tg;a pela proporcionalidade de triângulos; isto é, 4'/24 = |ts ;a|/12 ou A’ 
= 2lt/4|. Então: 


Ac = ltcyal — 2ltp/4l (1) 


Teorema dos Momentos de Áreas. Aplicando o Teorema 2 para determinar 
Ícja e ÍB/A» temos: 


NRA ; 60 kip - pés 
IgA tcja = (12 pesi(=(24 pes CE )) 
— B640kip-pés 
dig EI 








1 SAri R 60 kip - pés ] 1.440 kip - pés? 
(at? pés) 202 pés)|- EI = — EI 


Por que esses termos são negativos? Substituindo os resultados na Equação 
1, temos: 


ÍB/A 


8.640 kip : pés? (O kip - — — 5.760 kip - pés? 
Grr EI EI E EI y 


Entendendo que os cálculos foram feitos com as unidades kip e pé, temos: 


— 5.760 kip - pés? (1.728 pol /pés°) 


c = — [2905 kp/pofjos pol) Poll Resposta 





| PROBLEMAS 


12.42. Determinar a inclinação e a deflexão em C. Con- 12.43. Supondo os mancais exerçam apenas reações ver 
siderar EI constante. (Lembrar: 1 kip = 1.000 Ib.) ticais sobre o eixo, determinar a inclinação neles e a deflexão 
máxima do eixo. Considerar EJ constante. 


15 kip 














Problema 12.42 Problema 12.43 


*12.44. Determinar a inclinação e a deflexão em B se a viga 
de aço A-36 for (4) uma haste maciça com diâmetro de 3 pol, 
(b) um tubo com diâmetro externo de 3 pol e espessura de 
0,25 pol. 


500 Tb 


B 


[caça | 


Problema 12.44 





12.45. Determinar a inclinação e a deflexão em C. Con- 
siderar EI constante. 


A 





Problema 12,45 


12.46. Determinar a inclinação em C e a deflexão em B. 
Considerar EI constante. 








Problema 12.46 


12.47. O eixo está sujeito ao carregamento mostrado. Se os 
mancais em 4 e B exercem apenas reações verticais sobre 
ele, qual a inclinação em A e o deslocamento em C? Consi- 
derar Ef constante. 








Problema 12.47 


*12.48. A viga está sujeita ao carregamento mostrado. 
Determinar a inclinação em A e o deslocamento em C. Supor 
que o apoio em C seja um pino e em B um rolete e que EI 
seja constante. 
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12.49. A haste compõe-se de dois eixos para os quais o 
momento de inércia de AB é I e de BC é 21. Determinar a 
inclinação e a deflexão máximas da haste devido ao carre- 
gamento. O módulo de elasticidade é E. 








o 
NIN 


j 


Problema 12,49 


12.50. Determinar o valor de a de modo que a inclinação 
em A seja nula. Considerar E7 constante. 








Problema 12.50 


12.51. Determinar a deflexão em C e a inclinação em A, B 
e C. Considerar Ef constante. 





Problema 12.51 


*12.52. A viga é feita de um material cerâmico. A fim de obter 
seu módulo de elasticidade, pesquisadores submeteram-na ao 
carregamento mostrado. Supondo que o momento de inércia 
seja fe a viga tenha uma deflexão máxima medida A, deter- 
minar E. Os apoios em A e D exercem apenas reações verticais 
sobre ela. 






A ts 





Problema 12,52 


12.53. A viga está submetida às duas cargas. Determinar a 
inclinação e o deslocamento nos pontos 4 e B. Considerar 
El constante. 








Problema 12,48 


Problema 12.53 
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12.54. A que distância a devem ser colocados os mancais de 
apoio em 4 e B de modo que a deflexão no centro do eixo 
seja igual à deflexão em suas extremidades? Os mancais 
exercem apenas reações verticais sobre o eixo. Considerar EI 
constante. 








Problema 12.54 


12.55. Determinar a deflexão máxima do eixo de aço A-36 
que tem 50 mm de diâmetro. Ele é apoiado por mancais em 
suas extremidades 4 e B, os quais exercem apenas reações 
verticais sobre ele. 


| 500 mm 





Problema 12.55 


*12.56. Determinar a inclinação, nos mancais em A e B, do 
eixo de aço A-36 que tem 50 mm de diâmetro. Os mancais 
exercem apenas reações verticais sobre ele. 





600 N 
Problema 12.56 


12.57. Determinar a deflexão máxima do eixo. Considerar 
que EI é constante e os mancais exercem apenas reações 
verticais sobre o eixo. 


RR a 
Z i 


A B 





Problema 12.57 


12.58. Determinar o deslocamento, na polia D, do eixo de 
aço A-36 que tem 20 mm de diâmetro. Os mancais em 4 e B 
exercem apenas reações verticais sobre o eixo. 


dr 300 mm fi 500 mm | 
B 


D A 














350 N 
800 N 


Problema 12.58 


12.59. Determinar a inclinação em B e a deflexão em C. 
Considerar EI constante. 


e RR LA 


Problema 12.59 








*12.60. O eixo simplesmente apoiado tem momento de 
inércia 21 para a região BC e I para as regiões AB e CD. 
Determinar sua deflexão máxima devido à carga P. O módulo 
de elasticidade é E. 








e A RE O Eee 


Problema 12.60 


12.61. A viga está sujeita ao carregamento mostrado. Deter- 
minar a inclinação em B e a deflexão em C. Considerar EI 
constante. 


Mo 
a e i 


Problema 12.61 





12.62. Determinar a inclinação em B e o deslocamento em 
C. Os mancais em À e B exercem apenas reações verticais 
sobre o eixo e EI é constante. 








Problema 12.62 


12.63. Uma viga com EI constante está apoiada como 
mostrado. Acoplado a ela em A há um ponteiro sem carga. 
Inicialmente, quando a viga não sofre carregamento, tanto ela 
como o ponteiro são horizontais. Determinar a distância 
entre a extremidade da viga e o ponteiro depois que cada um 
foi deslocado pela carga mostrada. 


IS kN 


20 kN 











| 2m -| Em +— Im -| 
Problema 12.63 
*12.64. Determinar a inclinação do eixo em A e o desloca- 


mento em D. Os mancais em A e B exercem apenas reações 
verticais sobre o eixo e ET é constante. 








Problema 12.64 


12.65. A viga está submetida à carga P como mostrado. 
Determinar a intensidade da força F que deve ser aplicada 
na extremidade em balanço C de modo que o deslocamento 
nesse ponto seja nulo. Considerar Ef constante. 


12.66. A viga está submetida à carga P como mostrado. Se 
F = P, determinar o deslocamento em D. Considerar EI 
constante. 








pe E ad 
Problemas 12.65/12.66 


12.67. Determinar o deslocamento em C, D e E. Os mancais 
em 4 e B exercem apenas reações verticais sobre o eixo. 
Considerar EI constante. 


*12.68. Determinar a inclinação nos mancais em A e B, os 
quais exercem apenas reações verticais sobre o eixo. 
Considerar EI constante. 








Problemas 12.67/12,68 


PD E 
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12.69. As duas barras de aço A-36 têm espessura de 1 pol 
e largura de 4 pol. Foram projetadas para atuar como mola 
da máquina, que exerce uma força de 4 kip sobre elas em A 
e B. Se os apoios exercem apenas reações verticais sobre as 
barras, qual a deflexão máxima na barra inferior? (Lembrar: 
1 kip = 1.000 1b.) 


4 kip 4 kip 


A 





B 
k-12 a EES 36 pol— o] 12 pol 


Problema 12.69 


12.70. A viga em balanço está submetida ao carregamento 
mostrado. Determinar a inclinação e o deslocamento em C. 
Supor que o apoio em A seja fixo e EI seja constante, 


w 

















Problema 12.70 


12.71. O eixo de aço A-36 é usado para apoiar um rotor que 
exerce sobre ele uma carga uniforme de 5 kN/m na região 
CD. Determinar a inclinação do eixo nos mancais 4 e B, os 
quais exercem apenas reações verticais sobre ele. 


— 5kNm 








40 mm 
300 mm 


Problema 12.71 


20 mir 


Di 
20 mm 
L- 100 mm Le mm d 





*12.72. Determinar a inclinação em B e o deslocamento em 
C. O elemento é um perfil de aço estrutural A-36 para o qual 
I = 76,8 pol”. 


5 kip 


1,5 kip/pé 








3 pés efe 3 pés | 
Problema 12,72 





12.73. Determinar a inclinação em C e o deslocamento em 
B considerando El constante, 








Problema 12.73 
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EXEMPLO 12.13 


12.5 MÉTODO DA SUPERPOSIÇÃO 


A equação diferencial Eld*v/dx* = —w(x) satisfaz os dois requisitos 
necessários para a aplicação do princípio da superposição de efeitos, ou seja, 
a carga w(x) relaciona-se linearmente à deflexão v(x) e supõe-se que ela não 
altere significativamente a geometria original da viga ou do eixo. Como 
resultado, as deflexões de uma série de cargas separadas que atuam sobre uma 
viga podem ser superpostas. Por exemplo, se v for a deflexão de uma carga e 
v a deflexão de outra, a deflexão total para ambas as cargas atuando juntas é 
a soma algébrica v, + v2. Usando resultados tabelados para vários carre- 
gamentos de viga, como os relacionados no Apêndice C, ou aqueles encontrados 
em vários manuais de engenharia, é possível determinar a inclinação e o 
deslocamento em um ponto de uma viga sujeita a diversos carregamentos 
diferentes adicionando algebricamente os efeitos de seus vários componentes. 

Os exemplos a seguir ilustram como usar o método da superposição para 
resolver problemas de deflexão em que esta é provocada não apenas pelas 
deformações da viga, como também pelos deslocamentos do corpo rígido, que 
podem ocorrer quando a viga é suportada por molas ou partes de uma viga 
segmentada são suportadas por articulações. 





A deflexão resultante em qualquer ponto desta viga pode ser deter- 
minada pela superposição das deflexões provocadas por cada uma das 
cargas que atuam sobre ela. 





Determinar o deslocamento no ponto C e a inclinação no apoio A da viga 
mostrada na Figura 12.29a. Considerar EI constante. 











8kN 
2kN/m 2kNfm 
A = =B 
= 6» £ 
vi (ec) | 
- -4m efe- 4m 

(b) 

Figura 12.29 + 
8 kN 
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SOLUÇÃO 
O carregamento pode ser separado em duas partes como mostram as 
figuras 12.29b e 12.29c. Determinamos o deslocamento em C e a inclinação em 
A aplicando a tabela do Apêndice C a cada parte. 
Para a carga distribuída: 
3wL?  3(2kN/m)(8 m) 24kN-m ) 
(ah = ToggT * 128EI1 > CEI 
SWL? SQkNmA8m) S333kN-mº 
(och = 768EI = 768EI T EI 
Para a força concentrada de 8 kN: 
PL? 8KN(8 m) 32kN-m ) 
(04) = T6EI > 16EI EI 
PL? SkNGm)P 85,33 KN- m? 
Œc) = IEI 48E T EI 
O deslocamento total em C e a inclinação em A são as somas algébricas 
desses componentes. Então: 
56 kN -m? 
(+) 84 = (04) + (04) = CE Resposta 
139 kN -mº 
(+L) ve = (veh + (veh = CD E | Resposta 
EXEMPLO 12.14 
Determinar o deslocamento da extremidade C da viga parcialmente em iN 
balanço mostrada na Figura 12.304. Considerar EI constante. S kN/m i 
SOLUÇÃO emitia 
Como a tabela do Apêndice C não inclui vigas parcialmente em balanço, F nm pi | 
a viga será separada em uma parte simplesmente apoiada e uma parte em ™, 
balanço. Vamos calcular primeiro a inclinação em B, provocada pela carga li 
distribuída que atua sobre o vão simplesmente apoiado (Figura 12.30b). sim 
/m 
Ria wI? SkN/m(4m)  1333kN-m? N ss Sa Teo 
(85) = 24E7 7 24EI E EI dE na ri 
(b) 
Como esse ângulo é pequeno, (05) = tg(05),, e o deslocamento vertical + 
no ponto C é: a 
10 kN 
3 2 
GERE m 13,33 kN - m `) = 26,67 KN: m 1 Kaa EA 
El o k “BASE eo, 
A seguir, vemos que a carga de 10 kN na região em balanço provoca uma | A am Tame 
força de 10 kN e um conjugado de 20 kN - m estaticamente equivalentes no 4 
apoio B do vão simplesmente apoiado (Figura 12.30c). A força de 10 kN não 
provoca deslocamento ou inclinação em B; entretanto, o momento de 20 kN -m 10 kN 
provoca uma inclinação. A inclinação em B devida ao momento é: ja 
8 TTU 
MoL 20 EN -m(4m 26.67 kN -m? (d) 2m —l! iz 
(pr = Io 
B2 3E] 3EI EI 


Figura 12.30 
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Assim, o ponto C é deslocado: 


5 (£ kN: no) 53,33 KN: m? 
(va = (Cm ar CE 





Finalmente, a parte em balanço BC é deslocada pela força de 10 kN (Figura 
12.304). Temos: 


PI? 10kN(m) 26,67 kN: m? i 











G= i aa CO H 
Somando algebricamente esses resultados, obtemos o deslocamento final 
do ponto C: 
267 | 533 , 267 _ 533 kNm? 
+ = $ L y fi 2 
(+) ve EL TEL H TI | Resposta 





EXEMPLO 12.15 





Determinar o deslocamento da extremidade C da viga em balanço mostra- 
da na Figura 12.31. Considerar EI constante. 


4 kN/m 





Ega Ago! 


Figura 12.31 


SOLUÇÃO 

Segundo a tabela do Apêndice C para carregamentos triangulares, a 
inclinação e o deslocamento no ponto B são: 
wL?  4kN/m (10m)? _ 166,67 kN > m? 


fs = Er T 24 EI EI 





wL* _ 4kN/m (10m)? _ 1.333,33 KN «em? 
30 EI 30 EI = EI 








VB 


A região BC sem carga permanece reta, como mostra a Figura 12.31. Uma 
vez que 0, é pequeno, o deslocamento em C torna-se: 





(+) vc = vg + 0g (3 m) 
1.333,33 kN: m 166,67 KN - m? 
z EI j EI Gm) 
RA: 
_ 1.833 kN : m y RED 


EI 
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EXEMPLO 12.16 


A barra de aço mostrada na Figura 12.32 é suportada por duas molas em 
suas extremidades A e B. Cada mola tem rigidez k = 15 kip/pé e inicialmente 
não está esticada. Se a barra for carregada com uma força de 3 kip no ponto 
C, qual será o deslocamento vertical da força? Desprezar o peso da barra e 
adotar Eaço = 29(10º) kip, I = 12 pol”. 






























SOLUÇÃO 
As reações nas extremidades A e B foram calculadas e estão mostradas 3kip 
na Figura 12.32b. Cada mola se deflete em uma quantidade: H3 psj —6 pés— 
r 0,1333 pé k=15ki e C k=15kip/pé ý 
E A ‘= 15 kip/pé Š t= 15 kip/pé Š 
(vah 15 kip /pé É) pe n E (a) > 
1 kip H 
vB = O = 0,0667 pé 
( sh 15 kip/pé P 3 kip Posição inicial 
F3 pés—j=-—— 6 pés—+ 7 
Se a barra for rígida, esses deslocamentos farão com que se mova para a cul | == f Wp) 
posição mostrada na Figura 12.32b. Nesse caso, o deslocamento vertical em C E 
será: Deslocamento de t 
6 pés 2 kip corpo rígido 1 
(vc = (wg) + 9 pés [(04) — (v5)1] (b) i 
2 + 
= 0,0667 pé + 310,1333 pé — 0,0667 pé] = 0,1111 pé | Skip 
3 pés—- 6 pés | 
Podemos calcular o deslocamento em C provocado pela deformação da | = 7 
barra (Figura 12.32c) usando a tabela do Apêndice C. Temos: wo 
Pab 2 2 2 Deslocamento de corpo deformável 
(voo 6EIL (L° — bo — a°) 
3 kip(3 pés)(6 pés)I(9 pés)? — (6 pés)? — (3 pés) Figura 12.32 
— 6[29(10)] kip/pol?(144 pol? /1 pé?) 12 pol“(1 pé*/20.736 pol?)(9 pés) 
= 0,0149 pé | 


Somando os dois componentes do deslocamento, obtemos: 


(+) vc = 0,1111 pé + 0,0149 pé = 0,126 pé = 1,51 pol | Resposta 


SS 


E PROBLEMAS 


12.74. A viga em balanço de perfil W8 x 48 é feita de aço 12.75. A viga simplesmente apoiada de perfil W12 x 45 é 
A-36 e está submetida à carga mostrada. Determinar a feita de aço A-36 e está submetida à carga mostrada, 
deflexão em sua extremidade A, Determinar a deflexão em seu centro C. 


12 kip 


10 kip 


50 kip-pés 


15 kip-pés 











6 pés- + 6 pés l E 
i k 12 pés - 12 pés l 


Problema 12.74 Problema 12.75 
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*12.76. Determinar o momento Mọ em termos da carga P 
e da dimensão a de modo que a deflexão no centro da viga 
seja nula. Considerar El constante. 


P 


a a piii 
2 l rT 


Problema 12.76 


12.77. A viga de perfil W24 x 104 é feita de aço A-36 e está 
submetida ao carregamento mostrado. Determinar o deslo- 
camento em sua extremidade A. 








8 kip 











- 15 pés 
Problema 12.77 


12.78. A viga suporta o carregamento mostrado. Restrições 
do código, devido a um forro de gesso, exigem que a deflexão 
máxima não exceda 1/360 da largura do vão. Selecionar no 
Apêndice B a mais leve viga de abas largas de aço A-36 capaz 
de satisfazer o requisito e suportar a carga com segurança. À 
tensão de flexão admissível é Gaam = 24 ksi e a tensão de 
cisalhamento admissível é Taam = 14 ksi. Supor que A seja 
um apoio por rolete e B seja um pino. 


4 kip/pé 














—12 pés 


Problema 12.78 


12.79. O interruptor do relé consiste em uma tira fina de 
metal ou armadura AB feita de bronze C83400 e atraída para 
o solenóide S por um campo magnético. Determinar a menor 
força F necessária para atrair a armadura em C a fim de que 
se dê o contato na extremidade livre B. Além disso, qual deve 
ser a distância a para que essa condição ocorra? A armadura 
é fixa em A e tem momento de inércia 1 = 0,18(1072) m‘. 





Problema 12.79 


*12.80. A viga simplesmente apoiada suporta uma carga 
uniforme de 2 kip/pé. Restrições do código, devido a um 
forro de gesso, exigem que a deflexão máxima não exceda 
1/360 da largura do vão, Selecionar no Apêndice B a mais 
leve viga de abas largas de aço A-36 capaz de satisfazer o 
requisito e suportar a carga com segurança. À tensão de 
flexão admissível é Caam = 24 ksi, e a tensão de cisalhamento 
admissível é Taam = 14 ksi. Supor que A seja um apoio por 
pino e B um rolete. 


8 kip 


8 kip 














Problema 12.80 


12.81. Determinar a deflexão vertical na extremidade A do 
suporte. Supor que ele esteja engastado em sua base B e que 
El seja constante. Desprezar a deflexão axial. 





Problema 12,81 


12.82. A haste está presa por um pino na extremidade A e 
acoplada a uma mola de torção com rigidez k, que mede o 
torque por radiano de rotação da mola. Se uma força P 
estiver sempre aplicada perpendicularmente à extremidade 
da haste, qual será o deslocamento da força? Considerar Ef 
constante. 








Problema 12,82 


12.83. O conjunto consiste em três tubos de comprimento 


igual, com rigidez à flexão EI e rigidez à torção GJ. 
Determinar a deflexão vertical no ponto 4. 
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aplicada em sua extremidade. Se a força atuar no ângulo com 
a vertical mostrado, quais serão os deslocamentos horizon- 
tal e vertical no ponto A? 





Problema 12.83 





*12.84. Determinar a inclinação na extremidade A do 
suporte. Supor que ele esteja engastado em sua base C e que 5 kip 


EI seja constante. Desprezar a deformação axial do segmento 
BC. Problema 12.86 


12.87. O conjunto consiste em dois tubos de comprimento 
igual, com rigidez à flexão EI e rigidez à torção GJ. 
Determinar o deslocamento vertical no ponto A. 





Problema 12.84 


12.85. Determinar a deflexão vertical e a inclinação na 
extremidade A do suporte. Supor que ele esteja engastado 
em sua base e que ET seja constante. Desprezar a deformação 
axial do segmento AB. 





-—3 pol 





Problema 12.87 


B *12.88. A estrutura consiste em duas vigas de aço A-36 em 
balanço CD e BA e uma viga simplesmente apoiada CB. Se 
cada viga for feita de aço e tiver momento de inércia em 
relação ao seu eixo principal 7, = 118 pol”, qual será a 

| deflexão no centro G da viga CB? 


8 kip 
Problema 12.85 


12.86. A viga de perfil W24 x 104 de aço A-36 é usada para | 
suportar a carga uniforme distribuída e a força concentrada Problema 12.88 


EEE a 
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12.6 Vigas E Eixos EstaTICAMENTE INDETERMINADOS 


A análise de barras estaticamente indeterminadas com carga axial e eixos 
com carga de torção foi discutida nas seções 4.4 e 5.5, respectivamente. Nesta 
P seção vamos apresentar um método geral para determinar as reações de vigas 
e eixos estaticamente indeterminados. Especificamente, um elemento de qual- 
g quer tipo é classificado como estaticamente indeterminado se o número de 
reações desconhecidas excede o número de equações de equilíbrio disponíveis. 
(a) As reações de apoio na viga ou no eixo que não são necessárias para mantê- 
los em equilíbrio estável são chamadas redundantes, O número de reações 
redundantes é denominado grau de indeterminação. Como exemplo, considere- 
Dj Fá mos a viga mostrada na Figura 12.334. Se for traçado seu diagrama de corpo 
M; livre (Figura 12.33b), haverá quatro reações de apoio desconhecidas e, como 
: estão disponíveis três equações de equilíbrio para a solução, a viga é classificada 
como indeterminada de primeiro grau. Tanto A,, B, ou My podem ser classi- 
ficadas como redundantes, porque, se qualquer uma dessas reações for removida, 
Figura 12.33 a viga permanecerá estável e em equilíbrio (A, não pode ser classificada como 
redundante, porque se for removida È F, = 0 não será satisfeita). De maneira 
semelhante, a viga contínua da Figura 12.344 é indeterminada de segundo grau, 
uma vez que há cinco reações desconhecidas e apenas três equações de 
equilíbrio disponíveis (Figura 12.34b). Nesse caso, as duas reações de apoio 

redundantes podem ser escolhidas entre A,. B,, C, e D,. 


(b) 


Pr] 





(a) ? w 
Figura 12.34 


Para determinar as reações de vigas ou de eixos estaticamente indeter- 
minados, é necessário primeiro especificar as reações redundantes. Para tanto, 
podemos usar as condições de geometria conhecidas como condições de com- 
patibilidade. Uma vez definidas, as reações redundantes são aplicadas à viga e 
as reações restantes são definidas pelas equações de equilíbrio. 

Nas seções que se seguem ilustraremos esse procedimento de solução 
usando o método da integração direta (Seção 12.7); o método dos momentos 
Um exemplo de viga estaticamentein- de áreas (Seção 12.8); e o método de superposição de efeitos (Seção 12.9). 


determinada usada para apoiar o tabu- 
leiro da ponte. 





12.7 Vigas E Eixos EstTATICAMENTE INDETERMINADOS 
— MéroDpo DA INTEGRAÇÃO DIRETA 


O método da integração direta discutido na Seção 12.2 requer duas 
; A BE a] J2 Dis 
integrações da equação diferencial dºv /dx” = M/ EI, uma vez que o momento 
interno M da viga é expresso em função da posição x. Se a viga for estaticamente 
indeterminada, no entanto, M também poderá ser expresso em termos das 
reações redundantes desconhecidas. Depois de integrarmos essa equação duas 
vezes, teremos duas constantes de integração e as reações redundantes para 
determinar. Apesar disso, as incógnitas são sempre determinadas pelas con- 
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dições de contorno e/ou continuidade do problema. A viga da Figura 12.354, 
por exemplo, tem uma reação redundante, que pode ser A,, M4 ou B, (Figura 
12.35b). Uma vez que tal reação seja escolhida, o momento interno M será 
escrito em termos dela e, ao integrar a relação momento-deslocamento, 
poderemos então determinar as duas constantes de integração e a reação 
redundante pelas três condições de contorno v = 0 em x = 0, dv/dx = 0 em, 
x=0ev=0emx=L. 





Os problemas a seguir ilustram aplicações específicas desse método de Mil 


acordo com o procedimento de análise descrito na Seção 12.2. 




















dE, 








i= | 


(b) 

















Figura 12.35 
EXEMPLO 12.17 
A viga está submetida ao carregamento distribuído mostrado na Figura 
12.364. Determinar as reações em A considerando EI constante. 
SOLUÇÃO 
Linha Elástica. A viga deflete-se como mostra a Figura 12.364. É necessária 
apenas uma coordenada x. Por conveniência, vamos considerá-la orientada para 
a direita, uma vez que a fórmula do momento interno é fácil de expressar. 
Função do Momento Fletor. A viga é indeterminada de primeiro grau como a 
indica seu diagrama de corpo livre (Figura 12.36b). Podemos expressar o a 
momento interno em termos da força redundante em A usando o segmento + 
mostrado na Figura 12.36c. Aqui: s 
to a, | 
M E A,x eW L A 
asia P Fedha ; e (a) 
Inclinação e Linha Elástica. Aplicando a Equação 12.10, temos: 
dy 1 X LwgL x 
kl dx = Ayx BE + JAg IB, 
dv 1 2 1 xí : ape - z Eos, 
PER pe a A t- El gu Ma 
1 do Roe, á 6) 
EIv = z4r 120 "°T, T Cix a C 
As três incógnitas A,, C} e C, são determinadas pelas condições de 
contorno x = 0, v =0; x = L, dv/dx = 0; e x= L, v=0. Aplicando essas 
condições, temos: Lo 
2" vo) 
x=0,0=0; AS qu 
dv 1 a SM 
=L,- =0; = DA L? - —woLº +C é ES = 
dx 2 Bar ! Ez 
1 1 A, E 
x=L,v=0; 0= GL! -g + CL + CG = 9 
Resolvendo: Figura 12.36 
1 
Ay = 100L 
& = -MoL C = Resposta 


Usando-se o resultado de 4,, as reações em B podem ser determinadas 
pelas equações de equilíbrio (Figura 12.36b). Mostrar que B, = 0, B, = 2wọL/5 
e Mg = woL?/15. 


SS 
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EXEMPLO 12.18 





A viga da Figura 12.37a está engastada em ambas as extremidades e sujeita 
ao carregamento uniforme mostrado. Determinar as reações nos apoios des- 
prezando o efeito da carga axial. 








A ~ — B 
i | SOLUÇÃO 
j Linha Elástica. A viga deflete-se como mostra a Figura 12.37a. Como no 
(a) problema anterior, somente uma coordenada x é necessária para a solução, 


uma vez que a carga é contínua em todo o vão. 


Função do Momento Fletor. Pelo diagrama de corpo livre (Figura 12.37b), 
as respectivas reações de cisalhamento e momento em A e B devem ser iguais, 
uma vez que há simetria no carregamento e na geometria. Devido a essa con- 
dição, a equação de equilíbrio, LF, = 0, requer: 
Va =Vg= rL Resposta 
A viga é indeterminada de primeiro grau, sendo M’ a reação redundante. 
Usando o segmento da viga mostrado na Figura 12.37c, podemos expressar o 
momento interno M em termos de M' como segue: 




















Seg E a M 
Inclinação e Linha Elástica. Aplicando a Equação 12.10, temos: 
dv wL w 
EI — = =- Me 
dE DO DÊ 
wL wL wL 
4=5 REEE, y ERREA Va 2 dv wL 2 W 3 
| A. EI —= —— —" — M'x+C 
E o 
MEM O L L “MEM s 
à j 2 2 i Elv = wha wan Morati 





12 24 2 


As três incógnitas (M’, Cı e C2) são determinadas pelas três condições de 
contorno v = 0 em x = 0, que dá C3 = 0; dv /dx = 0 em x = 0, que dá C; = 0; 
ev = 0em x = L, que dá: 

wL? 
12 

Usando esses resultados, observe que devido à simetria a condição de 
contorno remanescente dv/dx = 0 em x = L é automaticamente satisfeita. 

Deve-se compreender que esse método de solução é, em geral, adequado 
Figura 12.37 quando apenas uma coordenada x é necessária para descrever a linha elástica. 

Se forem necessárias diversas coordenadas x, as equações de continuidade terão 
de ser escritas, o que complicará o processo de solução. 


| PROBLEMAS 


12.89. Determinar as reações nos apoios Ae B e depois dese- 12.90. Determinar as reações nos apoios e depois desenhar 
nhar os diagramas de cisalhamento e momento fletor. Usar as os diagramas de cisalhamento e momento fletor. Considerar 
funções de descontinuidade e considerar EI constante. EI constante. 





M' = Resposta 




















Problema 12.89 Problema 12.90 
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12.91. Determinar as reações nos apoios A e B e depois 
desenhar os diagramas de cisalhamento e momento fletor. 
Considerar EI constante. 











Problema 12.94 








12.95. Determinar as reações nos apoios A e B conside- 
rando EI constante. 


Problema 12.91 


*12.92. A figura mostra o carregamento sobre a viga de piso 
usada em um avião. Usar funções de descontinuidade e de- 
terminar as reações nos apoios A e B; em seguida, desenhar 
o diagrama de momento para a viga. Ela é feita de alumínio 
e tem momento de inércia 7 = 320 pol”. 








An) 


Problema 12.95 


*12.96. Determinar as reações nos apoios e depois desenhar 
os diagramas de cisalhamento e momento fletor. Considerar 
EI constante. 








| 120 pol | 120 poi —- 





Problema 12.92 





12.93. Determinar as reações nos apoios e depois desenhar 
os diagramas de cisalhamento e momento fletor. Considerar Problema 12.96 


EI constante. l 
12.97. A viga tem um El, constante e é suportada por uma 


parede fixa em B e uma haste AC. Supondo que a haste tenha 
área da seção transversal A; e o material tenha módulo de 
elasticidade E», determinar a força na haste. 














Problema 12.93 





12.94. Determinar as reações nos apoios e depois desenhar 
os diagramas de cisalhamento e momento fletor. Considerar 


EI constante. Problema 12.97 


a in a tina 
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Linha inclinada 


(a) 


b) 


*12.8 Vigas E Eixos ESTATICAMENTE INDETERMINADOS 
— Méropo pos MOMENTOS DE ÁREAS 


Se o método dos momentos de áreas for usado para determinar as in- 
cógnitas redundantes de uma viga ou eixo estaticamente indeterminados, o 
diagrama M/EI deverá ser desenhado de tal modo que represente as reações 
redundantes como incógnitas. Uma vez estabelecido tal diagrama, podemos 
aplicar os dois teoremas dos momentos de áreas para obter as relações 
apropriadas entre as tangentes da linha elástica, a fim de satisfazer as condições 
de deslocamento e/ou inclinação nos apoios da viga ou eixo. Em todos os casos, 
o número das condições de compatibilidade será equivalente ao número de 
reações redundantes e, assim, estas poderão ser solucionadas. 


Diagramas de Momento Construídos pelo Método da Superposição de 
Efeitos. Como a aplicação dos teoremas dos momentos de áreas requer o 
cálculo tanto da área sob o diagrama M/EI como da localização do centróide 
dessa área, é conveniente, em geral, usar diagramas M /EI separados para cada 
uma das cargas e reações redundantes conhecidas, em vez de usar o diagrama 
do momento fletor resultante para calcular essas quantidades geométricas. Essa 
afirmativa é especialmente verdadeira se o diagrama do momento fletor resul- 
tante tem forma complicada. O método para desenhar o diagrama de momento 
fletor em partes baseia-se no princípio da superposição de efeitos. 

A maioria das cargas nas vigas ou eixos será uma combinação dos quatro 
carregamentos mostrados na Figura 12.38. A construção dos diagramas de 
momento fletor associados, também mostrados na figura, foi discutida nos 
exemplos do Capítulo 6. Baseados nesses resultados, mostraremos agora como 
usar o método da superposição de efeitos para representar o diagrama de 
momento fletor resultante da viga em balanço mostrada na Figura 12.394, por 
meio de uma série de diagramas de momento fletor distintos. Para tanto, vamos 
antes substituir as cargas por um sistema de cargas estaticamente equivalente. 
Por exemplo: as três vigas em balanço mostradas na Figura 12.394 são 
estaticamente equivalentes à viga resultante, visto que a carga em cada ponto 
desta é igual à superposição de efeitos ou à adição das cargas das três vigas 
separadas. De fato, a reação de cisalhamento na extremidade A dá 13 kN 
quando as reações nas vigas separadas são somadas. Da mesma maneira, o mo- 
mento interno em qualquer ponto da viga resultante é igual à soma dos 
momentos internos em qualquer ponto das vigas separadas. Assim, se de- 
senharmos os diagramas de momento fletor para cada viga separada (Figura 
12.39b), a superposição de efeitos desses diagramas produzirá o diagrama de 
momento fletor resultante, mostrado na parte de cima da figura. Por exemplo: 
nos diagramas de momento fletor separados, o momento na extremidade A é 




















Curva parabólica Curva cúbica 
-wL? —wal? 
(c) 6 (d) 
Figura 12.38 





to 
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Ma = —-8kN:m — 30kN:m — 20 kN -m = —58 kN -m, como se constata 
no diagrama de momento fletor anterior. Esse exemplo demonstra que algumas 
vezes é mais fácil construir uma série de diagramas de momento fletor 
estaticamente equivalentes separados para a viga que construir seu diagrama 
de momento fletor resultante. Obviamente, é mais fácil determinar a área e a 
localização do centróide de cada parte que as do centróide do diagrama re- 
sultante. 


M (kN-m) 


x(m) 





























M (kNm) 
4 kN/m 
2 4 
—| +— a(m) 
-8 
+ + 
M (kN-m) 
30 kN: 2 4 
30 kN.m qm) 
30 kNm -30 
+ + 
5 kN M (kN-m) 
5 kN 2 4 
f 4 —}— x(1m) 
í 
EN o -20 
20 KN-m Im 
Superposição de cargas Superposição de diagramas de momento 
(a) (b) 


Figura 12.39 


De maneira similar, também podemos representar o diagrama de momen- 
to fletor resultante de uma viga usando a superposição de diagramas de mo- 
mento fletor para uma série de vigas simplesmente apoiadas. Por exemplo: o 
carregamento da viga mostrada na parte superior da Figura 12.404 equivale à 
soma das cargas das vigas mostradas abaixo dela. Portanto, podemos usar a soma 
dos diagramas de momento fletor de cada um desses três carregamentos em vez 
do diagrama de momento fletor resultante mostrado na parte superior da Figura 
12.40b. Para uma completa compreensão, esses resultados devem ser verificados. 

Os exemplos que se seguem também esclarecem alguns desses pontos e 
ilustram como usar os teoremas dos momentos de áreas para obter reações 
redundantes de vigas e eixos estaticamente indeterminados. As soluções se- 
guem o procedimento de análise descrito na Seção 12.4. 
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M(kN:m) 


5 kN/m 








M(kNm) 




















+ + 
20 kNm M Nm) 
ao, cen 6 12 
- 12m + x(m) 
-20 
+ + 
M(kN.m) 
6 12 
x(m) 
-20 
Superposição de cargas Superposição de diagramas de momento 


(a) (b) 
Figura 12.40 


EXEMPLO 12.19 





A viga está sujeita à carga concentrada mostrada na Figura 12.414. De- 
terminar as reações nos apoios considerando ET constante. 


B 


A À $ 
| +—L 
B, 
(a) (b) 
Figura 12.41 














a 
H 
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M 
EI 
BL 
“Er 
i 2L ; tga =0 P 
-== O. 1 4 A m Q tg 
_2PL B tg B 
EI (e) (d) 
Figura 12.41 
SOLUÇÃO 


Diagrama M/EI. A Figura 12.4b ilustra o diagrama de corpo livre. Já a Figu- 
ra 12.41c mostra, pelo método da superposição de efeitos, os diagramas M/EI 
separados para a reação redundante B, e a carga P. 


Linha Elástica. A linha elástica da viga é mostrada na Figura 12.41d. As 
tangentes nos apoios 4 e B foram construídas. Como Ap = 0, então: 


tBja = 0 


Teorema dos Momentos de Áreas. Aplicando o Teorema 2, temos: 


ma (oe) Gro] 


Eo- 


B, = 2,5P Resposta 





Equações de Equilíbrio. A partir desse resultado, as reações em A do dia- 
grama de corpo livre (Figura 12.41b) são determinadas como segue: 


5 EF, = 0; A,=0 Resposta 
+î EF, = 0; -A, +2,5P- P=0 
A,=1,5P Resposta 
WEM = 0; -M4 + 2,5P(L) — P(2L) = 0 
Ma =05PL Resposta 


Ss 


A viga está sujeita a um conjugado em sua extremidade C como mostra 
a Figura 12.42a. Determinar a reação em B considerando EI constante. 





SOLUÇÃO 


Diagrama M/EI. O diagrama de corpo livre é mostrado na Figura 12.42b. 
Verifica-se por inspeção que a viga é estaticamente indeterminada de primeiro 
grau. À fim de obter uma solução direta, escolheremos B, como redundante. 








Por meio da superposição de efeitos, a Figura 12.42c mostra os diagramas M /EI i 
de B, e Mo, cada um aplicado a uma viga simplesmente apoiada. (Observe que E i Mo 
para tal viga A,, 4, e C, não contribuem com um diagrama M/EL.) t i, Jey, 4 

A, Cc, 


Linha Elástica. A linha elástica da viga é mostrada na Figura 12.42d. As 
tangentes em 4, B e C foram estabelecidas. Como A, = Ap = Ac = 0, os 
desvios das tangentes devem ser proporcionais, ou seja: Figura 12.42 


(b) 
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T 
ÍB/C = 34e 


Pela Figura 12.42c, temos: 
ime= (aulas) + uol o] 
zre] 


e (gen (geo (Ste) 


Substituindo na Equação 1 e simplificando, temos: 
3Mo 
B,= 
” DE 
Equações de Equilíbrio. As reações em A e C são determinadas pelas equa- 
ções de equilíbrio (Figura 12.42b). Mostrar que A, = 0, C, = 5Mo/4L e A, = 
Mo/4L. 
Observar pela Figura 12.42e que esse problema também pode ser resolvido 
tca em termos de desvios das tangentes: 














Resposta 





tgja = DÊ 
Figura 12.42 BIAI QRO 





| PROBLEMAS 


12.98. Determinar as reações de momento nos apoios À e 
B. Considerar ET constante. 








Problema 12.100 





12.101. Determinar as reações nos apoios e desenhar os dia- 
gramas de cisalhamento e momento fletor. Considerar E! 
12.99. Determinar o valor de a para o qual o momento posi- constante. 

tivo máximo tem a mesma intensidade do momento negativo 

máximo. Considerar Ef constante. 


Problema 12.98 





P 









B —Ö plt 


F L R L 7 








L Problema 12.101 





12.102. A haste está fixa em 4,e o acoplamento em B con- 
siste em um rolete que permite deslocamento vertical, mas 
*12.100. Determinar as reações nos apoios considerando E7 resiste a carga axial e momento. Determinar as reações de 
constante. momento nesses apoios. Considerar EI constante. 


Problema 12.99 
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*12.104. Determinar as reações nos apoios e desenhar os 








n L 





Problema 12.102 








12.103. Determinar as reações de momento nos apoios A e 


B e desenhar os diagramas de cisalhamento e momento fle- Problema 12.104 


tor. Considerar ET constante. 12.105. Determinar as reacões de momento nos apoios À e 
B. Considerar Ef constante. 








Mo My 
A . . B 
A 
E É; E. 
E 3 | 3 | 3 | 
Problema 12.193 Problema 12.105 


12.9 Vigas E Eixos ESTATICAMENTE INDETERMINADOS 
— MÉTODO DA SuPERPOSIÇÃO DE EFEITOS 


O método da superposição de efeitos foi usado anteriormente para re- 
solver carregamentos redundantes em barras carregadas axialmente e eixos 
carregados por torção. A fim de aplicá-lo a vigas (ou eixos) estaticamente 
indeterminados, é necessário primeiro identificar as reações de apoio redun- 
dantes, como explicado na Seção 12.6. Removendo-as da viga, obtemos a assim 
denominada viga primária, que é estaticamente determinada e estável e está 
sujeita apenas a uma carga externa. Se adicionamos a essa viga uma sucessão 
de vigas apoiadas de maneira semelhante, cada qual carregada com uma reação 
redundante separada, então, pelo princípio da superposição de efeitos, obtemos 
a viga carregada real. Finalmente, para resolver as reações redundantes, 
escrevemos as condições de compatibilidade que existem nos apoios em que 
cada reação redundante atua. Como as forças redundantes são determinadas 
diretamente dessa maneira, esse método de análise é chamado às vezes de 
método da força. Uma vez obtidas as reações redundantes, as outras reações 
da viga são então determinadas pelas três equações de equilíbrio. 

Para elucidar esses conceitos, consideremos a viga mostrada na Figura 
12.43. Se escolhermos a reação B, no rolete como a redundante, a viga pri- 
mária será como a mostrada na Figura 12.43b e a viga com a reação redundante 
B, atuando sobre ela será como a da Figura 12.43c. O deslocamento no rolete 
deve ser nulo e, como o deslocamento do ponto B na viga primária é vp e B, 
provoca o deslocamento v's do ponto B para cima, escrevemos a equação de 
compatibilidade em B como: 


(+17) 0= —VB + vB 

Os deslocamentos vp e v's são obtidos por qualquer um dos métodos 
discutidos nas seções 12.2 a 12.5. Nesse caso, vamos obtê-los diretamente da 
tabela do Apêndice C. Temos: 
SPL: e BE 
48EI 7; 








vVvB= 








Viga real 
(a) 





Reação redundante B, removida 


> 


le- 


nm 
p 
ab 
Nim 


(b) 
+ 





L 


diagramas de cisalhamento e momento fletor. Considerar EI 
constante. O apoio B é um mancal de encosto. 





B, 
Apenas a reação redundante B, aplicada 4 


(c) 


d 


ii 





NIN 


(d) 


Figura 12.43 


wim 
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Substituindo na equação de compatibilidade, obtemos: 
SPIP o Bi 
CASEI © 3EI 





Agora que B, é conhecida, as reações na parede são determinadas pelas 
três equações de equilíbrio aplicadas a toda a viga (Figura 12.43d). Os re- 
sultados são: 


a es dd 
Aç=0 A,=52P 
3 
M,=PL 
246 

P 











Viga real 
li 
P 
bd AR = B 
8, 
La a. L -| 
tado Lo 4 
Reação redundante M, removida 
M, + 
EEEF 


84 


Apenas a reação redundante M4 aplicada 


Figura 12.44 


Como mencionamos na Seção 12.6, a escolha da reação redundante é 
arbitrária, desde que a viga primária permaneça estável. Por exemplo: o 
momento em A da viga da Figura 12.444 também pode ser escolhido como 
redundante. Nesse caso, a capacidade da viga de resistir a M4 é removida e, 
assim, a viga primária é apoiada por pino em A (Figura 12.44b). Além disso, a 
reação redundante em A atua sozinha nessa viga (Figura 12.44c). Denominando 
a inclinação em A provocada pela carga P como 6, e a inclinação em A pro- 
vocada pela reação redundante M4 como 0'4, a equação de compatibilidade 
para a inclinação em À requer que: 


(74) 0 = 64 + 604 
Usando novamente a tabela do Apêndice C, temos: 


PL? MaL 
84 = e A er 
16EI 3EI 
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Assim: 


PL? MAE 
16EI | 3EI 








fi= 


sp 
M=- TL 


Esse é o mesmo resultado calculado antes. Nesse caso, o sinal negativo de 
Ma significa simplesmente que M4 atua no sentido oposto ao mostrado na 
Figura 12.44c. 


P, P, 
B C D 
(a) A 
Viga real 
H 
P, P, 
B Cc D 
Vg tc 
Reações redundantes B, e C, removidas 
+ 
B, 
B C D 
(c) A —— A 
vh ve 
Apenas a reação redundante B, aplicada 
+ 
C, 
B Ç D 
(d) A E E = 
ug vt 
Apenas a reação redundante C, aplicada 
Figura 12.45 


Outro exemplo que ilustra o método é dado na Figura 12.45a. Nesse caso, 
a viga é estaticamente indeterminada de segundo grau e, portanto, serão 
necessárias duas equações de compatibilidade para a solução. Escolheremos as 
forças nos apoios de rolete B e C como redundantes. A viga primária (esta- 
ticamente determinada) deforma-se como mostra a Figura 12.45b quando as 
forças redundantes são removidas. Cada força redundante a deforma como 
mostram as figuras 12.45c e 12.45d, respectivamente. Por superposição de 
efeitos, as equações de compatibilidade dos deslocamentos em B e C são: 


+ = + td UA 
H) 0 = vg + YV + Ug (12.22) 
(+1) 0=vc + v+ ve 


Nesse caso, os componentes do deslocamento vg e ve serão expressos em 
termos da incógnita B, e os componentes v# e vë serão expressos em termos 
da incógnita C,. Quando esses deslocamentos forem determinados e subs- 
tituídos na Equação 12.22, poderemos então resolver essas equações simul- 
taneamente para determinar as duas incógnitas B, e C,. 
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PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Veja a seguir como aplicar o método da superposição de efeitos (ou método da força) para determinar as reações 
de vigas ou eixos estaticamente indeterminados. 
Linha Elástica. 
Especificar as forças ou momentos redundantes que devem ser retirados da viga a fim de torná-la estatica- 
mente determinada e estável. 


Usando o princípio da superposição de efeitos, desenhar a viga estaticamente indeterminada e mostrá-la igual a 
uma seqüência de vigas estaticamente determinadas correspondente. 


A primeira dessas vigas, a primária, suporta as mesmas cargas externas que a viga estaticamente indetermi- 
nada, e cada uma das outras vigas “adicionadas” à primária mostra a viga carregada com uma força ou um mo- 
mento redundante separado. 


Esquematizar a curva de deflexão para cada viga e indicar simbolicamente o deslocamento ou a inclinação no 


ponto de cada força ou momento redundante. 


Equações de Compatibilidade. 


Escrever a equação de compatibilidade para o deslocamento ou a inclinação em cada ponto em que haja uma 
força ou momento redundantes. 


Determinar todos os deslocamentos ou inclinações usando um método apropriado como explicado nas seções 
12.2 a 12.5. 


Substituir os resultados nas equações de compatibilidade e resolver as reações redundantes desconhecidas. 


Se o valor numérico de uma reação redundante for positivo, ela terá a mesma direção admitida inicialmente, De 
modo similar, um valor numérico negativo indica que a redundante atua no sentido contrário ao pressuposto. 


Equações de Equilíbrio. 
e Uma vez que as forças ou momentos redundantes tenham sido determinados, as reações desconhecidas restantes 
são determinadas pelas equações de equilíbrio aplicadas às cargas mostradas no diagrama de corpo livre. 





Os exemplos seguintes ilustram a aplicação desse procedimento. Para sim- 
plificar, todos os deslocamentos e inclinações foram determinados com base 
na tabela do Apêndice C. 


EXEMPLO 12.21 





Determinar as reações no apoio de rolete em B da viga mostrada na Figura 
12.46a e depois desenhar os diagramas de cisalhamento e momento fletor. 
Considerar EI constante. 


SOLUÇÃO 


Princípio da Superposição de Efeitos. Verifica-se por inspeção que a viga 
é estaticamente indeterminada de primeiro grau. O apoio de rolete em B será 
escolhido como redundante de modo que B, será determinada diretamente. As 
II figuras 12.46b e 12.46c mostram a aplicação do princípio da superposição de 
efeitos. Nesse caso, admitiremos que B, atua para cima, 





Equação de Compatibilidade. Adotando o deslocamento positivo para 
|» baixo, a equação de compatibilidade em B é: 








H 10 pés 1B 
Reação redundante B, removida (+) 0 = vg — vB (1) 
+ Esses deslocamentos são obtidos diretamente na tabela do Apêndice C. 


E wL SPF? 
vB = 8E] t 48EI 














H 10 pés B 
Apenas a reação redundante B, aplicada 2 kip /pé(10 pés)“ A 5(8 kip)(10 pés}? 3.333 kip E pés 


Figura 12.46 SEI 48EI EI 
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a PL? _ B,(10 pés)? _ 333,3 pés'B, A waooo P aaj 
3EI 3EI EI (o) EE IRRERRER) 
“o 
Substituindo na Equação 1 e resolvendo, temos: 40 kippés— 5 pés ——S pés okip 
Víkip) 
0= 3.333 3338, É 
EI EI e E 
. 5 -10 
B, = 10 kip Resposta o Múippés) E 
Equações de Equilíbrio. Usando esse resultado e aplicando as três equações $ ia 
de equilíbrio, obtemos os resultados mostrados no diagrama de corpo livre da -40 
viga (Figura 12.46d). Os diagramas de cisalhamento e momento fletor são Figura 12.46 
mostrados na Figura 12.46e. 
EXEMPLO 12.22 
Determinar as reações sobre a viga mostrada na Figura 12.47a. Devido à 
carga e à construção falha, o apoio de rolete em B apresenta um desa- 
linhamento de 12 mm. Adotar E = 200 GPa e 7 = 80 (109) mm”. 
SOLUÇÃO 
24 kN/m 
Princípio da Superposição de Efeitos. Por inspeção, verifica-se que a viga Iih ; 
é estaticamente indeterminada de primeiro grau. O apoio de rolete em B será a Ag rA ETA 4 
escolhido como redundante. O princípio da superposição de efeitos é mostrado E am + 4m 
nas figuras 12.47b e 12.47c. Nesse caso, supõe-se que B, atue de baixo para Viga real 
cima sobre a viga. ll 
Equação de Compatibilidade. Em relação ao ponto B, usando unidades 
24 kN/m 


métricas, requer-se que: 


(+p) 0,012 m = vg — vh 


(1) 


De acordo com a tabela do Apêndice C, os deslocamentos são: 


= 5wL* S(Q4kN/m)(8m) 640 kN - m°? r 





VB = 768E T68EI EI 
,_ PL? BASmP _ 10,67 mB, 
“SEL 48 “EI 


Assim, a Equação 1 torna-se: 
0,012E7 = 640 — 10,678, 
Expressando E e J em unidades de kN/m? e mí, respectivamente, temos: 
0,012(200)(109)[80(107)] = 640 — 10,67B, 
B, = 42,0 kN? Resposta 


Equações de Equilíbrio. Aplicando o resultado à viga (Figura 12.47d), 
podemos calcular as reações em 4 e C por meio das equações de equilíbrio. 
Obtemos: 


(F ZMa = O; —96 KN(2 m) + 42,0 EN(4 m) + C,(8 m) = O 

C, = 3,00 kN 7 Resposta 
+T EF, = 0; Ay — 96 kN + 42,0 kN + 3,00 kN = 0 

A, = 51 kNT Resposta 





b) AEE 





im 
V, 
E js 





Reação redundante B, removida 





mi 

(d) ALSO z 
t 2m-["2m 7 e 4m = 
A, 42,0 kN C 


Figura 12.47 
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EXEMPLO 12.23 





A viga da Figura 12.489 é engastada na parede em A e acoplada por pino 
à haste BC de 1 pol de diâmetro. Se E = 29(10°) ksi para ambos os elementos, 
qual a força desenvolvida na haste em virtude do carregamento? O momento 
de inércia da viga em relação ao seu eixo neutro é I = 475 pol”. (Lembrar que 
1 ksi = 1.000 Ib/po2.) 








8 kip Fac 
BA. 
f; aE o A = ah fuk 
= om 
5 pés——-—S pés— B f 
Viga e haste reais Força redundante F gç removida Apenas a força redundante Fac aplicada 
(a) (b) (c) 
Figura 12.48 


SOLUÇÃO I 


Princípio da Superposição de Efeitos. Verifica-se por inspeção que o 
problema é estaticamente indeterminado de primeiro grau. Nesse caso, B sofre 
um deslocamento vg desconhecido, uma vez que a haste esticará. A haste será 
considerada redundante e, portanto, sua força será removida da viga em B 
(Figura 12.48b), e depois reaplicada (Figura 12.48c). 


Equação de Compatibilidade. Requer-se que no ponto B 
(+) 
vg = VB — UVB (1) 
Os deslocamentos vs e vg são determinados pela tabela do Apêndice C. Já 
vg é calculado pela Equação 4.2. Trabalhando em quilolibras e polegadas, temos: 
PL | Fae(8 pés)(12 pol/pé) 
AE (m/4Xa pol)*[29(10º) kip/pol?] 
_ 5PL? _  5(8 kip)(10 pés)“(12 polipé)? 
VB CASEI 48[29(10) kip/poPI(475 pol?) 
PL Fac(10 pés)(12 pol/pé)? 


“% = EI O 3[29(10) kip/poP (475 pol — 00H8lFac 7 





vg = = 0,01686Fpc | 








= 0,1045 pol | 


Assim, a Equação 1 torna-se: 


(+) 0,01686F ac = 0,1045 — 0,04181F sec 
Fgc = 1,78 kip Resposta 
C Vec 
Enc vb 

















5 pés —-+— 5 pés — 
Viga e haste reais Força redundante Fyç removida Apenas a força redundante Fpç aplicada 
(d) (e) (C) 
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SOLUÇÃO II 


Princípio da Superposição de Efeitos. Podemos também resolver o 
problema removendo o apoio de pino em C e mantendo a haste acoplada à 
viga. Nesse caso, a carga de 8 kip deslocará os pontos B e C para baixo a mesma 
quantidade vc (Figura 12.48e), uma vez que não existe força na haste BC. 
Quando a força redundante Fac é aplicada ao ponto C, desloca a extremidade 
C da haste para cima vç e a extremidade B da viga para cima vg(Figura 12.48). 
A diferença entre os dois deslocamentos, vgc, representa o estiramento da haste 
devido a Fgc, de modo que vé = vac + vg. Então, pelas figuras 12.484, 12.48e 
e 12.48f, a compatibilidade do deslocamento no ponto C é: 


(+) 


Pela Solução I, temos: 


0 = vc -= (vgc + vg) (2) 
vc = vg = 0,1045 pol | 
ugc = vg = 0,01686Fpc Î 
vB = 0,04181 Fgc T 
Portanto, a Equação 2 torna-se: 
O = 0,1045 — (0,01686Fgc + 0,04181Fgc) 


Fac = 1,78 kip 


(+9) 


Resposta 
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EXEMPLO 12.24 


Determinar o momento em B para a viga mostrada na Figura 12.494. 
Considerar EI constante e desprezar os efeitos da carga axial. 


SOLUÇÃO 


Princípio da Superposição de Efeitos. Como a carga axial sobre a viga é 
desprezada, haverá uma força vertical e um momento fletor em A e B. Nesse 
caso, há apenas duas equações de equilíbrio disponíveis (LM = 0, LF, = 0) e, 
desse modo, o problema é estaticamente indeterminado de segundo grau. 
Admitiremos que B, e Mg são redundantes, de modo que, pelo princípio da 
superposição de efeitos, a viga é representada por uma viga em balanço 
carregada separadamente pela carga distribuída e pelas reações B, e M, (figuras 


12.49b, 12.49c e 12.499). 
Equações de Compatibilidade. 
em B, requer-se que: 


(Pr) 
(+) 


Em relação ao deslocamento e à inclinação 


0 = 0, + 066 + 0g 
0 = vg + vh tovg 


(1) 
(2) 
Usando a tabela do Apêndice C para calcular as inclinações e os deslo- 
camentos, temos: 
48EI 
me TwL* e 
384E1 


3 kip/pé(I2 pés)? 108 
48EI “EI 

7(3 kip/pé)(12 pés)! 1.134 
384EI EI * 


PL? _ B;(12 pés? _ RB, ) 
2EI 2EI EI 
PL? _ B,(12 pés)? _ 576B, 
3EI  3EI EI 


) 








g 








-ag 
Op = 


4 — 
UVB = 








EA ei 


(a) A B 
6 pés 





a dá 6 pés + 


Viga real 
ll 


3 kip/pé 








(b) 4 





“mn 








6 pés — 
BTO 
Reações redundantes Mp e B, removidas 


6 pés — 





„JB 05 





e 12 pés 


Apenas a reação redundante B, aplicada 


+ 


My 
o a, 
Ki 
Je 


[020% 





| 12 pés 
Apenas a reação redundante M p aplicada 


Figura 12.49 
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= 


ML Mpg(12 pés) _ 12M 
EI 


B 
EI EI 


„ ML? Mpbg(12 pés? 72Mp 





2EI 


2EI El y 


Substituindo esses valores nas equações 1 e 2 e cancelando o fator comum 


EI, obtemos: 


(14) 
(+) 


0 = 108 + 72B, + 12M 
0 = 1134 + 576B, + 72Mp 


Resolvendo essas equações simultaneamente, temos: 


B, = 3,375 kip 


Mp = 11,25 kip - pés Resposta 





É PROBLEMAS 


12.106. O conjunto consiste em uma barra de aço e uma 
de alumínio, cada qual com espessura de 1 pol, fixas em suas 
extremidades A e B e aclopadas ao elo curto rígido CD. Se 
uma força horizontal de 80 Ib for aplicada ao elo como 
mostrado, quais momentos serão criados em A e B? Esço = 
29(10º) kip, Ear, = 10(10º) kip. 





spa 


A B 
Problema 12.106 


12.107. A viga de aço A-36 e a haste são usadas para 
suportar a carga de 8 kip. Supondo que a tensão normal 
admissível para o aço seja Cadm = 18 ksi e a deflexão máxima 
não possa exceder 0,05 pol, determinar o menor diâmetro 
que a haste pode ter. A viga é retangular, com altura de 5 pol 
e espessura de 3 pol. 





8 kip 
Problema 12.107 


*12.108. Determinar as reações nos apoios 4, Be Ce depois 
desenhar os diagramas de cisalhamento e momento fletor. 
Considerar ET constante. 


12 kip 


3 kip/pé 











| | 6 pés | 


6 pés EE 12 pés | 
Problema 12.108 





12.109. A viga é usada para suportar a carga de 20 kip. 
Determinar as reações nos apoios supondo que A seja fixo e 
B seja um rolete. 


20 kip 














A AB | 
8 pés -l 4 pés +) 
Problema 12.109 


12.110. A viga tem Ejf, constante e é suportada pela parede 
fixa em B e pela haste AC. Supondo que a haste tenha área 
da seção transversal 4, e o material tenha módulo de 
elasticidade Ez, determinar a força na haste. 











Problema 12.110 


12.111. Determinar as reações no apoio C. Considerar ET 
constante para ambas as vigas. 








Problema 12.111 


*12.112. Determinar as reações nos apoios A e B. Con- 
siderar EI constante. 











Problema 12.112 


12.113. Neste conjunto, composto por três vigas simples- 
mente apoiadas, a parte inferior da viga superior repousa 
sobre a parte superior das duas inferiores. Se uma carga de 
3 kN/m for aplicada na viga superior, quais serão as reações 
verticais em cada apoio? Considerar EI constante. 


3 kN/m 





Problema 12.113 


12.114. Determinar as reações nos apoios e depois desenhar 
os diagramas de cisalhamento e momento fletor. Considerar 
EI constante. 














Problema 12.114 


12.115. A viga é suportada por um pino em A, uma mola 
com rigidez k em B e um rolete em C. Determinar a força 
que a mola exerce sobre a viga considerando ET constante. 
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Problema 12.115 


*12.116. Os dois elementos são feitos de alumínio 6061-T6, 
têm seção transversal quadrada de 1 pol X 1 pol e estão 
acoplados por pinos em suas extremidades. Um macaco é 
colocado entre eles e aberto até que a força exercida por ele 
em cada elemento seja de 50 lb. Determinar a maior força P 
que pode ser aplicada ao centro do elemento superior sem 
provocar escoamento em qualquer um dos dois. Desprezar, 
na análise, a força axial em cada elemento e supor que o 
macaco seja rígido. 








Problema 12,116 


12.117. O eixo de aço A-36 de 1 pol de diâmetro é apoiado 
por mancais rígidos em A e C. O mancal em B repousa em 
uma viga de abas largas simplesmente apoiada, com mo- 
mento de inércia 7 = 500 pol”. Se as cargas da correia sobre 
a roldana forem de 400 Ib cada uma, determinar as reações 
verticais em A, B e C. 





Problema 12.117 


12.118. 
tante. 


Determinar a força na mola, Considerar EI cons- 
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w 
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Problema 12.118 


12.119. A viga é feita de um material elástico mole com Ef 
constante. Supondo que ela inicialmente esteja a uma dis- 
tância A da superfície de seu apoio na extremidade, deter- 
minar a distância a entre os dois quando ela está submetida 
à carga uniforme wo, suficientemente grande para provocar 
essa condição. 








L 





Problema 12.119 


*12.120. O aro do volante tem espessura í, largura b e peso 
específico y. Se o volante estiver girando a uma taxa cons- 
tante w, qual será o momento máximo desenvolvido no aro? 
Supor que os raios não deformam. Dica: devido à simetria da 
carga, a inclinação do aro em cada raio é nula. Considerar 
que o raio seja suficientemente grande de modo que o seg- 
mento AB possa ser considerado uma viga reta engastada em 
ambas as extremidades e carregada com uma força centrífuga 
uniforme por unidade de comprimento. Mostrar que essa 
força é w = btya?r/g. 





Problema 12.120 


| PROBLEMAS DE REVISÃO E 


12.121. O eixo suporta as cargas das duas roldanas mostradas, 
Usando funções de descontinuidade, determinar a equação da 
linha elástica. Considerar que os mancais em A e B exercem 
apenas reações verticais sobre o eixo e que ET é constante. 


it À 


| 








-12 pol-}-12 po) 
70 lb 


-36 pol 


180 Ib 
Problema 12.121 
12.122. Usar funções de descontinuidade para determinar 


a inclinação em B e o deslocamento em C para o perfil 
W10 X 45, Esço = 29(10º) ksi. 


12.123. Resolver o Problema 12.122 usando os teoremas 
dos momentos de áreas. 


10 kip 


Skip 5kip 


A E === D | 
10 pés——10 pés 10 pés—+—10 pés— 


Problemas 12.122/12.123 









*12.124. A viga de madeira está submetida ao carrega- 
mento mostrado. Supor que o apoio em A seja um pino e em 
B um rolete. Determinar a inclinação em A e o deslocamento 
em C. Usar os teoremas dos momentos de áreas considerando 
que Ef constante. 








2a -q- 
Problema 12.124 


12.125. Os mancais de apoio A, B e C exercem apenas 
reações verticais sobre o eixo, Determinar essas reações e 
depois desenhar os diagramas de cisalhamento e momento 
fletor. Considerar EI constante e usar os teoremas dos mo- 
mentos de áreas. 








200 N 


Problema 12.125 
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12.126. Supondo que os mancais em A e B exerçam apenas  *12.128. Determinar o valor de a de modo que a deflexão 
reações verticais sobre o eixo, determinar a inclinação em B em C seja nula. Considerar EI constante e usar os teoremas 
e o deslocamento em C. Usar os teoremas dos momentos de dos momentos de áreas. 

áreas e considerar EI constante. 














Problema 12.126 Problema 12.128 


12.127. Determinar o valor de a de modo que a inclinação 12-129. Determinar as reações de momento nos apoios 4 e 
em A seja igual a zero. Considerar EI constante e usar os 2- Usar o método da integração direta e considerar EI cons- 


teoremas dos momentos de áreas. tante. 











Problema 12.127 Problema 12.129 


EE SE 





3 FLAMBAGEM DE COLUNAS 





OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Trataremos agora do comportamento das colunas 
e indicaremos alguns métodos usados para seu projeto. 
O capítulo inicia-se com uma discussão geral sobre 
flambagem, seguida pela determinação da carga axial 
necessária para que ocorra flambagem em uma assim 
chamada coluna ideal. Depois, abordamos uma análi- 
se mais realista que considera qualquer flexão das 
colunas. Apresentamos também um tópico especial 
sobre flambagem inelástica (plástica) de colunas. No 
final do capítulo, discutimos alguns dos métodos usa- 
dos para projetar colunas com cargas concêntricas e 
excêntricas, construídas com os materiais comuns da 
engenharia. 


13.1 CARGA CRÍTICA 


Quando se projeta um elemento, é necessário que 
ele satisfaça requisitos específicos de tensão, deflexão e 
estabilidade. Nos capítulos precedentes discutimos al- 
guns métodos para determinar a tensão e a deflexão, 
supondo que o elemento sempre estivesse em equilíbrio 
estável. Alguns elementos, entretanto, podem estar 
submetidos a uma carga de compressão e, caso sejam 
compridos e esbeltos, tal carga pode ser suficientemente 
grande para provocar sua deflexão lateral. Especificamente, elementos com- 
pridos e esbeltos sujeitos a uma força axial de compressão são chamados 
colunas e a deflexão lateral que sofrem é chamada flambagem. Em geral, a 
flambagem da coluna leva a uma falha súbita e dramática da estrutura ou do 
mecanismo. Por conta disso, as colunas devem ser projetadas com atenção 
especial, para que possam suportar com segurança as cargas pretendidas sem 
que ocorra o fenômeno da flambagem. 

A carga axial máxima que uma coluna pode suportar quando está no limite 
da flambagem é chamada carga crítica Pc, (Figura 13.14). Qualquer carga 
adicional provocará flambagem na coluna e, portanto, deflexão lateral, como 
mostra a Figura 13.1b. A fim de compreender melhor a natureza dessa 
instabilidade, consideremos um mecanismo formado por duas barras sem peso, 
rígidas e acopladas por pinos nas duas extremidades (Figura 13.24). Quando 
essas barras estão na posição vertical, a mola, com rigidez k, está sem 
deformação e uma força vertical pequena P é aplicada no topo de uma das 
barras. Podemos alterar a posição de equilíbrio deslocando o pino em A uma 
pequena quantidade A (Figura 13.2b). Como mostra o diagrama de corpo livre 
do pino quando as barras são deslocadas (Figura 13.2c), a mola produzirá uma 





As colunas deste edifício são usadas para suportar a carga do piso. 
Os engenheiros projetam tais elementos para resistir à possibili- 
dade de flambagem. (Chris Baker/Tony Stone Images.) 
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força de recuperação F = kA, enquanto a carga aplicada P desenvolverá duas 
componentes horizontais P, = P tg 8, que tendem a empurrar o pino (e as 
barras) ainda mais para fora do equilíbrio. Como 9 é pequeno, A = 6(L/2) e 
tg 0 = 6. Assim, a força de restauração da mola torna-se F = k9L/2 e a força 
perturbadora, 2P, = 2P6. 


P> R 
(a) (b) 
Figura 13.1 


Se a força de restauração superar a perturbadora, isto é, kL6/2 > 2P6, 
então, observando que 6 se cancela, resolvemos em P, o que leva a: 


P< = equilíbrio estável 


Essa é uma condição de equilíbrio estável, visto que a força desenvolvida 
pela mola seria suficiente para restaurar as barras de volta à posição vertical. 
Por outro lado, se kL6/2 < 2P6, ou: 


kL EEA 
P> a equilíbrio instável 
então o mecanismo estaria em equilíbrio instável. Em outras palavras, se a carga 


P fosse aplicada e ocorresse um pequeno deslocamento em A, o mecanismo 
tenderia a sair de equilíbrio e não voltar à posição inicial. 











(a) (b) 
Figura 13.2 
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P 
Equilíbrio 
instável _ Pontode 
/ bifurcação 
Equilíbrio / 
neutro 
Equilíbrio p= 4L 
estável “o £ 
(0) 
Figura 13.3 


— 
re 1 f 

Alguns elementos acoplados com pi- 
nos usados em partes móveis de ma- 
quinaria, como este elo curto, estão 
sujeitos a cargas de compressão e, 
assim, agem como colunas. 





O valor intermediário de P, definido desde que kL6/2 = 2Pb, é a carga 
crítica. Aqui: 


Po = m equilíbrio neutro 


Essa carga representa o caso de um mecanismo em equilíbrio neutro. Como 
Po independe do (pequeno) deslocamento 6 das barras, qualquer distúrbio leve 
sofrido pelo mecanismo não fará com que ele saia de equilíbrio nem que seja 
restaurado à posição inicial. Em vez disso, as barras permanecerão na posição 
defletida. 

Esses três estados de equilíbrio diferentes estão representados grafica- 
mente na Figura 13.3. O ponto de transição onde a carga é igual ao valor crítico 
P = Pa é chamado ponto de bifurcação. Nele, o mecanismo estará em equilíbrio 
para qualquer valor pequeno de 0, medido tanto para a direita como para a 
esquerda da vertical. Fisicamente, Por representa a carga para a qual o meca- 
nismo está no limite da flambagem. É válido determinar esse valor supondo 
pequenos deslocamentos como feito aqui; entretanto, P., pode não ser o maior 
valor de P que o mecanismo é capaz de suportar. Na verdade, se for colocada 
nas barras uma carga maior, o mecanismo poderá sofrer uma deflexão adicional 
antes que a mola seja comprimida ou alongada o suficiente para mantê-lo em 
equilíbrio. 

Como no caso do mecanismo de duas barras que acabamos de discutir, é 
possível obter as cargas críticas de flambagem em colunas apoiadas de várias 
maneiras, e o método usado para fazer isso será explicado na próxima seção. 
Apesar de no projeto de engenharia a carga crítica poder ser considerada a 
maior carga que a coluna é capaz de suportar, entenda-se que, assim como o 
mecanismo de duas barras na posição defletida ou flambada, uma coluna 
suporta na verdade uma carga ainda maior que Pa. Infelizmente, no entanto, 
essa carga pode fazer com que a coluna sofra uma grande deflexão, em geral 
inadmissível nas estruturas e máquinas da engenharia. Para fletir o ponteiro 
de um medidor, por exemplo, são necessários apenas alguns newtons de força, 
mas a carga adicional que ele suporta só poderá ser aplicada depois que ele 
sofrer uma deflexão lateral relativamente grande. 


13.2 CoLunNaA IDEAL coM Ároiros DE Pino 


Nesta seção vamos determinar a carga crítica de flambagem para uma 
coluna apoiada em pino como a da Figura 13.44. A coluna a ser considerada é 
uma coluna ideal, isto é, perfeitamente reta antes do carregamento, feita de 
material homogêneo e sobre a qual a carga é aplicada através do centróide da 
seção transversal, Admite-se ainda que o material comporta-se de maneira 
linear-elástica e a coluna flete-se em um único plano. Na realidade, essas 
condições de coluna perfeitamente reta e aplicação de carga nunca são cum- 
pridas; entretanto, a análise da “coluna ideal” é semelhante à usada em colunas 
inicialmente tortas ou aquelas que sofrem aplicação de carga excêntrica. Esses 
casos mais realistas serão discutidos no final do capítulo. 

Como a coluna ideal é perfeitamente reta, em teoria a carga axial P pode 
ser aumentada até que a falha ocorra por fratura ou escoamento do material. 
Entretanto, quando a carga crítica Pc, é atingida, a coluna está no limite de 
tornar-se instável, de modo que uma pequena força lateral F (Figura 13.4b), 
quando removida, vai fazê-la permanecer na posição fletida (Figura 13.40). 
Qualquer pequena redução de P para menos de P., permite que a coluna fique 
reta e qualquer aumento de P, além de Por, provoca aumento adicional da 
deflexão lateral. 
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(a) (b) (c) 
Figura 13.4 


O fato de a coluna permanecer estável ou tornar-se instável quando 
submetida a carga axial depende de sua própria habilidade de restauração, que, 
por sua vez, baseia-se em sua resistência à flexão. Então, para determinar a 
carga crítica e a forma de flambagem da coluna, aplicaremos a Equação 12.10, 
que relaciona o momento interno da coluna e sua forma fletida, isto é: 

E uy 13.1 
d aa 

Lembrar que essa equação supõe uma inclinação pequena! da linha elástica 
e que todos os deslocamentos ocorrem somente por flexão. Quando a coluna 
está na posição fletida (Figura 13.5a), o momento fletor interno é determinado 
pelo método das seções. O diagrama de corpo livre de um segmento na posição 
fletida aparece na Figura 13.5b. Nesse caso, tanto a deflexão v como o momento 
interno M são mostrados no sentido positivo, de acordo com a convenção de sinal 


EI 


usada para estabelecer a Equação 13.1. Somando os momentos, o momento 
interno é M = — Pv. Logo, a Equação 13.1 torna-se: 
dy 
EI Pr = -Pv M 
(E) -0 (132) 
de Vel)" O 
Essa é uma equação diferencial homogênea de segunda ordem com 








coeficientes constantes. Pode-se mostrar, por métodos de diferenciação de 
equações ou por substituição direta na Equação 13.2, que a solução peral é: 


E E ca 
v=C sen(/ 2x) + C3 cos ( EI x) (13.3) 


As duas constantes de integração são determinadas pelas condições de 
contorno nas extremidades da coluna. Como v = 0 em x = 0, então C, = 0. E 
como v = 0 em x = L, então: (a 


P Figura 13.5 a, b 
C; sen VÊ L) =0 


Essa equação é satisfeita se C, = 0; entretanto, então v = 0, uma solução 
trivial cuja validade depende de a coluna permanecer sempre reta, mesmo que 
a carga a torne instável. À outra possibilidade é para: 


sol [E s)=o 


! No caso de deflexões grandes, devemos usar a Equação diferencial 124, El(d?v/dx)/ 
[1 + (do/dxP]”? = M, mais precisa. 
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P=4ks 


P=4k, 
Š 
n=l n=2 
(a) (ec) 
Figura 13.5 a, € 
P 
Equilíbrio 
instável | Ponto de 
/” bifurcação 
Equilíbrio — 
neutro 
Equilíbrio p -ZE 
estável ET Ra 


0 


Figura 13.6 





Figura 13.7 


v 


que é satisfeita se: 
E L=nr 


PEF A 
Re WED Ara, (13.4) 


ou: 


O menor valor de P é obtido quando n = 1, e a carga crítica para a coluna 
é, portanto: 





Essa carga é denominada às vezes carga de Euler, em homenagem ao 
matemático suíço Leonhard Euler, que solucionou o problema em 1757. A 
forma fletida correspondente é definida pela equação: 


v = C; sen TX 
L 

Aqui a constante C; representa a deflexão máxima, vmáx que ocorre no 
ponto médio da coluna (Figura 13.54). Valores específicos de Cı não podem 
ser obtidos, pois se desconhece a forma fletida exata da coluna, uma vez que 
ela sofreu flambagem. Admitiu-se, no entanto, uma deflexão pequena. 

Entenda que n na Equação 13.4 representa o número de ondas na forma 
fletida da coluna. Por exemplo, se n = 2, então, pelas equações 13.3 e 13.4, 
aparecerão duas ondas na forma flambada (Figura 13.5c) e a coluna suportará 
uma carga crítica que é 4P., imediatamente antes da flambagem. Como esse 
valor é quatro vezes a carga crítica e a forma fletida é instável, essa forma de 
flambagem não existe. 

Assim como no caso do mecanismo de duas barras discutido na Seção 13.1, 
podemos representar as características carga-deflexão da coluna ideal pelo 
gráfico mostrado na Figura 13.6. O ponto de bifurcação representa o estado de 
equilíbrio neutro, no qual a carga crítica atua sobre a coluna. Nesse caso, a 
coluna está na iminência de flambagem. 

Deve-se observar que a carga crítica independe da resistência do ma- 
terial; em vez disso, ela depende apenas das dimensões da coluna (Te L) e 
da rigidez ou do módulo de elasticidade E do material. Por essa razão, no 
que concerne à flambagem elástica, colunas feitas, por exemplo, de aço de 
alta resistência não oferecem vantagem sobre as de aço de resistência menor, 
uma vez que o módulo de elasticidade de ambas é aproximadamente o mes- 
mo. Observe também que a capacidade de carga da coluna aumenta à medida 
que o momento de inércia da seção transversal sobe. Desse modo, as colunas 
eficientes são projetadas para que a maior parte da seção transversal fique o 
mais longe possível dos eixos principais do centróide da seção. É por isso que 
seções ocas (como os tubos) são mais econômicas que as maciças. Além disso, 
seções de abas largas e colunas ‘construídas’ com perfis em U, cantoneiras, 
chapas etc. são melhores que seções maciças e retangulares. 

É importante entender também que a coluna sofrerá flambagem em torno 
do eixo principal da seção transversal de menor momento de inércia (o eixo 
mais fraco). Por exemplo: uma coluna com seção transversal retangular, como 
um ponteiro de medidor (Figura 13.7), sofre flambagem em torno do eixo a-a, 
não do eixo b-b. Como resultado, os engenheiros em geral tentam obter um 
equilíbrio, mantendo os mesmos momentos de inércia em todas as direções. 
Então, geometricamente, tubos circulares são colunas excelentes, assim como 
tubos quadrados ou formas que tenham 17, = 1,. 
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Resumindo a discussão anterior, a equação de flambagem de uma coluna 
esbelta comprida apoiada por pino pode ser reescrita e seus termos definidos 
como segue: 


(13.5) 





onde: 

Po =carga crítica ou carga axial máxima na coluna imediatamente antes de 
começar a flambagem; essa carga não deve permitir que a tensão na 
coluna exceda o limite de proporcionalidade 

E = módulo de elasticidade do material 

= o menor momento de inércia da área da seção transversal 

L = comprimento da coluna sem apoio, cujas extremidades são presas por 

pinos 
Para fins de projeto, a Equação 13.5 será mais conveniente se expressar o 


momento de inércia por 1 = Ar, onde A é a área da seção transversal e ré o 
raio de giração da área da seção transversal. Assim: 








mE(Ar 
Po = TEGO 
(E) = E 
A er. (Lir? 
ou: = 
— PE 
e = TLI (13.6) 
Onde: 


Sa = tensão crítica, que é a tensão média na coluna imediatamente antes de a 
coluna flambar; essa tensão é uma tensão elástica e, portanto, o, = Cg. 


E = módulo de elasticidade do material 

L = comprimento da coluna sem apoio, cujas extremidades são presas por 
pinos 

r= o menor raio de giração da coluna, determinado por r = V I/A, onde 1 é 
o menor momento de inércia da área da seção transversal A da coluna 


A relação geométrica L/r da Equação 13.6 é denominada índice de 
esbeltez. Tal índice mede a flexibilidade das colunas e, como será discutido mais 
tarde, serve para classificá-las como comprida, intermediária ou curta. 

É possível traçar o gráfico da Equação 13.6 usando eixos que representem 
a tensão crítica e o índice de esbeltez. Exemplos típicos desse gráfico para 
colunas feitas de aço estrutural e liga de alumínio aparecem na Figura 13.8. 
Observe que as curvas são hiperbólicas e valem apenas para tensões críticas 
abaixo do ponto de escoamento (limite de proporcionalidade) do material, visto 
que este deve comportar-se elasticamente. Para o aço, o limite de escoamento 
é (Orlaço = 36 ksi [Esco = 29(10º) ksi] e, para o alumínio, é (oe = 27 ksi 
[Ea = 10(10º) ksi]. Substituindo ouço = or na Equação 13.6, os menores índi- 
ces de esbeltez admissíveis para colunas de aço e alumínio serão, portanto, 
(L/Maço = 89 e (L/r)a = 60,5, respectivamente. Assim, para uma coluna de 
aço, se (L /Maço = 89, a fórmula de Euler pode ser usada para determinar a 
carga de flambagem, uma vez que a tensão na coluna permanece elástica. Por 
outro lado, se (L/7)aço < 89, a tensão da coluna excede o ponto de escoamento 
antes que a flambagem possa ocorrer e, portanto, a fórmula de Euler não é 
válida nesse caso. 





Colunas interiores típicas de tubo usa- 
das para apoiar a cobertura de um edi- 
fício de um andar. 











a (10°)ksi 
=A Aço 
estrutural 
(Op = 36 ksi) 
Liga de 
} alumínio 

(Op = 27 ksi) 
al Lo LoL 
50 ) ( 100 150 200 T 
60,5” 89 


Figura 13.8 
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Pontos IMPORTANTES 


e Colunas são elementos compridos e esbeltos submetidos a cargas axiais. 


e A carga crítica é a carga axial máxima que uma coluna suporta quando está no limite da flambagem. Essa carga 
representa um caso de equilíbrio neutro. 


e Uma coluna ideal é perfeitamente reta a princípio, feita de material homogêneo e recebe carga aplicada através 
do centróide de sua seção transversal. 


e Uma coluna acoplada por pino sofrerá flambagem através do eixo principal da seção transversal a qual tenha o 
menor momento de inércia. 


e O índice de esbeltez é dado por L /r, onde r é o menor raio de giração da seção transversal. A flambagem ocorre 
em torno do eixo em que esse índice tem o maior valor. 


EXEMPLO 13.1 





Um tubo de aço A-36 com 24 pés de comprimento e a seção transversal 








Er . > 
mostrada na Figura 13.9 deve ser usado como coluna, a ser presa por um pino 
na extremidade. Determinar a carga axial máxima admissível que a coluna 

é suportará sem sofrer flambagem. 
SOLUÇÃO 
2,75 pol 
Usar a Equação 13.5 para obter a carga crítica com Esço = 29(10º) ksi: 
24 pés 3 pol E TEI 
cr 12 
q [29(10º) kip/poB](im(3)* — trr(2,75)*) pol 
= [24 pés(12 pol/pé)]? 
A = 64,5 kip Resposta 
Essa força cria uma tensão média de compressão na coluna de: 
P. 
sr Pr 64,5 kip ; 
inii a = =a roa a = 143k 
Figura 13.9 F A [m(3) E m(2,75)º] pol? S1 


Sendo da< or = 36 ksi, a aplicação da equação de Euler é apropriada 
para o caso. 





EXEMPLO 13.2 





O elemento construído com perfil W8 x 31 de aço A-36, mostrado na 
Figura 13.10, deve ser usado como coluna presa por pino. Determinar a maior 
carga axial que ele suportará antes que a flambagem se inicie ou o aço escoe. 


SOLUÇÃO 
Pela tabela do Apêndice B, a área da seção transversal da coluna e os 
momentos de inércia são A = 9,13 pol?, Iy = 110 pol e I, = 37,1 pol”. Verifica- 


se por inspeção que a flambagem ocorre em torno do eixo y-y. Por quê? 
Aplicando a Equação 13.5, temos: 








_ TEI _ m[29(10°) kip/po?I(37,1 pol”) 


; =512ki 
c= [12 pés(12 polpé)P j 


Figura 13.10 
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Quando a coluna está completamente carregada, a tensão de compressão 
média nela desenvolvida é: 
Pr 5S12kip ; 
=~ = = 56,1 k 
A “O pob 0 S 





Tcr 


Como essa tensão excede o limite de escoamento (36 ksi), a carga P é 
determinada pela compressão simples: 
P 


3ksi= ÉS: 
SLT 9,13 po” 


P = 329 kip Resposta 


Na prática, aplica-se um fator de segurança à carga. 





13.3 Cozunas com Vários Tiros DE Apolo 


Na Seção 13.2 deduzimos a carga de Euler para uma coluna presa por pino 
ou livre para girar nas extremidades. Frequentemente, no entanto, as colunas 
são apoiadas de outras maneiras. Como exemplo, consideremos o caso de uma 
coluna fixa na base e livre no topo (Figura 13.114). Para determinar a carga de 
flambagem nessa coluna, seguimos o mesmo procedimento usado para a coluna 
com pino. Pelo diagrama de corpo livre da Figura 13.11b, o momento fletor 
interno em uma seção arbitrária é M = P(8 — v). Consegilentemente, a equação 
diferencial para a curva de deflexão é: 

Pu 
El-5=P(6-)») 


do 
fv pP P 
SS +t = —8 13.7 
d? EI EI (3:7 








Ao contrário da Equação 13.2, essa é não-homogênea devido ao termo 
não-nulo do lado direito. A solução consiste tanto em uma solução comple- 
mentar como em uma solução particular, ou seja: ta) 


Figura 13,11 
v=C sen( (Ex) + c cos [ Eta - 
à EI É VEI 


As constantes são determinadas pelas condições de contorno. Em x = 0, 
v = 0, de modo que C, = —8. Além disso: 


Thag E cos ( E) C P. sen( Ga) 
dx NEI WEI EI VEI 
Em x = 0, dv/dx = 0, de modo que C; = 0. A curva de deflexão é, portanto: 


Pana o 


Como a deflexão no topo da coluna é ô, isto é em x = L,v = 5, é necessário 


que: 
LP o 
ô cos 1) =0 


A solução trivial ô= O indica que não ocorre flambagem, independen- 
temente da carga P. Em vez disso: 








Para evitar a flambagem das colunas 
tubulares que suportam este reserva- 


P tório de água, os engenheiros as re- 
cos E] =0 ou RE q Ha forçaram em três locais ao longo do 
EI EI 2 comprimento. 
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A menor carga crítica ocorre quando n = 1, de modo que: 


Comparando essa equação com a 13.5, vê-se que uma coluna com apoio 
fixo só na base suporta apenas um quarto da carga crítica que pode ser aplicada 
a uma coluna apoiada por pino nas extremidades. 

Outros tipos de coluna apoiada são analisados de maneira muito seme- 
lhante e não serão tratados em detalhe aqui? Em vez disso, vamos tabular os 
resultados para os tipos mais comuns de apoio e mostrar como aplicar tais re- 
sultados escrevendo a fórmula de Euler de forma geral. 


P cr 7 




















i 
| | Comprimento Efetivo. Como dissemos anteriormente, a fórmula de Euler 
Extremidades i i (Equação 13.5), foi desenvolvida para colunas cujas extremidades estejam 
som pinos ii | presas por pinos ou livres para girar. Em outras palavras, nessa equação L 
K=1 i t representa a distância sem apoio entre os pontos de momento nulo. Se a coluna 
(a) Wo 
F 


for apoiada de outras maneiras, a fórmula de Euler poderá ser usada para 
A determinar a carga crítica desde que ‘L’ represente a distância entre pontos de 
A momento fletor nulo. Essa distância é chamada comprimento efetivo da coluna, 
à > , Le. Obviamente, em uma coluna com extremidades presas por pinos L. = L 
Una extremidade (Figura 13.124). Para a coluna com uma extremidade engastada e a outra livre 
engastada e a outra livre analisada anteriormente, a curva de deflexão é metade daquela da coluna que 
está presa por pino e tem comprimento 2L (Figura 13.12h). Assim, o com- 
(b) primento efetivo entre os pontos de momento nulo é Le = 2L. Exemplos de 
outras duas colunas com diferentes apoios nas extremidades também são 
mostrados na Figura 13.12. A coluna engastada nas duas extremidades (Figura 
13.12c) tem pontos de inflexão ou pontos de momento nulo a L/4 de cada 
apoio. Portanto, o comprimento efetivo é representado pela metade central de 
seu comprimento, isto é, L. = 0,5L. Por fim, a coluna com uma extremidade 
presa por pino e outra engastada (Figura 13.124) tem ponto de inflexão a 
aproximadamente 0,7L da extremidade presa por pino, de modo que L, = 0,7L. 
Em vez de especificar o comprimento efetivo da coluna, muitas normas 
de projeto fornecem fórmulas que empregam um coeficiente adimensional K 
chamado fator de comprimento efetivo. K é definido por: 


Le = KL (13.10) 














Valores específicos de K também são dados na Figura 13.12. Baseados 
nessa generalização, podemos escrever a fórmula de Euler como: 
Uma extremidade 











Extremidades com pino e a outra 
engastadas engastada 
(13.11) 
(c) (d) 
Figura 13.12 ou 
rE 
E F (13.12) 





Nesse caso, (KL /r) é o índice de esbeltez efetivo da coluna. Observe, por 
exemplo, que, para a coluna engastada na base e livre na extremidade, temos 
K = 2 e, portanto, a Equação 13.11 dá o mesmo resultado da Equação 13.9. 


2 Ver os problemas 13.42, 13.43, 13.44 e 13.45. 
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Uma coluna de aço com perfil W6 x 15 tem 24 pés de comprimento e está 
engastada nas duas extremidades como mostra a Figura 13.134. Para aumentar 
sua capacidade de carga, os engenheiros acoplam, em torno de seu eixo y-y 
(fraco), reforços que se supõe serem presos por pino na metade da altura. 
Determinar a carga que a coluna pode suportar de modo que não sofra 
flambagem e o material não exceda o limite de escoamento. Adotar Ezo = 
29(10°) ksi e gp = 60 ksi. 


SOLUÇÃO 


O comportamento da coluna em relação à flambagem será diferente em 
torno dos eixos x e y devido ao reforço. A forma da flambagem em cada caso 
é mostrada nas figuras 13.13b e 13.13c. Pela primeira figura, vemos que o com- 
primento efetivo para flambagem em torno de x-x é (KL), = 0,5(24 pés) = 
12 pés = 144 pol; já pela Figura 13.13c, para flambagem em torno do eixo y-y, 
(KL), = 0,7(24/2 pés) = 8,40 pés = 100,8 pol. Os momentos de inércia para 
um perfil W6 x 15 são obtidos na tabela do Apêndice B. Temos 1, = 29,1 pol? 
Ely =:9,32 polí, 

Aplicando a Equação 13.11, temos: 





EL P[29(10º) ksil29,1 pol? 

















Po = 401,7 ki 
(Pa) = (Ri (144 pol? e (1) 
EI 29(10º) ksi]9,32 pol 
(Pa) = = Todo) SADO om skip 
(KL); (100,8 pol) (2) 
Verifica-se por comparação que a flambagem ocorre em torno do eixo y-y. Hambagem do eixo x-x 
A área da seção transversal é 4,43 pol”, de modo que a tensão de com- (b) 


pressão média na coluna será: 


Pa 262,5 kip 
T A 443poê 





= 59,3 ksi 


Como essa tensão é inferior ao limite de escoamento, a flambagem 
ocorrerá antes que o material escoe. Portanto: 


Pa = 263 kip Resposta 





Nota: pela Equação 13.11, observa-se que a flambagem ocorrerá sempre 


em torno do eixo que tenha o maior índice de esbeltez, uma vez que um índice Flambagem do eixo y-y 
de esbeltez grande implica uma carga crítica pequena. Assim, usando os dados (c) 
de raio de giração da tabela do Apêndice B, temos: Figura 13.13 


KL 144 pol 
| => =562 
) 2,56 pol É 


(=) — 100,8 pol | 69.0 
y 1,46 pol 


Logo, ocorrerá flambagem do eixo y-y, a mesma conclusão a que se chegou 
pela comparação das equações 1 e 2. 


E 
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EXEMPLO 13.4 





A coluna de alumínio está engastada na parte inferior e presa no topo com 
cabos; assim, evita-se movimento ao longo do eixo x (Figura 13.144). Supondo 
que ela esteja engastada na base, determinar a maior carga admissível P que 
pode ser aplicada. Usar um fator de segurança de flambagem FS. = 3,0. Adotar 
Eu = 70 GPa, og = 215 MPa, A = 7,5(107°) m?, 1, = 61,3(1079) mí, I, = 
2320109) mí. 


SOLUÇÃO 


A flambagem em torno dos eixos x e y é mostrada nas figuras 13.14b e 
13.14c, respectivamente. Usando a Figura 13.12 para a flambagem do eixo x-x, 
K = 2, de modo que (KL), = 25 m) = 10 m. Além disso, para a flambagem 
do eixo y-y, K = 0,7, assim (KL), = 0,7(5 m) = 3,5 m. 

Aplicando a Equação 13.11, temos que as cargas críticas para cada caso 
são: 


PEL. 4 [70(10”) N/m?](61,3(1079) m^) 














(Pose = (KL (10 m)? 
= 424 kN 
TEI, am [70(10º) N/m?](23,2(1076) mî) 
(Pa) = TKL T G5 m? 
= 1,31 MN 


Por comparação, à medida que P aumentar, a coluna sofrerá flambagem 
em torno do eixo xx. A carga admissível é, portanto: 


pede sn Respost 
de= Ee CO - id 








Tr Como; 


Pr A424kN 
A 2500 mr 


Ca = = 56,5 MPa < 215 MPa 
a equação de Euler pode ser aplicada. 


= 10m 











Flambagem do eixo x-x 
6) Flambagem do eixo y-y 
Figura 13.14 ii 





Cap. 13 FLAMBAGEM DE COLUNAS 521 


E PROBLEMAS 


13.1. Determinar a carga crítica de flambagem para a 
coluna. Supõe-se que o material seja rígido. 








Problema 13.1 


13.2. A haste consite em uma barra de aço A-36. De- 
terminar seu menor diâmetro, com aproximação de 1; pol, 
que suportará a carga P = 5 kip sem sofrer flambagem. As 
extremidades são apoiadas por roletes, 


13.3. A haste consiste em uma barra de aço com 1 pol de 
diâmetro. Determinar a carga crítica de flambagem se as 
extremidades forem apoiadas por roletes. Eaço = 29(10º) ksi, 
op = 50 ksi. 


P = -y A F 


| 20 pol | 








Problemas 13.2/13.3 


*13.4. A coluna consiste de um elemento rígido preso por 
pino na parte inferior e acoplado a uma mola na parte 
superior. Supondo que a mola não esteja deformada quando 
a coluna está na posição vertical, determinar a carga crítica 
que pode ser aplicada sobre esta. 








Problema 13.4 


13.5. O clo de avião é feito de haste de aço A-36. Deter- 
minar o menor diâmetro da haste, com aproximação de $ 
pol, que suportará a carga de 4 kip sem sofrer flambagem. 
As extremidades estão presas por pino. 


4 kip 4 kip 


k— i8 pol ——H] 
Problema 13.5 


13.6. Uma coluna de aço A-36 tem comprimento de 4 m e 
está presa por pino em ambas as extremidades. Supondo que 
a seção transversal tenha as dimensões mostradas, determinar 
a carga crítica. 


13.7. Resolver o Problema 13.6 supondo que a coluna esteja 
engastada na parte inferior e presa por pino na superior. 








25 mm - | 25 mm 
10 mm 








Problemas 13,6/13.7 


*13.8. O perfil W8 x 67 é usado como coluna de aço 
estrutural A-36, que se supõe engastada na base e presa por 
pino no topo. Determinar a maior força axial P que pode ser 
aplicada sem provocar flambagem. 


13.9. Resolver o Problema 13.8 supondo que a coluna esteja 
engastada na parte inferior e livre na superior. 











Problemas 13.8/13.9 


13.10. Uma coluna de aço tem comprimento de 9 m e está 
engastada em ambas as extremidades, Supondo que a área 
da seção transversal tenha as dimensões mostradas, deter- 
minar a carga crítica. Esço = 200 GPa, og = 250 MPa. 
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13.11. Resolver o Problema 13.10 supondo que a coluna 
esteja presa por pino nas extremidades superior e inferior. 


+ 10 mm 
T 


150 mm 


H— 200 mm —+ 






10 mm —+| |— 


3 = 10mm 


F 
Problemas 13.10/13.11 


*13.12. Uma haste feita de poliuretano tem diagrama ten- 
são-deformação na compressão como mostrado. Supondo 
que ela esteja presa com pinos nas duas extremidades e tenha 
37 pol de comprimento, determinar seu menor diâmetro de 
modo que não falhe devido à flambagem elástica. 


13.13. Uma haste feita de poliuretano tem diagrama tensão- 
deformação na compressão como mostrado. Supondo que ela 
esteja presa com pinos no topo e engastada na base e tenha 
37 pol de comprimento, determinar seu menor diâmetro de 
modo que não falhe devido à flambagem elástica. 


o (ksi) 


€ (pol/pol 
0,003 (pol/pol) 


Problemas 13,12/13.13 


13.14. A coluna retangular de madeira com 10 pés de 
comprimento tem as dimensões mostradas. Determinar a 
carga crítica supondo que as extremidades estejam presas por 
pinos. Emad = 1,6(10º) ksi, ag = 5 ksi. 


13.15. A coluna com 10 pés de comprimento tem as 
dimensões mostradas. Determinar a carga crítica supondo 
que a extremidade inferior esteja engastada e a superior pre- 
sa por pino. Emad = 1,6(10°) ksi, or = 5 ksi. 








Problemas 13.14/13.15 


*13.16. O elo feito de aço ferramenta L-2 e usado em uma 
máquina de forja é acoplado aos garfos por pinos nas 
extremidades. Determinar a carga máxima P que ele pode 
suportar sem sofrer flambagem. Usar um fator de seguran- 
ça para flambagem de F.S. = 1,75. Observar, na figura da 
esquerda, que as extremidades estão presas por pino para 
flambagem e, na da direita, que as extremidades estão en- 
gastadas. 








Problema 13.16 


13.17. A coluna de aço estrutural construída com perfil 
W12 x 87 tem 12 pés de comprimento. Supondo que sua 
extremidade inferior esteja engastada, com seu topo livre, e 
esteja também sujeita a uma carga axial P = 380 kip, de- 
terminar o fator de segurança relativo à flambagem. 


13.18. A coluna de aço estrutural construída com perfil 
W12 x 87 tem 12 pés de comprimento. Supondo que sua 
extremidade inferior esteja engastada e seu topo livre, de- 
terminar a maior carga axial que ela pode suportar. Usar um 
fator de segurança em relação à flambagem de 1,75. 


P 


12 pés 





Problemas 13.17/13.18 


13.19. A alavanca é usada para operar uma prensa simples 
que comprime latas. Determinar a força máxima P que lhe 
pode ser aplicada de modo que a haste BC não sofra 
flambagem. A haste é feita de aço, tem 0,5 pol de diâmetro 
e está presa por pino nas extremidades. Faço = 29(10º) ksi, 
or = 36 ksi. 


*13.20. A alavanca é usada para operar uma prensa simples 
que comprime latas. Determinar o menor diâmetro da haste 
de aço BC, com aproximação de $ pol, que pode ser usado 
se a força máxima P aplicada à alavanca é P = 60 lb. A haste 
está presa por pino nas extremidades. Eaço = 29(10º) ksi, 
cg = 36 ksi. 








Problemas 13.19/13,20 


13.21. A coluna de tubo de aço A-36 com 12 pés de altura 
tem diâmetro externo de 3 pol e espessura de 0,25 pol. 
Determinar a carga crítica supondo que as extremidades 
estejam presas por pinos. 


13.22. A coluna de tubo de aço A-36 com 12 pés de altura 
tem diâmetro externo de 3 pol e espessura de 0,25 pol. 
Determinar a carga crítica supondo que a extremidade 
inferior esteja engastada e a superior seja presa por pino. 





Problemas 13.21/13.22 


13.23. O tubo de aço A-36 tem diâmetro externo de 2 pol 
e espessura de 0,5 pol. Supondo que seja mantido em posição 
por um tirante, determinar a força horizontal P que lhe pode 
ser aplicada sem provocar sua flambagem. Supor que suas 
extremidades estejam acopladas por pino. 


*13.24. O tubo de aço A-36 tem diâmetro externo de 2 pol 
e espessura de 0,5 pol. Supondo que seja mantido em posição 
por um tirante, determinar o diâmetro interno que precisa 
ter com aproximação de $ pol, a fim de suportar uma carga 
horizontal máxima P = 4 kip sem sofrer flambagem. Supor 
que suas extremidades estejam acopladas por pino. 
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-—s pés + 


Problemas 13,23/13.24 


13.25. A treliça é feita de barras de aço A-36, cada uma com 
seção transversal circular de 1,5 pol de diâmetro. Determinar 
a força máxima P que pode ser aplicada sem provocar 
flambagem em nenhum dos elementos (os quais estão 
acoplados por pinos nas extremidades). 


13.26. A treliça é feita de barras de aço A-36, cada uma 
com seção transversal circular. Supondo que a força aplicada 
seja P = 10 kip, determinar o diâmetro do elemento AB, 
com aproximação de $ pol, que o impedirá de sofrer 
flambagem. Todos os elementos estão apoiados por pinos 
nas extremidades. 





— 4 pés L 


Problemas 13.25/13.26 





4 pés A 


13.27. Supõe-se que os elementos da treliça são acoplados 
por pinos. Se o elemento GF é uma haste de aço A-36 com 
diâmetro de 2 pol, qual a maior intensidade da carga P que 
pode ser suportada pela treliça sem provocar flambagem 
nesse elemento? 








Probiema 13.27 


*13.28. Supõe-se que os elementos da treliça são acoplados 
por pinos. Se o elemento AG é uma haste de aço A-36 com 
diâmetro de 2 pol, qual a maior intensidade da carga P que 
pode ser suportada pela treliça sem provocar flambagem 
nesse elemento? 
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Problema 13.28 


13.29. Determinar a força máxima P que pode ser aplicada 
no cabo da alavanca de modo que a haste de controle BC feita 
de aço A-36 e com 25 mm de diâmetro não sofra flambagem. 





800 mm 
Problema 13.29 





13.30. O mecanismo articulado está composto por hastes de 
aço A-36, todas com seção transversal circular. Supondo que 
cada uma tenha diâmetro de 3 pol, determinar a maior carga 
que o mecanismo pode suportar sem que nenhuma haste sofra 
flambagem. Supor que as hastes estejam acopladas por pinos 
nas extremidades. 





Problema 13,30 


13.31. A barra de aço A-36 AB tem seção transversal qua- 
drada, Supondo que esteja acoplada por pino nas extre- 
midades, determinar a carga máxima admissível P que pode 
ser aplicada à estrutura. Usar um fator de segurança 2 em 
relação à flambagem. 





30º 





10 pés 





Problema 13.31 


*13.32. A haste de bronze C86100 com 50 mm de diâmetro 
está engastada em A, e entre sua extremidade B e a parede 
há uma folga de 2 mm. Determinar o aumento de tempe- 
ratura AT que provocará flambagem nessa haste. Supor que 
o contato em B atua como um pino. 








Problema 13,32 


13.33. Determinar se a estrutura pode suportar a carga 
w = 6 kN/m supondo que o fator de segurança em relação 
à flambagem do elemento AB seja 3. Supor, também, que AB 
seja feita de aço e esteja presa por pino nas extremidades, 
para o caso de flambagem em relação ao eixo x-x,e engastada 
nas extremidades para o caso de flambagem em relação ao 
eixo y-y. Eaço = 200 GPa, o; = 360 MPa. 








Problema 13,33 


13.34. A barra AB da estrutura é feita de aço A-36 e está 
acoplada por pino nas extremidades. Supondo P = 30 kip, 
determinar o fator de segurança em relação à flambagem em 
torno do eixo y—y devido à carga aplicada. 


13.35. A barra AB da estrutura é feita de aço A-36 e está 
acoplada por pino nas extremidades. Determinar a maior 


carga P que pode ser aplicada à estrutura sem provocar 
flambagem em torno do eixo y-y. 


y 4pol 


2 pol A 
p X 
T 





abata Eeen à 


Problemas 13.34/13.35 


*13.36. O piso é suportado pelas duas colunas quadradas de 
40 mm de lado. A coluna AB está presa por pino em 4 e 
engastada em B, enquanto CD está presa por pino em Ce D. 
Supondo que o piso esteja impedido de se movimentar para 
os lados, determinar a carga mais pesada que pode ser aplicada 
sobre ele sem provocar seu colapso. O centro de gravidade da 
carga está localizado em d = 2 m. Ambas as colunas são feitas 
de abeto Douglas. 


13.37. O piso é suportado pelas duas colunas quadradas de 
40 mm de lado. A coluna AB está presa por pino em A e 
engastada em B, enquanto CD está presa por pino em C e 
D. Supondo que o piso esteja impedido de se movimentar 
para os lados, determinar a posição d do centro de gravidade 
da carga e a maior grandeza da carga sem provocar colapso 
do piso. Ambas as colunas são feitas de abeto Douglas. 





Problemas 13,36/13.37 


13.38. A barra de aço AC da estrutura está acoplada por 
pino nas duas extremidades. Determinar o fator de segurança 
em relação à flambagem em torno do eixo y-y devido à carga 
aplicada P = 15 kN. Esço = 200GPa, or = 360 MPa. 


x 


100 mm 
z 1 
y. y 
T 


i 50 mm 








Problema 13.38 


13.39. A viga é suportada pelos três tirantes, todos com 
diâmetro de 0,5 pol e feitos de aço A-36. Determinar a maior 
carga uniforme w que pode ser aplicada à viga sem provocar 
flambagem em AB e CB. 





Problema 13.39 
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*13.40. Determinar a carga distribuída máxima que pode 
ser aplicada à viga de abas largas de modo que o tirante CD 
não sofra flambagem. O tirante é uma haste de aço A-36 com 
50 mm de diâmetro. 


LU, 


É 2 dE 


em 




















2m 





DA +. 


Problema 13.40 


4 


13.41. A coluna é apoiada em B por um apoio que não 
permite rotação, mas permite deflexão vertical. Determinar 
a carga crítica Pa. Considerar EI constante. 





cr 


Problema 13.41 


13.42. Consideremos uma coluna ideal como a da Figura 
13.12c, com ambas as extremidades engastadas. Mostrar que 
sua carga crítica é dada por Per = 47 EI/L?. Dica: devido à 
deflexão vertical no topo da coluna, desenvolve-se um mo- 
mento constante M' nos apoios. Mostrar que d°v/dx? + 
(P/ENpo = M'/EL A solução tem a forma v = G; sen (VP/EI x) 
+ CG cos( V P/EIx) + M'/P. 


13.43. Consideremos uma coluna ideal como a da Figura 
13.12d, com uma extremidade engastada e a outra presa por 
pino. Mostrar que sua carga crítica é dada por P,, = 20,19 
EI/L?. Dica: devido à deflexão vertical no topo da coluna, 
desenvolvem-se um momento constante M' no apoio 
engastado e forças horizontais de reação R' em ambos os 
apoios. Mostrar que d?v/dx” + (P/EN)v = (R'/EDXL — x). 
A solução tem a forma v = C, sen(V P/Elx) + C cos 
(V P/EIx) + (R'/PJ(L — x). Após a aplicação das condições 
de contorno, mostrar que tg(V P/EI L) = VP/EI L. Re- 
solver por tentativa e erro para a menor raiz. 


*13.44. A coluna ideal está sujeita à força F em seu ponto 
médio e à carga axial P. Determinar o deslocamento máximo 
e o momento máximo da coluna no centro do vão. Considerar 
EI constante, Dica: estabelecer a equação diferencial para a 
deflexão (Equação 13.1). A solução geral é v = A sen kx + 
B cos kx — cx/k, onde = F/2ELK = P/EI 
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máximo da coluna no centro do vão. Considerar E! constante. 
Dica: estabelecer a equação diferencial para a deflexão 
(Equação 13.1), com a origem no centro do vão. A solução 
geral é v = A sen kx + B cos kx + (w/2P)x? — (wL/2P)x — 
(wEI/P?), onde K = P/EI 








Problema 13,44 


13.45. A coluna ideal tem peso w (força /comprimento) e 
repousa na posição horizontal quando submetida à carga 








. . 20. » s z 
axial P. Determinar o deslocamento máximo e o momento Problema 13,45 


e a 





Podemos considerar estas colunas de 
madeira presas por pinos na extremi- 
dade inferior e engastadas nas vigas do 
topo. A deflexão das vigas provoca 
carregamento excêntrico nas colunas. 


*13.4 FÓRMULA DA SECANTE 


Para reduzir a fórmula de Euler, pressupôs-se que a carga P é aplicada 
sempre através do centróide da área da seção transversal e a coluna é per- 
feitamente reta. Essas condições são inteiramente irreais, uma vez que as colunas 
fabricadas nunca são perfeitamente retas nem a aplicação da carga é conhecida 
com grande precisão. Então, na realidade, as colunas não se flambam subitamente; 
ao contrário, começam a sofrer flambagem — ainda que sempre ligeira — 
imediatamente após a aplicação da carga. Como resultado, o critério real para 
aplicar a carga ficará restrito a uma deflexão especificada da coluna ou a um 
limite em que a tensão máxima na coluna não exceda a tensão admissível. 

A fim de estudar essa consegiiência, aplicaremos a carga P a uma distância 
excêntrica (e) pequena, a partir do centróide da seção transversal (Figura 
13.154). Esse carregamento da coluna é estaticamente equivalente à carga axial 
P e ao momento fletor M' = Pe mostrados na Figura 13.15b. Como se vê, em 
ambos os casos, as extremidades A e B são apoiadas de modo que ficam livres 
para girar (apoiadas por pino). Como antes, consideraremos apenas inclinações 
e deflexões pequenas e comportamento linear-elástico do material. Além disso, 
o plano x—v será um plano de simetria para a área da seção transversal. 

Pelo diagrama de corpo livre da seção arbitrária (Figura 13.15c), con- 
cluímos que o momento interno na coluna é: 


M = —P(e + v) (13.13) 


Figura 13.15 
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A equação diferencial da curva de deflexão é, portanto: 
— w 
El-5=-P(e+v) 


dx 
ou: 
DM a o 
dx EI EI 


Essa equação é semelhante à 13.7, e sua solução geral consiste em uma 
solução complementar e outra particular, ou seja: 


2 E E 
v = C sen ER” + C; cos EI” e (13.14) 


Para calcular as constantes, devemos aplicar as condições de contorno. Em 
x = 0, v = 0, de modo que C, = e Em x = L,v = 0,0 que leva a: 
_ e[l -cos(VP/EIL)] 
sen(V P/EI L) 





C 


Como 1 — cos (V P/EI L) = 2 sen(NV'P/EI L/2) e se(VP/EIL)=2 
sen(VP/EI L/2) cos( V P/EI L/2), temos: 


Assim, a curva de deflexão (Equação 13.14) pode ser escrita como: 
alva) sen (Vir) code) 

— | sen | |] + ==] — : 
[JE 2 sen Er ~) t Sy Er 1 (13.15) 


Deflexão Máxima. Devido à simetria do carregamento, tanto a deflexão 
máxima como a tensão máxima ocorrem no ponto médio da coluna. Portanto, 
quando x = L/2,v = Vmáx de modo que: 


y= g 








(13.16) 











Observe que, se e tende a zero, então Vmáx também tende a zero. En- 
tretanto, se os termos entre colchetes tendem ao infinito quando e tende a zero, 
então Vmax terá um valor não-nulo. Matematicamente, essa condição corres- 
ponde ao comportamento de uma coluna carregada axialmente no instante da 
falha quando submetida à carga crítica Po. Portanto, para se determinar Per é 
necessário que: 








PaL _ m 
EI2 2 
Pa = ret (13.17) 


resultado igual ao encontrado pela fórmula de Euler (Equação 13.5). 

Se a Equação 13.16 for montada como a carga P versus a deflexão Vmax 
para diversos valores da excentricidade e, obteremos a família de curvas 
coloridas mostrada na Figura 13.16. Nesse caso, a carga crítica torna-se uma 
assíntota das curvas e, naturalmente, representa o caso irreal de uma coluna 
ideal (e = 0). 
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e=0 Coluna ideal 
(deflexão pequena) 







Comportamento inelástico 


Op É atingido 





V máx 


Figura 13.16 


Como mencionamos antes, devido a imperfeições na coluna inicial e na 
aplicação da carga, e nunca é nulo; entretanto, como e — 0, as curvas tendem 
para o caso ideal. Além disso, as curvas são adequadas apenas para deflexões 
pequenas, visto que a curvatura foi aproximada por dºv /dx” quando a Equação 
13.16 foi desenvolvida. Se tivesse sido feita uma análise mais exata, todas as 
curvas tenderiam a curvar-se para cima, interceptando reta P = Po e depois 
subindo acima dela. Isso indica, naturalmente, que é necessária uma carga P 
maior para criar deflexões maiores da coluna. Não consideramos, no entanto, 
tal condição aqui, visto que a maioria dos projetos de engenharia restringe a 
deflexão das colunas a valores pequenos, 

Saliente-se, ainda, que as curvas sombreadas da Figura 13.16 aplicam-se 
somente a material de comportamento linear-elástico. Esse é o caso das colunas 
mais longas e esbeltas. Entretanto, no caso de uma coluna robusta curta ou de 
comprimento intermediário, a carga aplicada, à medida que aumenta, pode por 
fim provocar o escoamento do material e, então, a coluna começará a com- 
portar-se de maneira inelástica. Essa condição ocorre no ponto A da curva preta 
da Figura 13.16. Mesmo que a carga aumente ainda mais, a curva nunca atinge 
a carga crítica, e sim um valor máximo em B. Depois ocorre um decréscimo 
súbito na capacidade de carga à medida que a coluna continua a flambar-se 
com valores maiores. 

Finalmente, as curvas sombreadas da Figura 13.16 também ilustram que 
ocorre uma relação não-linear entre a carga P e a deflexão v. Como resultado, 
o princípio da superposição não pode ser usado para determinar a deflexão 
total provocada pela aplicação sucessiva de cargas à coluna. Ao contrário, as 
cargas devem ser somadas primeiro e depois a deflexão devida à resultante 
delas será determinada. Fisicamente, a razão pela qual cargas sucessivas e 
deflexões não podem ser superpostas é que o momento interno da coluna 
depende tanto da carga P como da deflexão v, isto é, M = — P(e + v) — Equação 
13.13, Em outras palavras, qualquer deflexão provocada por uma carga 
componente aumenta o momento. Esse comportamento difere do observado 
na flexão de vigas, em que a deflexão real provocada pela carga não aumenta 
o momento interno. 


A Fórmula da Secante. Podemos determinar a tensão máxima na coluna 
entendendo que ela é provocada tanto pela carga axial como pelo momento 
fletor (Figura 13.174). O momento fletor máximo ocorre no ponto médio da 
coluna e, de acordo com as equações 13.13 e 13.16, tem a intensidade: 


- Z PE 
M = |P(e + Vas) M = Pe sed E L) (13.18) 
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Como mostra a Figura 13.17b, a tensão máxima na coluna é de compressão 
P 
+ Mc, 


e tem valor de: 
Omáx = oma = E 4 PE sec JE L) 
max A J $ max A I EI 2 


Como o raio de giração é definido por 7? = I/A, a equação anterior é 
escrita sob a forma denominada fórmula da secante: 


P ec L JPN 
= + | 
Tmáx Eh 72 se| Z EA j | 


Omax = tensão elástica máxima na coluna, que ocorre no lado interno côncavo 
do ponto médio da coluna; essa tensão é de compressão 





(13.19) 


onde: 


P = carga vertical aplicada à coluna; P < Pç a menos que e = 0, então 
P = P, (Equação 13.5) 


e = excentricidade da carga P medida a partir do eixo neutro da área da 
seção transversal para a linha de ação de P 
c = distância do eixo neutro até a fibra externa da coluna em que ocorre 
a tensão de compressão máxima Onax 
A = área da seção transversal da coluna 
L = comprimento da coluna sem apoio no plano da flexão; para outros 
apoios que não pinos, deve ser usado o comprimento efetivo L. (Ver 
Figura 13.12) 
E = módulo de elasticidade do material 
r = raio de giração, r = VTA, onde | é calculado em torno do eixo neutro 


ou de flexão. 


Como a 13.16, a Equação 13.19 indica que há uma relação não-linear entre 
carga e tensão. Então, o princípio da superposição não se aplica e, portanto, 
as cargas têm de ser somadas antes que a tensão seja determinada. Além disso, 
devido à relação não-linear, qualquer fator de segurança usado para fins de 
projeto aplica-se à carga e não à tensão. 

Para qualquer valor dado de Gmax, podem ser construídos gráficos da 
Equação 13.19 como KL/r versus P/A para diversos valores da razão de ex- 
centricidade ec /r”. Na Figura 13.18 vemos um conjunto de gráficos específicos 
para um aço estrutural grau A-36, com ponto de escoamento omax = CE = 36 ksi 
e módulo de elasticidade Eco = 29(10º) ksi. Nesse caso, a abscissa e a ordenada 
representam o índice de esbeltez KL /r e a tensão média P/A, respectivamente. 
Observe que quando e > 0 ou quando ec/? — 0, a Equação 13.19 leva a máx = 
P/A, onde P é a carga crítica sobre a coluna, definida pela fórmula de Euler. 
Essas condições resultam na Equação 13.6, cujo gráfico foi montado na Figura 
13.8 e repetido na 13.18. Como as Equações 13.6 e 13.19 são válidas apenas 
para cargas elásticas, as tensões mostradas na Figura 13.18 não podem exceder 
cr = 36 ksi, representada aqui pela linha horizontal, 

As curvas na Figura 13.18 indicam que diferenças na razão de excen- 
tricidade têm efeito marcante na capacidade de carga das colunas com índice 
de esbeltez pequeno. Por outro lado, as colunas com razão esbeltez grande 
tendem a falhar na carga crítica ou próximo da carga crítica de Euler, 
independentemente da razão de excentricidade. Quando se usar a Equação 
13.19 para fins de projeto, é importante ter um valor um tanto preciso da razão 
de excentricidade para colunas curtas. 


Projeto. Uma vez determinada a razão de excentricidade, os dados da coluna 
são substituídos na Equação 13.19. Se for escolhido um valor Cmáx = dr, então 
a carga Pg será determinada por um procedimento de tentativa e erro, uma 


FLAMBAGEM DE COLUNAS 


529 








(a) 





axial 





Esforço 
de flexão 





Tensão 
resultante 


(b) 
Figura 13.17 


Fórmula de Euler 
“4 Equação 13.6 
=0 


2) 15 — 
10 | Z N 


KL 
200 + 





4 4 4 

50 100 150 
Aço estrutural A-36 

Eaço= 29 (10) ksi, og = 36 ksi 


Figura 13,18 


530 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


Pontos IMPORTANTES 


vez que a equação é transcendental e não pode ser resolvida explicitamen- 
te para Ps. Como auxílio de projeto, também são usados programas de 
computador ou gráficos, como os da Figura 13.18, para determinar Px dire- 
tamente. 

Entenda que Px é a carga que faz a coluna desenvolver uma tensão de 
compressão máxima o em suas fibras côncavas internas. Por sua aplicação 
excêntrica, Pp será sempre menor que a carga crítica Per, que é determinada 
pela fórmula de Euler, a qual supõe irrealisticamente que a coluna seja 
carregada axialmente. Uma vez obtida Px, pode-se aplicar um fator de 
segurança apropriado para especificar a carga de segurança da coluna. 


e Devido a imperfeições de fabricação ou na aplicação da carga, uma coluna nunca se dobra subitamente; em vez 


disso, começa a flambar-se. 


e A carga aplicada a uma coluna relaciona-se à sua deflexão de maneira não-linear e, desse modo, o princípio da 


superposição não se aplica. 


e As colunas carregadas excentricamente tendem a falhar na carga de flambagem de Euler, ou próximo dela, à 
medida que o índice de esbeltez aumenta. 


EXEMPLO 13.5 





Suponhamos que a coluna de aço mostrada na Figura 13.19 esteja acoplada 
por pinos no topo e na base. Determinar a carga excêntrica admissível P que 
lhe pode ser aplicada. Além disso, qual é a deflexão máxima da coluna devida 
a esse carregamento? Supor que a flambagem não ocorre em torno do eixo y 
devido ao reforço. Adotar Eaço = 29(10º) ksi, or = 36 ksi. 





Figura 13.19 
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SOLUÇÃO 


Calculando as propriedades geométricas necessárias, temos: 
rs + (2 pol)(6 pol)? = 36 polí 


A = (2 pol)(6 pol) = 12 pol? 


36 pol 
HS 5 = 1,732 pol 
12 pol 





xX 


e= 1 pol 


KL = 1(15 pés)(12 pol/pé) = 180 pol 





Como as curvas da Figura 13.18 foram estabelecidas para Eaço = 29(10°) 
ksi e or = 36 ksi, podemos usá-las para determinar o valor de P/A e assim 
evitar a solução por tentativa e erro da fórmula da secante. Nesse caso, KL/r, 
= 104. Usando a curva definida pela razão de excentricidade ec/ = 1 pol(3 A 
pol) /(1,732 pol)? = 1, obtemos: 


P epi — R 
N si 5 5 
E ce ig J Equação 13.6 
P = (12 ksi)(12 pol) = 144 kip Resposta | 19 N ezo 
i B N SY 
~EN 


Podemos verificar esse valor mostrando que ele satisfaz a fórmula da 
secante (Equação 13,19): 


= KL 
50 100 150 200 1 


Aço estrutural A-36 
AE | ec Nas [E (E) E aço= 29 (10 ksi, Og = 36 ksi 
Omáx 7 4 “DA. 
A P 2rN EA Figura 13.18 


de É 144 kip £ ET ( 180 pol 144 kip )| 
= 12 poÊ (1) see (3,732 pol) V 29010°ksi(12 po?) 


36 É 12[1 + sec(1,0570 rad)] 














36 É 12(1 + sec 60,56º) 
36 = 36,4 


A deflexão máxima ocorre no centro da coluna, onde om = 36 ksi. 
Aplicando a Equação 13.16, temos: 


cu (ES 


sa olses( J 144 kip 180 pet) | 
p 29(10) ksi(36 pol) 2 . 


= 1 pol[sec 1,057 rad — 1] 








= 1 polfscc 60,56º — 1] 


= 1,03 pol Resposta 
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EXEMPLO 13.6 


(b) Flambagem do eixo y-y 





(e) 
Flambagem do eixo xx 


Figura 13.20 











A coluna construída com perfil W8 x 40 de aço A-36 mostrada na Figura 
13.204 está engastada na base e reforçada no topo, de modo que se impeça 
seu deslocamento, mas ela fique livre para girar em torno do eixo y-y. Além 
disso, a coluna pode oscilar para o lado no plano y-z. Determinar a carga 
excêntrica máxima que ela suporta antes de começar a sofrer flambagem ou 
o aço escoar. 


SOLUÇÃO 


Pelas condições de apoio, vê-se que, em torno do eixo y-y, a coluna 
comporta-se como se estivesse acoplada por pino no topo, engastada na parte 
inferior e submetida a uma carga axial P (Figura 13.20b). Em torno do eixo 
x-x, ela está livre no topo, engastada na parte inferior e sujeita à carga axial P 
e ao momento M = P (9 pol) (Figura 13.20c). 


Flambagem do Eixo y-y. De acordo com a Figura 13.12d, o fator de com- 
primento efetivo é K, = 0,7, de modo que (KL), = 0,7(12) pés = 8,40 pés = 
100,8 pol, Usando a tabela do Apêndice B para determinar 7, da seção do perfil 
W8 x 40 e aplicando a Equação 13.11, temos: 


pn tm n EI,  m[29(10º) ksi](49,1 pol”) 
Pa)y = (KL (100,8 pol)? 





= 1.383 kip 


Escoamento do Eixo x-x, De acordo com a Figura 13.12b, K, = 2, de modo 
que (KL), = 2(12 pés) = 24 pés = 288 pol. Usando novamente a tabela do 
Apêndice B para determinar A = 11,7 poÊ,c = 8,25 pol/2 = 4,125 pole ry = 
3,53 pol e aplicando a fórmula da secante, temos: 


P, KDe |P 
o= Din + E soc (K1 A) 





ou 
421,2 = P [1 + 2,979 sec(0,0700VP9)] 


Resolvendo em P, por tentativa c erro, e observando que o argumento 
para sec é dado em radianos, obtemos: 


P, = 88,4 kip Resposta 


Como esse valor é menor que (Per), = 1.383 kip, a falha ocorrerá em torno 
do eixo xx. Além disso, o = 88,4 kip/11,7 pol = 7,56 ksi < og = 36 ksi. 





*13.5 FLAMBAGEM INELÁSTICA (PLÁSTICA) 


Na prática da engenharia, as colunas são classificadas de acordo com o tipo 
de esforço nelas desenvolvido no instante da falha. As colunas esbeltas longas 
tornam-se instáveis quando o esforço de compressão permanece elástico. A falha 
ocorrida denomina-se instabilidade elástica. As colunas intermediárias falham 
devido à instabilidade plástica, o que significa que o esforço de compressão no 
instante da falha é maior que o limite de porporcionalidade do material. E as 
colunas curtas, algumas vezes chamadas postes, não se tornam instáveis; ao 
contrário, o material simplesmente escoa ou se rompe. 
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A aplicação da equação de Euler requer que a tensão na coluna per- 
maneça abaixo do ponto de escoamento (na realidade do limite de propor- 
cionalidade) quando a coluna sofre flambagem; desse modo, a equação aplica- 
se apenas a colunas longas. Na prática, entretanto, a maioria das colunas é 
selecionada para ter comprimentos intermediários. O comportamento dessas 
colunas é estudado modificando-se a equação de Euler para que se aplique à 
flambagem plástica. Para mostrar como isso é feito, consideremos que o 
material tenha um diagrama tensão-deformação como o da Figura 13.214, 
Nesse caso, o limite de proporcionalidade é o e o módulo de elasticidade, ou 
inclinação da reta AB, é E. O gráfico da hipérbole de Euler (Figura 13.8) 
aparece na Figura 13.21b. A equação é válida para uma coluna que tenha razão 
de esbeltez tão pequena quanto (KL/r),p, visto que nesse ponto o esforço axial 
na coluna torna-se o = Op. 

Se a coluna tiver razão de esbeltez menor que (KL /r),p, sua tensão crítica 
deverá superar og. Como exemplo, suponhamos que uma coluna tenha razão 
de esbeltez (KL/r) < (KL/r)p, com tensão crítica correspondente op > ot 
necessária para provocar instabilidade. Quando a coluna estiver prestes a 
flambar, a mudança na deformação ocorrida nela estará dentro da pequena 
variação Ae, de modo que o módulo de elasticidade ou rigidez do material 
poderá ser considerado o módulo da tangente E,, definido como a inclinação 
do diagrama o—e no ponto D (Figura 13.214). Em outras palavras, no instante 
da falha, a coluna comporta-se como se feita de um material com rigidez menor 
que a dela quando está na região elástica, logo E, < E, 








(a) 
Figura 13,21 


Em geral, portanto, à medida que o índice de esbeltez decresce, a tensão 
crítica da coluna continua a aumentar e, de acordo com o diagrama o—e, o 
módulo da tangente do material decresce. Partindo dessa idéia, podemos 
modificar a equação de Euler para incluir os casos de flambagem plástica 
substituindo o módulo da tangente do material E, por E, de modo que: 


TE, 
(KLir)? 


Oer = 


(13.20) 


Esse é o chamado módulo da tangente ou equação de Engesser, proposta 
por F. Engesser em 1889. O gráfico dessa equação para colunas intermediárias 
e de comprimento curto, feitas de um material definido pelo diagrama o—e da 
Figura 13.21a, é mostrado na Figura 13.216. 

Nenhuma coluna real pode ser considerada nem perfeitamente reta nem 
carregada ao longo de seu eixo centróide, como se supõe aqui, e, portanto, na 
verdade é muito difícil desenvolver uma expressão que forneça uma análise 
completa desse fenômeno. Saliente-se, ainda, que outros métodos para des- 
crever a flambagem plástica de colunas já foram cogitados. Um deles foi 





A lança deste guindaste falhou por 
flambagem provocada por uma sobre- 
carga. Observar a região de colapso 
localizado. 
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desenvolvido pelo engenheiro aeronáutico F. R, Shanley e denomina-se teoria 
de Shanley de flambagem plástica. Embora descreva melhor o fenômeno que 
a teoria do módulo da tangente, explicada aqui, testes experimentais com um 
grande número de colunas, todas próximas da coluna ideal, mostraram que a 
Equação 13.20 prevê a tensão crítica da coluna com razoável precisão. Além 
disso, a abordagem do módulo da tangente para moldar o comportamento de 


colunas inelásticas é relativamente fácil de aplicar. 


Ga n2E, 





TO (KLIA? 


E TE 
(KLI)? 





Oor 











(7) i 
r Jip 


3) 
rA 

PORE Paa 
Inelástico Elástico 


Colunas de comprimento | Colunas longas 
curto e intermediário 





b) 
Figura 13.21 


EXEMPLO 13.7 














POER feita de um material que pode ser moldado pelo diagrama tensão-deformação 
da Figura 13.22. Supondo que seja usada como coluna apoiada por pino, de- 
terminar sua carga crítica. 

o SOLUÇÃO 
op = 150 O raio de giração é: = 
| ro Kras 
| r E ir) 7,5 mm 
e, portanto, o índice de esbeltez é: 
€ 
0,001 0,002 KL _ 1(600 mm) a 
Figura 13.22 r 7,5 mm 
Aplicando a Equação 13.20, temos: 
2 2 
E E, 
Ju = 5 = ms = L542(10 E, 


— (KLI? (807 





Uma haste maciça com 30 mm de diâmetro e 600 mm de comprimento é 


Admitiremos primeiro que a tensão crítica ocorre na região elástica do 


material. Pela Figura 13.22: 


— 150 MPa 


E = 0.001 = 150 GPa 


Assim, a Equação 1 torna-se: 
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Ter = 1,542(10 *)[150(10º)] MPa = 231,3 MPa 


Como os > o = 150 MPa, ocorre flambagem inelástica. 
Pelo segundo segmento de reta do diagrama o—e (Figura 13.22), temos: 


Ao 270 MPa — 150 MPa 





E, = = = 120 GPa 


Ae 0,002 — 0,001 


Aplicando a Equação 1, temos: 


Ter = 1,542(10 °*)[120(10°)] MPa = 185,1 MPa 


Como esse valor situa-se entre os limites de 150 MPa e 270 MPa, representa 


na verdade a tensão crítica. 
A carga crítica na haste é, portanto: 


Pa = OA = 185,1 MPa[7(0,015 m)?| = 131 KN 


Resposta 





Í PROBLEMAS 


13.46. A coluna de aço estrutural A-36 construída com perfil 
W10 x 12 é usada para suportar uma carga de 4 kip. Supondo 
que esteja engastada na base e livre no topo, determinar a 
deflexão no topo devida ao carregamento. 


13.47. A coluna de aço estrutural A-36, construída com 
perfil W10 x 12, é usada para suportar uma carga de 4 kip. 
Supondo que esteja engastada na base c livre no topo, 
determinar a tensão máxima nela desenvolvida em virtude 
do carregamento. 





Problemas 13.46/13.47 


*13.48. O elemento de aço estrutural A-36 construído com 
perfil W14 x 26 é usado como uma coluna de 20 pés de 
comprimento, que se supõe estar engastada no topo e na parte 
inferior. Se lhe for aplicada uma carga de 15 kip a uma 
distância excêntrica de 10 pol, qual será a tensão máxima nela 
desenvolvida? 


13.49. O elemento de aço estrutural A-36 construído com 
perfil W14 X 26 é usado como uma coluna que se supõe estar 
engastada no topo e acoplada por pino na parte inferior. Se 
lhe for aplicada uma carga de 15 kip a uma distância excên- 
trica de 10 pol, qual será a tensão máxima nela desenvolvida? 


H 
15 kip 


q” pol 





Problemas 13.48/13.49 


13.50. O elemento de aço estrutural A-36 construído com 
perfil W14 x 30 é usado como uma coluna de 20 pés acoplada 
por pino. Determinar a carga excêntrica máxima P que lhe 
pode ser aplicada de modo que ela não sofra flambagem nem 
escoe. Comparar esse valor com uma carga axial crítica P’ 
aplicada através do centróide da coluna. 


13.51. Resolver o Problema 13.50 supondo que a coluna 
esteja engastada nas duas extremidades. 


*13.52. Resolver o Problema 13.50 supondo que a coluna 
esteja engastada na parte inferior e livre no topo. 
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Problemas 13.50/13.51/13.52 


13.53. O tubo de cobre com diâmetro externo de 35 mm e 
espessura da parede de 7 mm está apoiado por pinos nas 
extremidades. Usando um fator de segurança em relação à 
flambagem e ao escoamento de ES, = 2,5, determinar a carga 
excêntrica admissível P. Eeu = 120 GPa, o; = 750 MPa. 


13.54. O tubo de cobre com diâmetro externo de 35 mm e 
espessura da parede de 7 mm está engastado nas extremi- 
dades. Usando um fator de segurança em relação à flam- 
bagem e ao escoamento de FS. = 2,5, determinar a carga 
excêntrica admissível P que ele pode suportar sem falhar. 
Ecu = 120 GPa, op = 750 MPa. 








Problemas 13,53/13,54 


13.55. A haste de latão está engastada em uma extremidade 
e livre na outra. Supondo que lhe seja aplicada a carga 
excêntrica P = 200 kN, determinar o maior comprimento 
admissível L que ela pode ter sem sofrer flambagem nem 
escoar. Ejuão = 101 GPa, oc; = 69 MPa. 


*13.56. A haste de latão está engastada em uma extremi- 
dade e livre na outra. Se seu comprimento é L = 2 m, qual 
a maior carga admissível P que lhe pode ser aplicada de modo 
que ela não sofra flambagem nem escoe? Determinar tam- 
bém a maior deflexão lateral da haste devida à carga. Emo = 
101 GPa, cg = 69 MPa. 





mm 


Problemas 13.55/13.56 


13.57. A coluna de aço estrutural A-36 construída com perfil 
W10 x 30 está presa por pino no topo e na parte inferior. 
Supondo que esteja submetida à carga excêntrica de 85 kip, 
determinar o fator de segurança em relação ao escoamento. 


13.58. A coluna de aço estrutural A-36 construída com perfil 
W10 x 30 está presa por pino no topo e livre na parte inferior. 
Supondo que esteja submetida à carga excêntrica de 85 kip, 
determinar se ela falhará por escoamento. A coluna é refor- 
çada para que não se flita em torno do eixo y-y. 





680 kip:pol 
l 
85 kip 
Problemas 43.57/13.58 
13.59. Determinar a carga P requerida para provocar a falha 
da coluna de aço estrutural A-36 construída com perfil 
W12 x 50 tanto por flambagem como por escoamento. A 


coluna está engastada na parte inferior, e os cabos no topo 
atuam como pino para prendê-la. 


*13.60. Resolver o Problema 13.59 supondo que a coluna 
seja de aço A-36 e construída com perfil W12 x 16. 








Problemas 13.59/13.60 


13.61. Uma coluna de aço estrutural A-36 construída com 
perfil W12 x 26 está engastada nas extremidades e tem 
comprimento L = 23 pés. Determinar a carga excêntrica 
máxima P que lhe pode ser aplicada de modo que ela não 
sofra flambagem nem escoe. 


13.62. Uma coluna de aço estrutural A-36 construída com 
perfil W14 x 30 está engastada nas extremidades e tem 
comprimento L = 20 pés. Determinar a carga excêntrica 
máxima P que lhe pode ser aplicada de modo que ela não 
sofra flambagem nem escoe. 


P 


6 pol 





P 
Problemas 13.61/13.62 


13.63. A coluna de alumínio tem a seção transversal mos- 
trada. Se está engastada na parte inferior e livre no topo, qual 
a força máxima P que pode ser aplicada em A sem provocar 
a flambagem ou o escoamento da coluna? Usar um fator de 
segurança 3 em relação à flambagem e ao escoamento. Ea; = 
70 GPa, og = 95 MPa. 


150 mm 


10 mm — 


80 mm A ade 
E: 10 mm 
80 mm | 








Problema 13,63 


*13,64. A coluna de aço suporta duas cargas excêntricas. 
Supondo que esteja presa por pino no topo, engastada na 
parte inferior e completamente reforçada contra flambagem 
em torno do eixo y-y, determinar sua deflexão máxima e 
a tensão máxima nela desenvolvida. Eco = 200 GPa, or = 
360 MPa. 


13.65. A coluna de aço suporta duas cargas excêntricas. 
Supondo que esteja engastada no topo e na parte inferior 
e completamente reforçada contra flambagem em torno 
do eixo y-y, determinar sua deflexão máxima da coluna 
e a tensão máxima nela desenvolvida. Esço = 200 GPa, 
cs = 360 MPa. 


130kN 50kN 







100 mm 
10 mm ~ |— 10 mm 
RT 
óm y— 100 mm — 7 
10 mm 


x 


Problemas 13.64/13.65 
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13.66. Uma coluna de comprimento intermediário sofre 
flambagem quando o esforço de compressão é de 40 ksi. 
Se a razão de esbeltez é 60, qual o módulo da tangente? 


13.67. O diagrama tensão-deformação de um material 
pode ser aproximado pelos dois segmentos de reta mos- 
trados. Supondo que uma barra com diâmetro de 60 mm e 
comprimento de 2 m seja feita desse material, determinar a 
carga crítica se ambas as extremidades estiverem presas por 
pino. Supor que a carga atue através do eixo da barra e usar 
a equação de Engesser. 


*13.68. O diagrama tensão-deformação de um material 
pode ser aproximado pelos dois segmentos de reta mos- 
trados. Supondo que uma barra com diâmetro de 60 mm e 
comprimento de 2 m seja feita desse material, determinar a 
carga crítica com a condição de que as extremidades estejam 
engastadas. Supor que a carga atue através do eixo da barra 
e usar a equação de Engesser. 


13.69. O diagrama tensão-deformação de um material pode 
ser aproximado pelos dois segmentos de reta mostrados. 
Supondo que uma barra com diâmetro de 60 mm e compri- 
mento de 2 m seja feita desse material, determinar a carga 
crítica com a condição de que uma das extremidades esteja 
livre e a outra engastada. Supor que a carga atue através do 
eixo da barra e usar a equação de Engesser. 


o(MPa) 








E e(mm/mm) 


0,001 0,007 


Problemas 13,67/13,08/13.69 


13.70. Construir a curva de flambagem, P/A versus L/r, para 
uma coluna com a seguinte curva tensão-deformação bilinear 
sob compressão. 


o(ksi) 


I8 


r 


e(pol/pol) 


0,002 0,005 


Problema 13,70 


i 
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Estas colunas de madeira sem reforço 
suportam a cobertura do prédio. 





*13.6 PROJETO DE COLUNAS PARA CARREGAMENTO 
CoONCÊNTRICO 


A teoria apresentada até agora aplica-se a colunas perfeitamente retas, 
feitas de material homogêneo e inicialmente livres de tensão. Na prática, como 
dissemos antes, as colunas não são perfeitamente retas e a maioria tem tensões 
residuais, sobretudo em virtude do resfriamento não-uniforme durante a fa- 
bricação. Além disso, seus apoios não são precisos e os pontos de aplicação e 
as direções das cargas não são conhecidos com certeza absoluta. A fim de 
compensar tais efeitos, que na realidade variam de coluna para coluna, muitas 
normas de projeto especificam o uso de fórmulas empíricas. Os resultados dos 
testes experimentais com um grande número de colunas axialmente carregadas 
são montados em um gráfico e, assim, desenvolve-se uma fórmula por meio do 
ajuste da curva média dos dados. 

Um exemplo de tais testes para colunas de aço com perfil de abas largas 
é mostrado na Figura 13.23. Observe a semelhança entre esses resultados e os 
da família de curvas determinadas pela fórmula da secante (Figura 13.18). Tal 
semelhança deve-se à influência da razão de excentricidade “acidental” na 
resistência da coluna. Como mencionamos na Seção 13.4, essa razão exerce 
mais efeito sobre a resistência das colunas curtas e de comprimento interme- 
diário que sobre a das longas. Os testes indicam que ec/r varia na faixa de 0,1 a 
0,6 na maioria das colunas carregadas axialmente. 

A fim de considerar o comportamento das colunas de comprimentos 
diferentes, os códigos de projeto geralmente especificam diversas fórmulas que 
se ajustam melhor aos dados da faixa de colunas curtas, intermediárias ou 
longas. Portanto, cada fórmula aplica-se apenas a uma faixa específica do índice 
de esbeltez e, desse modo, é importante que o engenheiro considere os limites 
KL /r para os quais uma fórmula em particular é válida. Exemplos de fórmulas 
de projeto para colunas de aço, alumínio e madeira em uso atualmente serão 
discutidos a seguir. O objetivo é dar alguma idéia de como as colunas são 
projetadas na prática. Entretanto, essas fórmulas não devem ser usadas para 
o projeto de colunas reais, a menos que se consulte o código dos quais elas 
foram retiradas. 


— Fórmula de Euler 


E PA 
s x “a Equação 13.6 

| 

| 

j] 


T : 
| 
| 








Coluna curta Coluna intermediária Coluna longa 


Figura 13.23 


Colunas de Aço. As colunas de aço estrutural atualmente são projetadas 
com base nas fórmulas propostas pelo Structural Stability Research Council — 
SSRC (Conselho de Pesquisa sobre Estabilidade Estrutural). Fatores de 
segurança foram aplicados a essas fórmulas e adotados como especificação para 
a construção de edifícios pelo American Institute of Steel Construction — AISC 
(Instituto Americano de Construções em Aço). Basicamente, essas especifi- 
cações fornecem duas fórmulas para projeto de coluna, e cada qual informa a 
tensão admissível máxima na coluna para uma faixa específica de índices de 
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esbeltez. No caso de colunas longas propõe-se a fórmula de Euler, ou seja, 
Omáx = n EMKLr). 

Para aplicar essa fórmula, deve-se usar um fator de segurança ES. = & 
1,92. Assim, no projeto: 


KL 
r 


Oadm — 


= 200 





< 


2m 
127º E (L) (1321) 


2KKLIr? r 


Como dissemos, essa equação aplica-se a índices de esbeltez entre 200 e 
(KL/r).. Obtém-se um valor específico de (KZ /r). fazendo com que a fórmula 
de Euler seja usada somente para material com comportamento elástico. Por 
meio de experimentos, descobriu-se que podem existir tensões residuais de 
compressão nas seções do aço laminado de até metade do limite de escoamento. 
Consegilentemente, se a tensão na fórmula de Euler for maior que 1 op, a 
equação não se aplicará. Portanto, o valor de (KL /r). é determinado como segue: 


1 TE 
ao 
2 E (KLJ) 


s- 


As colunas com índices de esbeltez menores que (KL /r). são projetadas 
a partir de uma fórmula empírica parabólica cuja forma é: 


(KLir)? 
Omáx = |1 


= pero oO: 
RD? | E 

Como para colunas mais longas o uso dessa fórmula não é tão seguro, 
nesse caso costuma-se dividi-la, por um fator de segurança, definido como 
segue: 


2m E 
SE 





(13.22) 


(ELI? 


5 0 3 (Kb) 
S(KLINÊ 


3 8 (KLIP). 





FS. = 


Vê-se aqui que F.S. = 3 ~ 1,67 em KL/r = 0 e aumenta para FS, = É = 
1,92 em (KL/r).. Então, para fins de projeto: 
(KLIrY 


|i F K h 
[(5/3) + [BI8KLIÐKLI Y] — (KLIPPIS(KLIN 2] 


(13.23) 
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As equações 13.21 e 13.23 estão representadas graficamente na Figura 13.24. 
Ao aplicar qualquer uma delas, podemos usar tanto unidades FPS como SI. 


Colunas de Alumínio. O projeto de colunas de alumínio é especificado pela 
Aluminum Association (Associação do Alumínio) por meio de três equações, 
cada qual aplicável a uma faixa específica de índices de esbeltez. Como existem 
diversos tipos de ligas de alumínio, há um único conjunto de fórmulas para 
cada tipo. Para uma liga comum (2014-T6) usada na construção de edifícios, as 
fórmulas são: 


KL 





Tam = 28ks  0< HE s12 (13.24) 
dia E [307 025(* L ] ksi 12< £L <55 (13.25) 
r 
54.000 ksi KL 
Cadm = KLI 55 S paa (13.26) 
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— Equação 13.23 


z Equação 13.21 
KL 
KL r 
Ke 


Figura 13.24 


Gaam SÌ) 


2 Pa Equação 13,24 





„~~ Equação 13.25 
TT n a S 
| “=.  — Equação 13,26 
KL 
oi 55 z 


Figura 13.25 
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Essas equações estão representadas graficamente na Figura 13.25. Como 
se vê, as duas primeiras formam linhas retas e são usadas para moldar os efeitos 
nas colunas das faixas curta e intermediária. A terceira fórmula tem a mesma 
forma da de Euler e aplica-se a colunas longas. 


Colunas de Madeira. As colunas de madeira usadas na construção são 
projetadas com base nas fórmulas publicadas pela National Forest Products 
Association — NFPA (Associação Nacional de Produtos Florestais) ou pelo 
American Institute of Timber Construction — ATTC (Instituto Norte-America- 
no de Construção de Madeira). Por exemplo: as fórmulas da NFPA para tensão 
admissível em colunas curta, intermediária e longa com seção transversal retan- 
gular de dimensões b e d, onde d é a menor dimensão da seção transversal, são: 














um (ks) 
Equação 13.27 o g KL 
19) r pesos Cadm = 1,20 ksi 0= d = 11 (13.27) 
= | KLid ij KL 
= = ksi 11 < —= = 26 13: 
| | — Equação 13.29 sa Lafi al 26,0 | i d ( 3 28) 
0216| — T o 
| KL 540 ksi KL 
, îi 26 50 d Cadm — (KLIA7 26 < Pa = 50 (13.29) 


Figura 13.26 $ : E us = deus E 
Aqui, a madeira tem módulo de elasticidade Emaa= 1,8(10º) ksi e tensão 


de compressão admissível de 1,2 ksi paralela ao grão. A Equação 13.29, em 
particular, consiste simplesmente na equação de Euler com um fator de se- 
gurança 3. As três equações estão representadas graficamente na Figura 13.26. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Análise da Coluna. 


e Ao usar qualquer fórmula para analisar uma coluna, isto é, para determinar sua carga admissível, primeiro é 
necessário calcular o índice de esbeltez a fim de descobrir qual fórmula de coluna se aplica. 


* Uma vez calculada a tensão admissível média, a carga admissível na coluna é determinada por P = FadmA. 


Projeto da Coluna. 


* Se for usada uma fórmula para projetar a coluna, ou seja, para determinar sua área da seção transversal para 
um carregamento e comprimento efetivo dados, geralmente deve seguir-se um procedimento de tentativa e 
erro, se a coluna tiver forma composta, tal como uma seção de abas largas. 


Uma das maneiras possíveis de aplicar um procedimento de tentativa e erro é supor que a área da seção trans- 
versal da coluna é A’ e calcular a tensão correspondente o” = P/A'. Usar também, junto com A', uma fórmula 
de projeto adequada para determinar a tensão admissível opam- A partir daí, calcular a área necessária da co- 
luna Anec = P/Oadm- 

Se A’ > Anec, O projeto é seguro, Ao realizar a comparação, é prático fazer com que A’ supere Anec por pouco, 
normalmente por 2% a 3%. Será necessário reprojetar se A' < Anec 

Quando o procedimento de tentativa c erro for repetido, a escolha da área é determinada pela área requerida 
calculada anteriormente. Na prática da engenharia, o uso de programas de computador ou tabelas e gráficos 
publicados simplifica esse método de projeto. 





Um elemento de aço A-36 construído com perfil W10 X 100 é usado como 
coluna apoiada por pino (Figura 13.27). Usando as fórmulas de projeto de coluna 
do AISC, determinar a maior carga que ele pode suportar com segurança. 
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Os seguintes dados para o perfil W10 x 100 foram tirados da tabela do 
Apêndice B. 


A=294po? r,=4,60pol r, = 2,65 pol 


Como K = 1 para ambos os eixos de flambagem x e y, o índice de esbeltez 
é maior se for usada r,. Assim: 


KL _ 1(16 pés)(12 polipé) 


r (2,65 pol) UR 


Pela Equação 13.22, temos: 








a º BrE 


F je OE 


_ [PRIU ksi] 
36 ksi 


= 126,1 


Figura 13.27 


Nesse caso, 0 < KL/r < (KL/r)e, de modo que a Equação 13.23 se aplica. 


| 1 — KUr? los 


XKL) 
((5/3) + [(/8(KLIMMKLM — [(KLIrPIS(KLIr A] 


Tadm 





[1 — (72,45}/2(126,1)?]36 ksi 
[(5/3) + [(3/8)(72,45/126,1)] — [(72,45)°/8(126,1)°]} 
= 16,17 ksi 








A carga admissível P na coluna é, portanto: 


e a gre P 
Cadm 7 A 16,17 kip/pol 29,4 poľ 


P = 476 kip Resposta 


541 


S 


A haste de aço da Figura 13.28 é usada para suportar uma carga axial de 
18 kip. Se Eso = 29(10°) ksi e ag = 50 ksi, determinar o menor diâmetro 


possível para a haste pela especificação do AISC. Ela está engastada em ambas 
as extremidades. 


d 


18 kip — 8 moea a. ai 
15 pés 


Figura 13.28 
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SOLUÇÃO 


Para uma seção transversal circular, o raio de giração torna-se: 


"x Es [02an e 
A Ayri 4 


Aplicando a Equação 13.22, temos: 
(x1) p [27E 27?[29(10°) ksi] _ 
= = - = 107,0 
r le Tg 50 ksi 


Como o raio de giração da haste é desconhecido, KL /r é desconhecido e, 
portanto, deve ser feita uma escolha como se as equações 13.22 ou 13.23 se 
aplicassem. Consideremos a Equação 13.21. Para uma coluna engastada nas 
extremidades K = 0,5, de modo que: 














raca 127 E 

adm 23(KLir)? 
18kip 127°[29(10°) kip/pol2] 
(U4)md?  23/0,5(15 pés)(12 pol/pé)/(d/4)FP 

22,92 

F 1,152d? 
d = 2,11 pol 
Usar: 
d=225 = 2 pol Resposta 


Neste projeto devemos verificar os limites do índice de esbeltez, isto é, 
KL  O5(15)(12) 

r (2,25/4) 
Como 107,0 < 160 < 200, o uso da Equação 13.21 é apropriado. 





= 160 





EXEMPLO 13.10 





Uma barra com comprimento de 30 pol é usada para suportar uma carga 
axial de compressão de 12 kip (Figura 13.29). Ela está apoiada por pino nas 
extremidades e é feita de liga de alumínio 2014-T6. Determinar as dimensões 
da área de sua seção transversal se sua largura for duas vezes sua espessura. 


SOLUÇÃO 


Como KL = 30 pol é o mesmo para os dois eixos de flambagem, xx e 
y-y, o maior índice de esbeltez é determinado usando-se o menor raio de 


giração, isto é, usando-se Lam = 1;: 


1 VGA VOO] po a 


Aqui devemos aplicar as equações 13.24, 13.25 ou 13.26. Como ainda não 
conhecemos o índice de esbeltez, começaremos usando a Equação 13.24. 











£ = 28 ksi 
12 kip ; 
= 28 k E 
12 kip 2b(b) DPE? 


Figura 13.29 b = 0,463 pol 
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Verificando o índice de esbeltez, temos: 


KL 1039 
——>———— = = 
E 0,463 224,5 > 12 
Tente a Equação 13.26, que é válida para KL/r = 55: 
P _ 54.000 ksi 
A (KLI 
12  _ 54.000 
2b(b) (103,9/b) 
b = 1,05 pol Resposta 
Pela Equação 1: 
KL 103,9 
— = = 993 > K 
5 1,05 993>55 O 


Observação: será satisfatório escolher a seção transversal com dimensões 
de 1 pol por 2 pol. 
e 


Uma tábua com seção transversal de 5,5 pol por 1,5 pol é usada para 
suportar uma carga axial de 5 kip (Figura 13.30). Supondo que esteja apoiada 
por pino nas extremidades superior e inferior, determinar seu maior com- 
primento possível L, conforme especificação da NFPA. 


5 kip 








5 kip 
Figura 13.30 
SOLUÇÃO 


Por inspeção, verifica-se que a tábua sofrerá flambagem em torno do eixo 
y. Nas equações da NFPA, d = 1,5 pol. Supondo que a Equação 13.29 se aplique, 


temos: 
P: = 540 ksi 
A (KLd) 
5 kip = 540ksi 





(5,5 pol)(1,5 pol) (1 Z/1,5 pol? 
L = 448 pol Resposta 
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Neste caso: 


KL _ 1(448pol) 
d 1,5 pol 





= 29,8 


Como 26 < KL/d = 50, a solução é válida. 





| PROBLEMAS 


13.71. Determinar o maior comprimento de uma coluna 
construída com perfil W10 x 12 de aço estrutural A-36 que 
esteja engastado e submetido a uma carga axial de 28 kip. 
Usar as equações AISC. 


*13.72. Determinar o maior comprimento de uma coluna 
construída com o perfil W8 x 31 de aço estrutural A-36 que 
esteja apoiado por pino e submetido a uma carga axial de 
130 kip. Usar as equações AISC. 


13.73. Usando as equações AISC, verificar se uma coluna 
construída com perfil W6 x 9, de aço estrutural A-36 e 10 
pés de comprimento, pode suportar uma carga axial de 40 
kip. As extremidades estão engastadas. 


13.74. Resolver o Problema 13.73 supondo que as extremi- 
dades estejam apoiadas por pino. 


13.75. Usando as equações AISC, escolher no Apêndice B 
a mais leve coluna de aço estrutural A-36 que tenha com- 
primento de 30 pés e suporte uma carga axial de 200 kip. As 
extremidades estão engastadas. 


*13.76. Usando as equações AISC, escolher no Apêndice B 
a mais leve coluna de aço estrutural A-36 de menor peso que 
tenha comprimento de 24 pés e suporte uma carga axial de 
100 kip. As extremidades estão engastadas. 


13.77. Determinar o maior comprimento de uma coluna 
construída com perfil W6 x 16, feita de aço estrutural A-36 
apoiada por pino e submetida a uma carga axial de 70 kip. 
Usar as equações AISC. 


13.78. Determinar o maior comprimento de uma coluna 
construída com perfil W8 X 48, feita de aço estrutural A-36 
apoiada por pino e submetida a uma carga axial de 55 kip. 
Usar as equações AISC. 


13.79. Usando as equações AISC, verificar se uma coluna 
com a seção transversal mostrada pode suportar uma força 
axial de 1,500 kN. Ela tem 4 m de comprimento, é feita de 
aço A-36 e suas extremidades estão presas por pino. 


—| --20 mm 


10 mm | 


Problema 13.79 








*13.80. Determinar o maior comprimento de uma coluna 
construída com perfil W8 x 31 de aço estrutural A-36 que 


tenha de suportar uma carga axial de 35 kip. As extremidades 
estão presas por pino. 


13.81. Usando as equações AISC, escolher no Apêndice B 
a mais leve coluna de aço estrutural A-36 que tenha com- 
primento de 20 pés e suporte uma carga axial de 40 kip. As 
extremidades estão presas por pino. 


13.82. Determinar o maior comprimento de uma coluna 
construída com perfil W10 x 19 de aço estrutural A-36 que 
tenha de suportar uma carga axial de 50 kip. As extremidades 
estão engastadas. 


713.83. Determinar o maior comprimento de uma coluna 
construída com perfil W10 x 45, feita de aço estrutural A-36, 
apoiada por pino e submetida a uma carga axial de 290 kip. 
Eaço = 29(10º) ksi, cg = 50 ksi. Usar as equações AISC. 


*13.84. O arranjo de viga e coluna é usado no pátio de uma 
ferrovia para carregar e descarregar vagões. Se a carga 
máxima prevista para o guindaste for 12 kip, determinar se 
uma coluna construída com perfil W8 X 31 de aço estrutu- 
ral A-36 é adequada para suportar a carga. O guindaste 
movimenta-se ao longo da aba inferior da viga, 1 pé = x = 
25 pés, e tem peso desprezível, Supor que a viga está acoplada 
por pino à coluna em B e apoiada por rolete em A. À coluna 
também está presa por pino em C e reforçada de modo que 
não sofra flambagem fora do plano do carregamento. 














Problema 13,84 


13.85. A haste de 1 pol de diâmetro é usada para suportar 
uma carga axial de 5 kip. Determinar o seu maior comprimento 


possível L se ela for feita de alumínio 2014-T6. Supor que as 
extremidades estejam acopladas por pino. 


13.86. A haste de 1 pol de diâmetro é usada para suportar 
uma carga axial de 5 kip. Determinar o seu maior com- 
primento possível L se ela for feita de alumínio 2014-T6. 
Supor que as extremidades estejam engastadas, 


5 kip 


5 kip 


Problemas 13.85/13.86 


13.87. A haste de 2 pol de diâmetro é usada para suportar 
uma carga axial de 8 kip. Determinar o seu maior com- 
primento possível L se cla for feita de alumínio 2014-T6. 
Supor que as extremidades estejam acopladas por pino. 


*13.88. A haste de 2 pol de diâmetro é usada para suportar 
uma carga axial de 8 kip. Determinar o seu maior com- 
primento possível L se ela for feita de alumínio 2014-T6. 
Supor que as extremidades estejam engastadas. 


Skip = Dt skp 


2 pol 


Problemas 13,87/13.88 
13.89, Uma haste de 5 pés de comprimento é usada em 
certa máquina para transmitir uma carga axial de com- 
pressão de 3 kip. Determinar seu diâmetro supondo que ela 
esteja acoplada por pinos nas extremidades e seja feita de 
uma liga de alumínio 2014-T6. 


13.90. Resolver o Problema 13.89 supondo que a haste 
esteja engastada nas extremidades. 


13.91. O tubo tem 0,25 pol de espessura, é feito de liga de 
alumínio 2014-T6 e está engastado na extremidade inferior 
e acoplado por pino no topo. Determinar a maior carga axial 
que ele pode suportar. 


*13.92. O tubo tem 0,25 pol de espessura, é feito de liga de 
alumínio 2014-T6 e está engastado nas duas extremidades. 
Determinar a maior carga axial que ele pode suportar. 


13.93. O tubo tem 0,25 pol de espessura, é feito de liga de 
alumínio 2014-T6 e está acoplado por pino nas duas ex- 
tremidades. Determinar a maior carga axial que ele pode 
suportar. 
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Problemas 13.91/13.92/13,93 


13.94. Uma haste de 6 pés de comprimento é usada em certa 
máquina para transmitir uma carga axial de compressão de 
3 kip. Determinar seu diâmetro supondo que ela esteja en- 
gastada em uma extremidade e acoplada por pino na outra. 
O material é a liga de alumínio 2014-T6. 


13.95. A coluna de madeira tem seção transversal quadrada 
e supõe-se que esteja acoplada por pino nas extremidades 
superior e inferior. Admitindo que ela suporte uma carga 
axial de 20 kip, determinar a dimensão de seus lados a com 
aproximação de 4 pol. Usar as fórmulas NFPA. 


*13,96. Resolver o Problema 13.95 supondo que a coluna 
esteja engastada nas extremidades superior e inferior. 





Problemas 13.95/13.96 


13.97. A coluna de madeira tem comprimento de 20 pés e 
está acoplada por pinos nas duas extremidades, Usar as fór- 
mulas NFPA para determinar a maior força axial que ela 
pode suportar. 


13.98. A coluna de madeira tem comprimento de 20 pés e 
está engastada nas duas extremidades. Usar as fórmulas NFPA 
para determinar a maior força axial que ela pode suportar. 


P 














P 
Problemas 13.97/13.98 
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13.99. A coluna é feita de madeira. Está engastada na extre- *13.100, A coluna é feita de madeira. Está engastada na 
midade inferior e livre no topo. Usar as fórmulas NFPA para extremidade inferior e livre no topo. Usar as fórmulas NFPA 
determinar seu maior comprimento possível para que suporte para determinar a maior carga axial admissível P que ela 


uma carga axial P = 6 kip. 


















































pode suportar sendo seu comprimento L = 6 pés. 


















































Problema 13,99 Problema 13.100 


aaa a a q 





(a) 





O, 


mår 


(b) 
Figura 13.31 


*13.7 PROJETO DE COLUNAS PARA CARREGAMENTO 
EXCÊNTRICO 


Ocasionalmente, as colunas têm de suportar cargas que atuam em sua 
borda ou em um suporte acoplado à sua lateral, como mostra a Figura 13.31a. 
Nesse caso o momento fletor M = Pe, provocado pela carga excêntrica, deve 
ser considerado quando tais colunas são projetadas. Há várias maneiras de fazer 
isso em engenharia. Discutiremos dois dos métodos mais comuns. 


Uso de Fórmulas Disponíveis para Colunas. A distribuição de tensão que 
atua sobre a área da seção transversal da coluna mostrada na Figura 13.31a é 
determinada tanto pela carga axial P como pelo momento fletor M = Pe. Em 
particular, a tensão de compressão máxima é: 


E Z + He (13.30) 

O perfil típico da distribuição de tensão aparece na Figura 13.31b. Se con- 
servadoramente supormos que toda a seção transversal está submetida à tensão 
uniforme omáx como determinado pela Equação 13.30, poderemos então com- 
parar Omáx COM Cagm, esta determinada pelas fórmulas dadas na Seção 13.6. 
Em geral, calcula-se Gaam Usando o maior índice de esbeltez para a coluna, 
independentemente do eixo em torno do qual ela sofre a flexão. Esse requisito 
normalmente é especificado nos códigos de projeto e, na maioria dos casos, 
leva a um projeto conservador. Se: 


Omáx É Cadm 


então a coluna pode suportar a carga especificada. Se a desigualdade não se 
verifica, a área da coluna A deve ser aumentada e devem ser calculados novos 
valores de Omáx € Cadm: Esse método de projeto é bastante simples de aplicar 
e funciona bem para colunas de comprimento curto e intermediário. 
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Fórmula da Interação. Ao projetar uma coluna com carga excêntrica é 
desejável saber como as cargas de flexão e axial interagem, a fim de obter um 
equilíbrio entre os dois efeitos. Para fazer isso, consideraremos as contribuições 
em separado feitas à área total da coluna pela força axial e pelo momento 
fletor. Se a tensão admissível para a carga axial for (Ta)adm, à área necessária 
para a coluna suportar a carga P será: 


P 


A, =—+— 
(Ta)adm 


De maneira semelhante, se o esforço de flexão admissível for (adm, 
então, como 7 = Ar, a área requerida para a coluna suportar o momento 
excêntrico será determinada pela fórmula da flexão, ou seja: 


= Me 


E ÃO DO E 
(O adml” 
A área total da coluna A necessária para resistir tanto à carga axial quanto 
ao momento fletor será, portanto: 


P Me 
As t Ar= } =A 
j (Ta)adm (Thadam 





ou: 








2 
PIA 4 MclAr = 
(Ta)aam (Opadm 
Ca + Sr 
(Caadm (Of)aam 





= 1 (13.31) 


Onde: 


Ca = tensão normal ou axial provocada pela força P e determinada 
por o; = P/A, onde À é a área da seção transversal da coluna 


o; = tensão de flexão provocada por uma carga excêntrica ou pelo 
momento fletor aplicado M; o, é determinada por o; = Mc/I, 
onde 7 é o momento de inércia da área da seção transversal 
calculado em torno do eixo de flexão ou neutro 


(Caaim = tensão normal admissível definida pelas fórmulas dadas na Seção 
13.6 ou por outras especificações do código de projeto; para esse 
propósito, usar sempre o maior índice de esbeltez para a coluna, 
independentemente do eixo em torno do qual ela sofre flexão 


(oaan = tensão de flexão admissível definida pelas especificações do 
código 

Em particular, se a coluna estiver submetida apenas a uma carga axial, 

a relação flexão-tensão da Equação 13.31 será nula e o projeto será baseado 
somente na tensão axial admissível. Do mesmo modo, quando a carga axial 
não estiver presente, a relação carga axial-tensão será nula e o requisito de 
tensão será baseado na tensão de flexão admissível. Portanto, cada relação 
de tensão indica a contribuição da carga axial ou do momento fletor. Visto 
que a Equação 13.31 mostra como as cargas interagem, às vezes é denomi- 
nada fórmula da interação. Nessa abordagem de projeto, segue-se um 
procedimento de tentativa e erro em que o projetista precisa escolher uma 
coluna disponível e verificar se a desigualdade é satisfeita. Em caso negativo, 
ele busca uma seção maior e repete o processo. Se o lado esquerdo tende a 
um valor menor que 1, é sinal de que o projetista fez uma escolha econômica. 
O método da interação é especificado com freqüência nos códigos para o 
projeto de elementos feitos de aço, alumínio ou madeira. Em particular, o AISC 





Exemplo típico de coluna que suporta 
a carga excêntrica de uma cobertura. 
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recomenda o uso dessa equação somente quando a relação carga axial-tensão 
Ca(Oo)adm = 0,15. Para outros valores dessa relação, é preferível usar uma 
forma modificada da Figura 13.31. 

Os exemplos a seguir ilustram os métodos anteriores para projeto e análise 
de colunas submetidas a carga excêntrica. 


EXEMPLO 13.12 





A coluna da Figura 13.32 é feita de liga de alumínio 2014-T6 e usada para 
suportar uma carga excêntrica P. Determinar a itensidade da carga P que pode 
ser suportada se a coluna estiver engastada na base e livre no topo. Usar a 
Equação 13.30. 








Figura 13.32 


SOLUÇÃO 
Pela Figura 13.12b, K = 2. O maior índice de esbeltez para a coluna é, 
portanto: 
KL 2(80 pol) 





=- = 277,1 


Fo V [(1/12X4 polX2 pol)*]/[(2 pol)4 pol] 


Por inspeção, verifica-se que deve ser usada a Equação 13.26 (277,1 > 55). 
Assim: 
— 54.000 ksi _ 54.000 ksi 


Cadm — KL = “CHA e 0,703 ksi 


A tensão de compressão máxima na coluna é determinada pela combi- 
nação da carga axial e da flexão. Temos: 
P (Pe 
Es e 
Omáx A I 
= P é P(1 pol(2 pol) 
2 pol(4 pol) (1/12)(2 pol(4 pol? 
= 0,3125P 
Supondo que essa tensão seja uniforme em toda a seção transversal, e não 
apenas no limite externo, requer-se que: 
Oadm = Cmáx; 0,703 = 0,3125P 
P = 2,25 kip Resposta 
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EXEMPLO 13.13 


A coluna construída com perfil W6 x 20 de aço A-36 mostrada na Figura p 
13.33 está acoplada por pino nas duas extremidades e sujeita à carga excêntrica 
P. Determinar o valor máximo admissível de P usando o método da interação 
e supondo que o esforço de flexão admissível seja (O Padm- 


SOLUÇÃO 


Nesse caso, K = 1. As propriedades geométricas necessárias para o perfil 
W6 x 20 são obtidas na tabela do Apêndice B. 





A = 5,87 pol I = 41,4 polí r, = 1,50 pol d = 6,20 pol 


Consideraremos r, porque ele levará ao maior valor do índice de esbeltez. 
1, também é necessário porque a flexão ocorre em torno do eixo x (c = 6,20 
pol/2 = 3,10 pol). Para determinar a tensão de compressão admissível, temos: 


KL _ 1(15 pés)(12 pol/pé) 

















E = 120 n 
r 1,50 pol VA | M = P(30 pol) 
Como: l 
i Figura 13.33 
(E) es qa [zew ksi] = 126.1 igura 
PA OE 36 ksi 


então KL/r < (KL /r). e, assim, deve ser usada a Equação 13.23. 


E [1 — (KLIPIUKLIN or 
Saam — e53) F [G/8BXKLINI(KLIr)] — (KLIrPIS(KLIAS] 





[1 — (120)?°/2(126,1)7]36 ksi 
{(5/3) + [(3/8)(120)/(126,1)] — [(120)°/8(126,1)°]} 





= 10,28 ksi 
Aplicando a Equação de interação 13.31, temos: 


Oa | Or. <1 
(Ta)adm (Tadam 





P/5.87 pol? P(30 pol)(3,10 pol)/(41,4 pol?) e 
10,28 ksi ` 22 ksi 


P = 8,43 kip Resposta 





Para comprovar a aplicação do método da interação à seção de aço, é 
preciso que: 


Ca (843 kip)/(5,87 pol) 
o 10,28 kip/pol? 


[e 


A coluna de madeira da Figura 13.34 está composta por duas tábuas 
pregadas, de modo que a seção transversal tem as dimensões mostradas. 
Supondo que esteja engastada na base e livre no topo, usar a Equação 13.30 
para determinar a carga excêntrica P que ela é capaz de suportar. 








= 0,140 < 0,15 OK 


550 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 








Figura 13.34 


SOLUÇÃO 


Pela Figura 13.12b, K = 2. Nesse caso temos de calcular KL /d para definir 
qual das equações de 13.27 a 13.29 deve ser usada. Como Cadm é determinado 
usando-se o maior índice de esbeltez, escolhemos d = 3 pol. Esse valor torna 
o índice o maior possível e, portanto, resulta na menor tensão axial admissível. 
Isso é feito apesar de a flexão devida a P ocorrer em torno do eixo x. Temos: 


KE  2(60 pol) 


d 3 pol 





A tensão axial admissível é determinada usando-se a Equação 13.29, uma 
vez que 26 < KL /d < 50. Portanto: 


o = S40 ksi _ 540 ksi 
adm (RE (40° 





= 0,3375 ksi 


Aplicando a Equação 13.30 com adm = Fmáx, temos: 


P Mc 
= — + piramis 
Oadm 4 I 
0,3375 ksi = E P(4 polj(3 pol) 





3 pol(6 pol) (1/12)3 pol(6 pol? 


P = 1,22 kip Resposta 





l PROBLEMAS 


13.101. A coluna de aço estrutural A-36 construída com nas extremidades, qual a força axial P que lhe pode ser 
perfil W8 X 15 está engastada nas extremidades superior e aplicada? A flexão se dá em torno do eixo x-x. Usar as 
inferior. Se ela suporta momento fletor de M = 5 kip - pés equações AISC da Seção 13.6 c a Equação 13.30. 








P 
Problema 13.101 


13.102. A coluna de aço estrutural A-36 construída com 
perfil W8 X 15 está engastada nas extremidades superior e 
inferior. Se ela suporta momento fletor nas extremidades de 
M = 23 kip - pés, qual a força axial P que lhe pode ser 
aplicada? A flexão se dá em torno do eixo x-x. Usar a fórmula 
da interação com (v)aam = 24 ksi. 








Problema 13,102 


13.103. A coluna de aço estrutural A-36 construída com 
perfil W12 x 22 está engastada na extremidade inferior e 
livre no topo. Determinar a maior carga excêntrica P que lhe 
pode ser aplicada usando a Equação 13.30 e as equações 
AISC da Seção 13.6. 


*13.104. A coluna de aço estrutural A-36 construída com 
perfil W10 x 15 está engastada na extremidade inferior e 
livre no topo. Determinar a maior carga excêntrica P que lhe 
pode ser aplicada usando a Equação 13.30 e as equações 
AISC da Seção 13.6. 


13.105. A coluna de aço estrutural A-36 construída com 
perfil W10 X 15 está engastada na extremidade inferior e 
livre no topo. Supondo que esteja sujeita a uma carga P = 2 
kip, determinar se é segura com base nas equações AISC da 
Seção 13.6 e na Equação 13.30. 


13.106. A coluna de aço estrutural A-36 construída com 
perfil W12 X 22 está engastada na extremidade inferior e 
livre no topo. Supondo que esteja sujeita a uma carga P = 4 
kip, determinar se é segura com base nas equações AISC da 
Seção 13.6 e na Equação 13.30, 
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Problemas 13.103/13.104/13.105/13,106 


13.107. Admite-se que a coluna de aço estrutural A-36 
construída com perfil W8 x 15 esteja acoplada por pinos nas 
extremidades superior e inferior. Determinar a maior carga 
excêntrica P que lhe pode ser aplicada usando a Equação 
13.30 e as equações AISC da Seção 13.6. 


*13.108. Resolver o Problema 13.107 supondo que a coluna 
esteja engastada nas extremidades superior e inferior. 


13.109. Resolver o Problema 13.107 supondo que a coluna 
esteja engastada na base e acoplada por pino no topo. 








Problemas 13.107/13.108/13.109 


13.110. Uma coluna com 20 pés de comprimento é feita de 
liga de alumínio 2014-T6. Supondo que esteja acoplada por 
pinos nas extremidades superior e inferior e lhe seja aplicada 
uma carga de compressão P no ponto A, determinar a 
intensidade máxima admissível de P usando as equações da 
Seção 13.6 e a Equação 13,30. 





Problema 13.110 
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13.111. Uma coluna com 20 pés de comprimento é feita de 
liga de alumínio 2014-T6. Supondo que esteja acoplada por 
pinos nas extremidades superior e inferior e lhe seja aplicada 
uma carga de compressão P no ponto 4, determinar a inten- 
sidade máxima admissível de P usando as equações da Seção 
13.6 e a fórmula da interação com (o Jaam = 20 ksi. 





Problema 13.111 


*13.112. A coluna de aço estrutural A-36 construída com 
perfil W14 x 43 está engastada na extremidade inferior e 
livre no topo. Determinar a maior carga excêntrica P que lhe 
pode ser aplicada usando a Equação 13.30 e as equações 
AISC da Seção 13.6. 


13.113. A coluna de aço estrutural A-36 construída com 
perfil W14 x 45 está engastada na extremidade inferior e 
livre no topo. Supondo que seja submetida a uma carga P = 
2 kip, determinar se é segura com base nas equações AISC 
da Seção 13.6 e na Equação 13.30. 





Problemas 13.112/13.113 


13.114. Verificar se a coluna de madeira é adequada para 
suportar a carga excêntrica P = 800 lb aplicada no seu topo. 
Ela está engastada na base e livre no topo. Usar as equações 
NFPA da Seção 13.6 e a Equação 13.30. 


6 pol 





13.115. Determinar a carga excêntrica máxima admissível 
P que pode ser aplicada à coluna de madeira, que se encontra 
engastada na base e livre no topo. Usar as equações NFPA 
da Seção 13.6 e a Equação 13.30. 





Problema 13,115 


13.116. Verificar se a coluna de madeira é adequada para 
suportar a carga excêntrica P = 600 Ib aplicada no seu topo. 
Ela está engastada na base e livre no topo. Usar as equações 
NFPA da Seção 13.6 e a Equação 13.30. 





Problema 13.116 


13.117. Determinar a carga excêntrica máxima admissível P 
que pode ser aplicada à coluna de madeira. Ela está engastada 
na base e livre no topo. Usar as equações NFPA da Seção 
13.6 e a Equação 13.30. 





Problema 13.114 Problema 13.117 | 
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E PROBLEMAS DE REVISÃO j 


13.118. O elemento tem seção transversal simétrica. Se 
estiver acoplado por pinos nas duas extremidades, qual a 
maior força que poderá suportar? A coluna é feita de liga de 
alumínio 2014-T6. 





Problema 13.118 


13.119. A coluna de madeira tem 4 m de comprimento e 
precisa suportar a carga axial de 25 kN. Supondo que a seção 
transversal seja quadrada, determinar a dimensão a de cada 
lado usando um fator de segurança contra flambagem ES. = 
2,5. Supor, também, que a coluna esteja acoplada por pino 
no topo e na base. Usar a equação de Euler. Eaa = 11 GPa, 
cr = 10 MPa. 


*13.120. A coluna de madeira tem 4 m de comprimento e 
precisa suportar a carga axial de 25 kN. Supondo que sua 
seção transversal seja quadrada, determinar a dimensão a de 
cada lado usando um fator de segurança contra flambagem 
FS. = 1,5. Supor, também, que a coluna esteja engastada no 
topo e na base, Usar a equação de Euler. E, = 11 GPa 
os = 10 MPa. 


> 


25 kN 





Problemas 13.119/13,120 


13.121. Supor que a coluna seja acoplada por pino no topo 
e na base e completamente reforçada contra flambagem em 
torno do eixo y-y. Se ela é submetida a uma carga axial de 
200 kN, qual o momento fletor máximo que pode ser aplicado 
em suas extremidades sem provocar escoamento, E = 200 
GPa? o; = 250 MPa. 


200 kN 


120 mm 


15 mm o s la -15 mm 
x 


150 mm — y 


8m 


j— 


15 mm 
x 








Problema 13.121 


13,122. Supor que a coluna esteja engastada no topo e na 
base e reforçada contra flambagem em torno do eixo y-y. Se 
estiver submetida a uma carga axial de 200 kN, qual o 
momento fletor máximo que pode ser aplicado em suas 
extremidades sem provocar escoamento? Eaço = 200 GPa, 
o = 250 MPa. 


200 kN 
ly 
e 


20 mm 


15 mm | 15 mm 
x 


150 mm — y 


8m 


i 


15 mm 
X 





Problema 13.122 


13.123. A barra de aço AB tem seção transversal retangular. 
Se estiver acoplada por pinos nas duas extremidades, qual a 
intensidade máxima admissível w de carga distribuída que 
pode ser aplicada a BC sem provocar flambagem da barra 
AB? Usar o fator de segurança em relação à flambagem FS. 
= 1,5. Eaço = 200 GPa, op = 360 MPa. 


*13.124. A barra de aço AB tem seção transversal retan- 
gular. Supondo que esteja acoplada por pinos nas duas extre- 
midades, determinar se o elemento AB sofrerá flambagem se 
for aplicada a carga distribuída w = 2 kN /m. Usar o fator de 
segurança em relação à flambagem FS, = 1,5. Eaço = 200 
GPa, og = 360 MPa. 
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Problemas 13.123/13.124 


13.125. Usar as equações AISC para verificar se a coluna 
de aço A-36, construída com perfil W6 x 15, pode suportar 
a carga axial de 16 kip. Ela se encontra engastada na base e 
livre no topo. 


13.126. Usar as equações AISC para verificar se a coluna 
de aço A-36, construída com perfil W12 x 45, pode suportar 
a carga axial de 16 kip. Ela se encontra engastada na base e 
livre no topo. 


16 kip 








Problemas 13.125/13.126 


13.127. O tubo de aço está engastado nas duas extremi- 
dades, tem comprimento de 4 m e diâmetro externo de 50 mm. 
Determinar sua espessura de modo que possa suportar uma 
carga axial P = 100 kN sem sofrer flambagem. Eaço = 200 
GPa, o; = 250 MPa. 


EN 
3 


P 
Problema 13.127 


*13.128. A carga distribuída é suportada por duas colunas 
acopladas por pinos, ambas com seção transversal circular 
maciça. Se AB é feita de alumínio e CD de aço, qual diâmetro 
cada coluna deve ter para que ambas estejam prestes a sofrer 
flambagem ao mesmo tempo? Eaço = 200 GPa, Ea = 70 GPa, 
(Gi)aço = 250 MPA, (orar = 100 MPa. 


18 kN/m 






0,75 m 


Problema 13.128 
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4 Méropos DE ENERGIA 





OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Mostraremos agora como aplicar métodos de ener- 
gia para resolver problemas que envolvam deflexão. O 
capítulo inicia-se com uma discussão sobre trabalho e 
energia de deformação; em seguida, desenvolvemos o 
princípio de conservação de energia. Usando esse prin- 
cípio, determinamos a tensão e a deflexão do elemento 
quando este é submetido a impacto. O método do tra- 
balho virtual e o teorema de Castigliano são então de- 
senvolvidos e, por fim, usados para determinar o des- 
locamento e a inclinação em pontos dos elementos 
estruturais e partes mecânicas. 


14.1 TRABALHO EXTERNO E ENERGIA 
DE DEFORMAÇÃO 


Antes de desenvolver qualquer um dos métodos 
de energia que serão usados ao longo deste capítulo, 
vamos primeiro definir o trabalho provocado por uma 
força externa e por um conjugado e, além disso, mostrar 
como expressar o trabalho em termos da energia de j 
deformação do corpo. As fórmulas apresentadas aqui e À medida que as estacas são cravadas, suas extremidades sofrem 
na próxima seção fornecerão a base para aplicar os cargas de impacto. É preciso compreender a natureza do impacto 


métodos de trabalho e energia que se seguem ao longo e a energia produzida, a fim de determinar a tensão desenvolvida 
do capítulo em cada estaca. (Cortesia da Manitowoc Engineering Company.) 





Trabalho de uma Força. Na mecânica, uma força realiza trabalho quando 
sofre um deslocamento dx na mesma direção dela. O trabalho realizado é um 
escalar definido como dU, = F dx. Se o deslocamento total é x, o trabalho 
torna-se: 


U, = [ F dx (14.1) 
0 


Para explicar como se usa essa equação, vamos calcular o trabalho 
realizado por uma força axial aplicada na extremidade da barra mostrada na 
Figura 14.14. Como a grandeza de F aumenta gradualmente de zero até algum Tä 
valor limite F = P, o deslocamento final da extremidade da barra torna-se A. 
Se o material comportar-se de maneira linear-clástica, a força será diretamente P 
proporcional ao deslocamento; ou seja, F = (P/A)x. Substituindo na Equação (a) 
14.1 e integrando de 0 a A, obtemos: Figura 14.1 
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a 


P 





} 


A A 

©) 
Figura 14.1 
0 


r 


= M 


Figura 14.2 





Figura 14.3 


u= JPA (142) 


Portanto, como a força é aplicada à barra gradualmente, sua intensidade 
aumenta de zero a algum valor P e, conseqüentemente, o trabalho realizado é 
igual à intensidade média da força, P /2, multiplicado pelo deslocamento total 
A. Podemos representar essa condição graficamente como a área do triângulo 
com o sombreamento mais claro da Figura 14.1c. 

Suponhamos, entretanto, que P já esteja aplicada à barra e que outra força 
P' seja também aplicada, de modo que a extremidade da barra desloque-se 
uma quantidade adicional A' (Figura 14.15). O trabalho realizado por P (não 
P” quando a barra sofre o deslocamento adicional A’ é, então: 


UL = PN (14.3) 


Aqui o trabalho representa a área retangular sombreada da Figura 14.1c. 
Nesse caso, P não muda sua intensidade, uma vez que o deslocamento A' é 
provocado somente por P’. Portanto, o trabalho aqui é simplesmente a 
intensidade da força P multiplicada pelo deslocamento A’. 

Em resumo, quando se aplica uma força P à barra e em seguida uma força 
P’, o trabalho total realizado por ambas as forças é representado pela área de 
todo o triângulo da Figura 14.1c. A área triangular com o sombreamento mais 
claro representa o trabalho de P, provocado por seu deslocamento À. A área 
triangular com o sombreamento mais escuro representa o trabalho de P’, uma 
vez que essa força desloca-se A"; finalmente, a área retangular sombreada 
representa o trabalho adicional realizado por P quando P desloca-se A’, em 
virtude de P”. 


Trabalho de um Momento (Conjugado). Um momento (conjugado) M 
realiza trabalho quando sofre um deslocamento de rotação d8 ao longo de sua 
linha de ação. O trabalho realizado é definido como dU, = M de (Figura 14.2). 
Se o ângulo total de deslocamento é 9 radianos, o trabalho torna-se: 


8 
Ue = [ M de (14.4) 
o 


Como no caso da força, se o momento (conjugado) for aplicado a um corpo 
feito de material com comportamento linear-elástico, tal que sua intensidade 
aumente gradualmente de zero em 9 = 0 para M em 9, o trabalho será: 


U.==M6 (14.5) 


Entretanto, se o momento (conjugado) já estiver aplicado ao corpo e ou- 
tras cargas girarem esse corpo uma quantidade adicional 6', então o trabalho será: 


U: = Me 


Energia de Deformação. Quando aplicadas a um corpo, as cargas deformam 
o material. Desde que não haja perda de energia sob a forma de calor, o 
trabalho externo por elas realizado será convertido em trabalho interno 
denominado energia de deformação. Essa energia, sempre positiva, armazena- 
se no corpo e é provocada pela ação da tensão normal ou da de cisalhamento. 


Tensão Normal. Se o elemento de volume mostrado na Figura 14.3 for 
submetido à tensão normal g, a força criada nas faces superior e inferior será 
dF, = o, dA = o, dx dy. Se essa força for aplicada gradualmente ao elemen- 
to, como a força P já discutida, sua intensidade aumentará de zero até dF,, 
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enquanto o elemento sofrerá um deslocamento dA, = e, dz. O trabalho 
realizado por dF, será, portanto, dU; = >dF, da, = io, dx dyle, dz. Como o 
volume do elemento é dV = dx dy dz, temos: 


dU,= Fore dV (14.6) 
Observar que U; é sempre positivo, mesmo que q, seja de compressão, uma 
vez que o, € e, sempre atuam na mesma direção. 
Em geral, então, se o corpo estiver submetido apenas a uma tensão normal 
o uniaxial, atuando em uma direção específica, a energia de deformação nele 
armazenada será, portanto: 


U;= l Rd (14.7) 


Além disso, se o material comporta-se de maneira linear-elástica, a lei de 
Hooke, o = Ee, aplica-se e podemos, portanto, expressar a energia de defor- 
mação em termos da tensão normal, assim: 





o? 
U; = [ SUA (14.8) 
v 





Tensão de Cisalhamento. Uma expressão deformação-energia semelhante 
à tensão normal também pode ser estabelecida para o material quando ele está 
submetido a tensão de cisalhamento. Consideremos o elemento de volume 
mostrado na Figura 14.4, Nesse caso, a tensão de cisalhamento provoca de- 
formação no elemento tal que somente a força de cisalhamento dF = (dx dy), 
que atua sobre a face superior, desloca-se y dz em relação à face inferior. As 
faces verticais apenas giram e, portanto, as forças de cisalhamento nelas 
desenvolvidas não realizam trabalho. Dessa maneira, a energia de deformação 
armazenada no elemento é: 


dU; = alr(dr dy)ly dz 
ou: 


dU, = = Ty dV (14.9) 
onde dV = dx dy dz é o volume do elemento. 
Integrando em todo o volume do corpo para obter a energia de deformação 
nele armazenada, temos: 


gal N (14.10) 
Jv 


Como no caso da tensão normal, a energia de deformação por cisa- 
lhamento é sempre positiva, uma vez que re y estão sempre na mesma direção. 
Se o material é linear-elástico, então, aplicando a lei de Hooke, y = T/G, po- 
demos expressar a energia de deformação em termos da tensão de cisa- 
lhamento, assim: 





2G 





T? 
gE [Gar (14.11) 
V 





Na próxima seção usaremos as equações 14.8 e 14.11 para obter expressões 
formais da energia de deformação armazenada em elementos sujeitos a vários 
tipos de carga. Uma vez feito isso, poderemos desenvolver os métodos de energia 
necessários para determinar o deslocamento e a inclinação em pontos do corpo. 
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Figura 14.4 
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(a) (b) 
Figura 14.5 


Tensão Multiaxial. Podemos ampliar os desenvolvimentos anteriores para 
determinar a energia de deformação em um corpo quando ele está sujeito a 
um estado geral de tensão (Figura 14.54). As energias de deformação asso- 
ciadas a cada componente das tensões normal e de cisalhamento são obtidas 
pelas equações 14.6 e 14.9. Como a energia é um escalar, a energia de defor- 
mação total no corpo é: 


U, = | [5 OyEx + = 06 + 1 OzEz 
1 1 1 
+ 3 Tay + 7 Deh + 7 Tez dV (14.12) 


As deformações podem ser eliminadas usando-se a fórmula generalizada 
da lei de Hooke, dada pelas equações 10.18 e 10.19. Depois de substituir e 
combinar os termos, temos: 





U; = | + (02 + 0 + 07) E (040, + 0,0; + 0,07) 


+ 55 (12 + 12 + zô] av (1413) 
Se apenas as tensões principais atuam sobre o elemento (Figura 14.5b), 
essa equação reduz-se a uma forma mais simples, ou seja: 





U, = Iê | (o? +t o F o?) PAT z (no + 0203 F 0) dV (14.14) 


Lembre-se de que usamos essa equação na Seção 10.7 para desenvolver a 
teoria da distorção máxima de energia. 


14.2 ENERGIA DE DEFORMAÇÃO ELÁSTICA PARA 
Vários TIPOS DE CARGA 


Usando as equações desenvolvidas na seção anterior, vamos deduzir a 
fórmula da energia de deformação armazenada em um elemento quando ele 
está submetido a carga axial, momento fletor, cisalhamento transversal e 
momento de torção. Serão dados exemplos para mostrar como calcular a 
energia de deformação nos elementos submetidos a esses carregamentos. 
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Carga Axial. Consideremos uma barra de seção transversal variável, leve- 
mente cônica, submetida a uma carga axial que coincide com seu cixo central 
(Figura 14.6). A força axial interna em uma seção localizada a uma distância x 
de qualquer das duas extremidades é N. Se a área da seção transversal nessa 
seção for A, a tensão normal na seção será o = N/A. Aplicando a Equação 
14.8, temos: 
er [o o N? 
a E 25 E dna” 





Se escolhermos um elemento ou uma lâmina infinitesimal com volume 
dV = A dx, concluiremos que a fórmula geral da energia de deformação na 


barra é: 
L Nº 
U; —) [ E 
| 2AE dx | (14.15) 


Para o caso mais comum — barra prismática com área da seção transversal 
A, comprimento L e carga axial constante N (Figura 14.7) — a Equação 14.15, 
depois de integrada, resulta em: 














Vê-se, por essa equação, que a energia de deformação elástica aumentará 
se o comprimento da barra aumentar ou se o módulo de elasticidade ou a área 
da seção transversal diminuir. Por exemplo, uma haste de alumínio [Ea = 
10(10°) ksi] armazena aproximadamente três vezes a energia de uma haste de 
aço [Eaço = 29(10º) ksi] de mesmo tamanho e submetida à mesma carga. Por 
outro lado, dobrar a área da seção transversal de dada haste diminuirá sua 
capacidade de armazenar energia pela metade. O exemplo a seguir ilustra 
numericamente essa questão. 


(1416) 
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Figura 14.6 





Figura 14.7 


Um dos dois parafusos de alta resistência A e B mostrados na Figura 14.8 
deve ser selecionado para suportar uma carga de tração súbita. Para fazer a 
escolha, é necessário determinar a maior quantidade de energia de deformação 
elástica que cada parafuso pode absorver. O parafuso A tem diâmetro de 0,875 
pol por 2 pol de comprimento e diâmetro da rosca (menor diâmetro) de 0,731 pol 
em 0,25 pol da região rosqueada. O parafuso B tem rosca reforçada, de forma 
que o diâmetro em todo o comprimento de 2,25 pol é considerado como sendo 
de 0,731 pol. Em ambos os casos, desprezar o material extra das roscas. Adotar 
Eaço = 29(10º) ksi e op = 44 ksi. 






2 pol 


a 


0,25 pol 





HA 
0,731 pol 
Figura 14.8 
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SOLUÇÃO 


Parafuso A. Se o parafuso estiver sujeito à sua tração máxima, a tensão 
máxima cx = 44 ksi ocorrerá na região de 0,25 pol. Essa força de tração é: 


2 
Puss = TrA = 44 sil z( rr a ) | = 18,47 kip 


Aplicando a Equação 14.16 a cada região do parafuso, temos: 
N?L 
US D DAF 


o (18,47 kip)*(2 pol) (18,47 kip)?(0,25 pol) 
— 2[7(0,875 pol/2)][29(10º) ksi] 2[7(0,731 pol/2)]29(10º) ksi 








0,0231 pol - kip Resposta 


Parafuso B. Nesse caso, supõe-se que o parafuso tenha diâmetro uniforme 
de 0,731 pol ao longo do comprimento de 2,25 pol. Além disso, pelo cálculo 
anterior, ele suporta uma força de tração máxima Pmáx = 18,47 kip. Assim: 


SNE (18,47 kip} (2,25 pol) 
2AE — 2[7(0,731 pol/2)°][29(10°) ksi] 





U; = 0,0315 pol - kip Resposta 


Verifica-se, por comparação, que o parafuso B absorve 36% mais energia 
elástica que o 4, apesar de ter uma seção transversal menor ao longo do corpo. 





Momento Fletor. Como o momento fletor aplicado a um elemento prismá- 
tico reto desenvolve tensão normal nele, podemos usar a Equação 14.8 para 
determinar a energia de deformação armazenada nesse elemento em virtude 
da flexão. Como exemplo, consideremos a viga simétrica em relação aos eixos 
mostrada na Figura 14.9. Aqui o momento interno é M, e a tensão normal que 
atua sobre o elemento arbitrário a uma distância y do eixo neutro é o = My/1. 
Se o volume do elemento for dV = dA dx, onde dA é a área da face exposta 
e dx é seu comprimento, a energia de deformação elástica na viga será: 


o? Í (to 
v= hop O | er An 


E M? 
iel EFP [yada dx 


Compreendendo que toda a área representa o momento de inércia da viga 
em torno do eixo neutro, o resultado final pode ser escrito como: 





ou: 





(14.17) 





Portanto, para calcular a energia de deformação, devemos primeiro 
expressar o momento interno como função de sua posição x ao longo da viga 
e depois integrar em todo o comprimento da viga! Os exemplos a seguir 
ilustram esse procedimento. 


! Lembrar que a fórmula da flexão, como usada aqui, também aplica-se, com precisão justificável, 
para determinar a tensão em vigas levemente cônicas (ver a Seção 6.4). Então, de modo peral, 1 
na Equação 14.17 também pode ser expresso em função de x. 
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Figura 14.9 





EXEMPLO 14.2 


Determinar a energia de deformação elástica devida à flexão da viga em 
balanço, supondo que ela seja submetida à carga uniforme distribuída w (Figura 
14.108). Considerar Ef constante. 





w 











(a) 
Figura 14.10 











SOLUÇÃO 
Determina-se momento interno na viga definindo a coordenada x com 
origem no lado esquerdo, lado este representado na Figura 14.10b. Temos: wx 
(Men = 0; M+ m(ž) =0 -3 + 
BE DE 
xX I 
M= (5) | | M 
|i +] v 
Aplicando a Equação 14.17, temos: 
L g2 E 219912 2 pE b 
u=) Me = | Intima wo (a (b) 
o 2EI o 2EI BEI Jo 
ou: 
275 
i= A Resposta 
Podemos também obter a energia de deformação usando uma coordenada 
x que se origine no lado direito da viga e prolongue-se como positiva para a ne 
esquerda (Figura 14.10c). Nesse caso: H- 3 
do EEE cas 
I EMen = 0; -M — na(ž) + wL(x) — we 0 zY i i "L wI2 
2 2 ul fi E == 2 
vi E + 
M= aa + wLx — w D 


Aplicando a Equação 14.17, obtemos um resultado igual ao anterior. 


OIS 


562 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


EXEMPLO 14.3 





Determinar a energia de deformação por flexão na região AB da viga 
mostrada na Figura 14.11a. Considerar EI constante. 


ão a 











(b) 
Figura 14.11 


SOLUÇÃO 


Um diagrama de corpo livre da viga é mostrado na Figura 14.11h. Para 
obter a resposta, expressamos o momento interno em termos de qualquer uma 
das três coordenadas x e depois aplicamos a Equação 14.17. Cada uma dessas 
soluções será considerada agora. 


0 =x =L, Pelo diagrama de corpo livre da seção na Figura 14.11c, temos: 








t EMen = 0; Mı + Px =0 
M, = — Px 
m] M, y- [ Max f (CPx } dx, 
1 hn ITJ O2EI do 2H 
FPI’ 
P = 
SEI Resposta 
(O) E 
v% | 
M3 {= = — 
[x2 E 


(d) 


0=x<=L. Pelo diagrama de corpo livre da seção na Figura 14.11d, temos: 





WzMens 0; —M, + 2P(x5) — P(x2 + L) =0 
M,=P(x,—L) 
U = Í Mds T [Px — LDP dx, 
i 2EI o 2EI 
PL 


= Resposta 


Cap. 14 








|- 3 
(e) 
Figura 14.11 
L =x, =2L. Pelo diagrama de corpo livre da seção na Figura 14.11e, temos: 
VF EMen = 0; —M3 + 2P(xs — L) — P(x) = 0 
M3 = P(xs = 2L) 
T li M dx r [P(xs — 2L)P dxs 
i 2EI 1 2EI 
PL? 


= SEI Resposta 





Este exemplo e o anterior indicam que a energia de deformação da viga 
pode ser calculada por meio de qualquer coordenada x adequada. É necessário 
apenas integrar em toda a faixa da coordenada na qual se quer determinar a 
energia. Nesse caso, a escolha de x, oferece a solução mais simples. 
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Cisalhamento Transversal. A energia de deformação devida à tensão de 
cisalhamento em um clemento da viga pode ser determinada por meio da Equa- 
ção 14.11. Aqui suporemos que a viga é prismática e tem um eixo de simetria 
em torno do eixo y como o da Figura 14.12. Se o cisalhamento interno na seção 
x é V, a tensão de cisalhamento que atua sobre o clemento de volume do 
material, com comprimento dx e área dA, é r = VQ /It. Substituindo na Equação 
14.11, vemos que a energia de deformação por cisalhamento torna-se: 


Í | (ey 
=| Lav=| =- 
a | 26 do MR) Ad 


i L y2 2 
u= | 2GP (f 9, dA) dx 


A integral entre parênteses é calculada na área da seção transversal da 
viga. Para simplificar essa expressão, definiremos o fator de forma para cisalha- 
mento como: 





-Af OE 
ha i z dA (14.18) 


Substituindo na equação anterior, obtemos: 





(14.19) 





U, = f fV? dx 
o 2GA 








O fator de forma definido pela Equação 14.18 consiste em um núme- 
ro adimensional único para cada área de seção transversal específica. Por 


Figura 14.12 
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exemplo: se a viga tiver seção transversal retangular de largura b e altura A 
(Figura 14.13), então: 


pes] t=b 
A=bh 











hos : N 
do] ICE = bh? 
Ti ; 
= = + Z =j 
h Ro b 2 JM Ya 
2 
i ; Substituindo esses termos na Equação 14.18, obtemos: 
s q 
Figura 14.13 bh i% b2 ( nº di 6 
= Ei bdy= 7 14.20 
fe EF Joan 47 Na VA GFA 


O fator de forma para outras seções é determinado de maneira similar. 
Uma vez obtido, esse valor é substituído na Equação 14.19 e a energia de 
deformação por cisalhamento transversal é então calculada. 


EXEMPLO 14.4 





Determinar a energia de deformação na viga em balanço em virtude do 
cisalhamento, supondo que a viga tenha seção transversal quadrada e esteja 
submetida a uma carga uniformemente distribuída w (Figura 14.144). Consi- 
derar EI e G constantes. 














(b) 
Figura 14.14 


SOLUÇÃO 

Pelo diagrama de corpo livre de uma seção arbitrária (Figura 14.14b), 
temos: 
+Î EF, = 0; -V-wx=0 


V = -wx 


Como a seção transversal é quadrada, o fator de forma é f, = é (Equação 
14.20) e, portanto, a Equação 14.19 torna-se: 
L $( wx) ds 2 pL 


(U). = | 2GA 


es, RA 
$ SGA O É 





ou: wL? 
5GA 





(U): = Resposta 


Usando os resultados do Exemplo 14.2, com A = a°, I = a4, temos que 
a relação cisalhamento-energia de deformação por flexão é: 


(Ud. WLG? 2 Bi E 





(U) wiL'MOE(Gho) 3\L/ G 
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Como G = E/2(1 + v) e v = 4 (Seção 10.6), então, como limite superior, 
E = 3G, de modo que: 


q) 


Observa-se que a relação aumenta à medida que L decresce. Entretanto, 
mesmo para vigas muito curtas, onde, digamos, L = 5a, a contribuição devida à 
energia de deformação por cisalhamento representa somente 8% da energia de 
deformação por flexão. Por essa razão, a energia de deformação por cisalhamento 
armazenada nas vigas geralmente é desprezada nas análises de engenharia. 





Momento de Torção. Para determinar a energia de deformação interna em 
um eixo ou tubo circular provocada por um momento de torção, devemos 
aplicar a Equação 14.11. Consideremos o eixo levemente cônico da Figura 
14.15. Uma seção extraída dele a uma distância x da extremidade está sujeita 
ao torque interno T. A distribuição da tensão de cisalhamento que provoca 
esse torque varia linearmente a partir do centro do eixo. Em um elemento 


Z 


arbitrário de comprimento dx e área dA, a tensão é T= Tp/J. A energia de De 
deformação armazenada no eixo é, então: z Ma . 
NA 





Tê f 1 (7 mn 
= — = AE dAd per 
v= h ag =) 2017) 44 dx ; 
L 2 a DR 
= =l] Pas) dx T ` 
o 2GP \Ja 


Vigura 14.45 


Como a área total representa o momento de inércia polar J do eixo na 
seção, o resultado final é escrito como: 





L T? | 
U, = dx 
E pe id 


(14.21) 











O mais comum é o eixo (ou tubo) ter área da seção transversal constante 
(Figura 14.16). Nesse caso, a integração da Equação 14.21 resulta em: 


(1422) 





Por essa equação podemos concluir que, como ocorre com elementos 
submetidos a carga axial, a capacidade de absorção de energia de um eixo sub- 
metido a carga de torção decresce quando seu diâmetro aumenta, uma vez que 
este aumenta J. 

Se a seção transversal do eixo tem outra forma que não circular ou tubular, 
a Equação 14.22 deve ser modificada. Por exemplo: se sua seção for retangular, Figura 14.16 
com dimensões h > b, então, usando uma análise matemática baseada na teoria 
da elasticidade, pode-se mostrar que a energia de deformação no eixo é de- 
terminada por: 








TL 
an ena 2 
U; 2Cb'hG qua 
onde: 
C= [6 333621 b* ] (14.24) 
16 13 “A 124º ; 


O exemplo a seguir ilustra como determinar a energia de deformação 
devida à carga de torção em um eixo. 
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EXEMPLO 14.5 





O eixo tubular da Figura 14.17a está engastado na parede e sujeito a dois 
torques como mostrado. Determinar a energia de deformação nele armazenada 
em virtude do carregamento. Adote G = 75 GPa. 


55 Nm 






A j N 
300 mm 
< 


T=40Nm 
40 Nm 


A 





Y 


Figura 14.17 
SOLUÇÃO 


De acordo com o método das seções, primeiro se determina o torque interno 
nas duas regiões do eixo em que ele é constante (Figura 14.17b). Apesar de os 
torques (40 N : m e 15 N:m) terem direções opostas, essa condição não cria 
qualquer consegiiência na determinação da energia de deformação, visto que o 
torque é elevado ao quadrado na Equação 14.22. Em outras palavras, a energia 
de deformação será sempre positiva. O momento de inércia polar do eixo é: 


J = T1(0,08 m)* — (0,065 m)*] = 36,30(1075) m‘ 


Aplicando a Equação 14.22, temos: 


E (40 N : m)*(0,750 m) f (15 N - m)*(0,300 m) 
2[75(10°) N/m?]36,30(1079) mê  2[75(10°) N/m?]36,30(107®) mî 





= 233 ul Resposta 





PONTOS IMPORTANTES 


e Uma força realiza trabalho quando se move por meio de um deslocamento. Se a força aumenta gradualmente 
em intensidade de zero até F, o trabalho é U = (F/2)A; se ela permanece constante quando o deslocamento 
ocorre, então U = FA. 

e Um momento (conjugado) realiza trabalho quando se move por meio de uma rotação. 

e A energia de deformação é provocada pelo trabalho interno das tensões normal e de cisalhamento. É sempre 
uma quantidade positiva. 

e A energia de deformação pode ser relacionada aos carregamentos internos resultantes N, V, M e T. 

e À medida que a viga torna-se mais longa, a energia de deformação devida à flexão torna-se muito maior que a 
energia de deformação devida ao cisalhamento. Por essa razão, a energia de deformação por cisalhamento das 
vigas geralmente é desprezada. 


PROBLEMAS 
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14.1. Um material está submetido a um estado plano de 
tensões geral. Expressar a densidade da energia de defor- 
mação em termos das constantes elásticas E, Ge v e dos 
componentes de tensão Ox, Oy € Tyy. 


Oy 


o, 


Problema 14.1 


14.2. A densidade da energia de deformação deve ser a 
mesma quer o estado de tensão seja representado por Oy, Cy 
€ To quer pelas tensões principais o, e o». Deduzir as 
expressões da energia de deformação para cada um desses 
dois casos e mostrar que G = E/[2(1 + v)]. 


14.3. Se o, e o, forem aplicados a um elemento, para qual 
relação de o, para o, a energia de deformação será mínima? 


*14.4. Determinar a energia de deformação por torção no 
eixo de aço A-36 e raio de 30 mm. 


4 kN-m “q 
3kNm GP 0,5 ze 
F ral 
0,5 E 


Problema 14.4 


14.5. Determinar a energia de deformação por flexão na 
viga de aço estrutural A-36 construída com perfil W10 x 12, 
Obter a resposta usando as coordenadas (a) x, e x4 e (b) x2 
C xa. 


6 kip 











Pesa 
E a — -a3 
6 pés 


L 12 pés 
Problema 14.5 


14.6. Determinar a energia de deformação por flexão na viga 
devida ao carregamento mostrado. Considerar EZ constante. 


Mo 
B 
L | T | 


E 
+ 7 





Problema 14.6 


14.7. Determinar a energia de deformação por flexão na 
viga devida ao carregamento mostrado. Considerar ET cons- 
tante. 











r L | 


Problema 14.7 


*14.8. Determinar a energia de deformação por flexão na 
viga em balanço em virtude da carga uniforme w. Resolver 
o problema de duas maneiras. (a) Aplicar a Equação 14.7. 
(b) A carga w dx que atua sobre o segmento dx da viga des- 
loca-se uma distância y, onde y = w(—x! + 4L°x — 3L)/ 
(24E1), a equação da linha elástica. Portanto, a energia de 
deformação interna no elemento infinitesimal dx da viga é 
igual ao trabalho externo, ou seja, dU, = i(w dx(—)). 
Integrar essa equação para obter a energia de deformação 
total na viga. Considerar EF constante. 














Problema 14,8 


14.9. Determinar a energia de deformação por flexão na 
viga simplesmente apoiada, em virtude da carga uniforme w. 
Resolver o problema de duas maneiras. (a) Aplicar a Equa- 
ção 14.7. (b) A carga w dx que atua sobre o segmento dx da 
viga desloca-se uma distância y, onde y = w(—x* + 219º — 
Lx) /(24E1N), a equação da linha elástica. Portanto, a energia 
de deformação interna no elemento infinitesimal dx da viga 
é igual ao trabalho externo, ou seja, dU; = i(w dx (—y). 
Integrar essa equação para obter a energia de deformação 
total na viga. Considerar EI constante. 


w dx 











- | L dx 
L 


Problema 14.9 


mamaa 


14.10. Determinar a energia de deformação por flexão na 
viga. Considerar ET constante. 





"o 








Problema 14.10 
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14.11. Determinar a energia de deformação total, axial e por 
flexão na viga de aço 4-36. A = 2.300 mm, 7 = 9,5(109) mm‘. 2 KN/m 





1,5 kN/m 








15 kN 








Problema 14.14 


Problema 14.11 14.15. Determinar a energia de deformação total, axial e 
*14.12. A viga possui seção variável ao longo de sua largura. por flexão, na viga de aço estrutural A-36 construída com 
Supondo que lhe seja aplicada a força P em uma extremi- perfil W8 X 58. 
dade, determinar a energia de deformação nela armazenada 
e comparar o resultado com o de uma viga que tenha seção 5kip 
transversal retangular constante, de largura b e altura h. 





| 10 pés I 10 pés -| 3kip 


Problema 14.15 





*14.16. Determinar a energia de deformação por flexão na 
viga e a energia de deformação axial em cada um dos dois 
postes. Todos os elementos são feitos de alumínio e têm se- 
Problema 14.12 ção transversal quadrada de 50 mm por 50 mm. Supor que 
os postes suportam apenas uma carga axial. Ea, = 70 GPa. 





14.13. O parafuso tem diâmetro de 10 mm, enquanto o elo 
AB tem seção transversal retangular de 12 mm de largura 8 kN/m 
por 7 mm de espessura. Determinar a energia de deformação 
no elo devida à flexão e no parafuso devida à força axial. O 
parafuso está apertado de modo que sofre uma tensão de 500 
N. Ambos os elementos são feitos de aço A-36. Desprezar o ii 


furo do elo. 
1,5m 


F 3m d 
Problema 14.16 





14.17. Determinar a energia de deformação por flexão na 
viga devida à carga distribuída. Considerar EI constante. 








Problema 14.13 Problema 14.17 


14.14. A viga de aço apóia-se em duas molas, cada uma com 14.18. A barra de aço A-36 consiste em dois segmentos, um 
rigidez k = 8 MN/m. Determinar a energia de deformação de seção transversal circular de raio r e outro de seção trans- 
em cada mola e na viga. Eaço = 200 GPa, I = 5(10º) mm”. versal quadrada. Supondo que esteja sujeita à carga axial P, 
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determinar a dimensão a do segmento quadrado, de modo 14.19. Consideremos o tubo de paredes finas da Figura 5.30. 
que a energia de deformação nele armazenada seja a mesma Usar a fórmula da tensão de cisalhamento, rmea = T/2A,, 
do segmento circular. (Equação 5.18), e a equação geral da energia de deformação 
por cisalhamento (Equação 14.11), para mostrar que a torção 
do tubo é dada pela Equação 5.20. Dica: equacionar o traba- 
lho realizado pelo torque T para a energia de deformação no 
tubo, determinada integrando-se à energia de deformação 
armazenada em um elemento infinitesimal (Figura 14.4), 
sobre todo o volume do material. 





Problema 14.38 


E pa aaa ai 


14.3 Conservação DE ENERGIA 


Todos os métodos de energia usados em mecânica baseiam-se no equilí- 
brio de energia, fregiientemente denominado conservação de energia. Neste 
capítulo, somente a encrgia mecânica será considerada nesse equilíbrio; ou seja, 
a energia desenvolvida por calor, reações químicas e efeitos eletromagnéticos 
será desprezada. Como resultado, se uma carga for aplicada vagarosamente a 
um corpo, de modo que a energia cinética também possa ser desprezada, então, 
fisicamente, as cargas externas tenderão a deformar esse corpo, realizando 
trabalho externo U, à medida que se deslocam. Esse trabalho externo provo- 
cado pelas cargas transforma-se em trabalho interno ou energia de deformação 
U;, que se armazena no corpo. Quando as cargas são removidas, a energia de 
deformação faz com que o corpo volte à posição inicial não-deformada, desde 
que o limite elástico do material não tenha sido excedido. Por tudo isso, a 
conservação de energia do corpo pode ser expressa matematicamente como: 


U.=U; (14.25) 


Mostraremos três exemplos de como se aplica essa equação para deter- 
minar o deslocamento de um ponto em elementos ou estruturas deformáveis. 
Como primeiro exemplo, consideremos a treliça da Figura 14.18 submetida a 
uma carga P conhecida. Desde que P seja aplicada gradualmente, o trabalho 
externo por ela realizado será determinado pela Equação 14.2, ou seja, U, = 
2PA, onde A representa o deslocamento vertical da treliça no nó onde P é 
aplicada. Supondo que P desenvolva uma força axial N em um elemento 
particular, a energia de deformação armazenada nesse elemento será deter- 
minada pela Equação 14.16, isto é, U; = N?L/2AE. Somando as energias de 
deformação de todos os elementos da treliça, podemos escrever a Equação 
14.25 como: 





1 NºL 
= PA =X LA ; 
Ea AF (14.26) 


Uma vez que todas as forças internas (N) de todos os elementos da treliça 
sejam determinadas e os termos da direita calculados, será então possível deter- 
minar o deslocamento A desconhecido. 





Figura 14.18 
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A 


Figura 14.19 





Figara 14.20 


EXEMPLO 14.6 


Como segundo exemplo, consideremos a determinação do deslocamento 
vertical A sob a carga conhecida P, que atua sobre a viga da Figura 14.19. 
Novamente, o trabalho externo é U, = 4PA. Entretanto, nesse caso a energia 
de deformação é o resultado das cargas de cisalhamento interno e do mo- 
mento provocados por P. Em particular, a contribuição da energia de de- 
formação devida ao cisalhamento é desprezada na maioria dos problemas 
de deflexão de vigas, a menos que a viga seja curta e suporte uma carga 
muito grande. (Ver Exemplo 14.4.) Conseguentemente, a energia de defor- 
mação será determinada apenas pelo momento fletor interno M e, portanto, 
a partir da Equação 14,17, a Equação 14.25 é escrita simbolicamente como: 





L y2 
Lpa = M 


a 14.2 
2 o 2r (14.27) 


Uma vez que M seja expresso em função da posição e a integral seja 
calculada, pode-se então determinar A. 

Como último exemplo, consideraremos uma viga carregada com o momen- 
to (conjugado) Mo como mostra a Figura 14.20. Tal momento provoca o deslo- 
camento por rotação 6 no ponto em que é aplicado. Como o momento (conju- 
gado) somente realiza trabalho quando gira, usando a Equação 14.5, temos que 
o trabalho externo é U, = iM90. Portanto, a Equação 14.25 torna-se: 





ns Í E M (14.28) 
2 ETT 


Aqui a energia de deformação é determinada como resultado do momento 
fletor interno M provocado pela aplicação do momento (conjugado) Mo. Uma 
vez que M tenha sido expresso em função de x e a energia de deformação tenha 
sido calculada, pode-se calcular 0, 

Em todos os exemplos anteriores, observe que a aplicação da Equação 
14.25 é bastante limitada, porque apenas uma única força externa ou mo- 
mento (conjugado) pode atuar sobre o elemento ou a estrutura. Em outras 
palavras, o deslocamento pode ser calculado apenas no ponto e na direção 
da força externa ou do momento (conjugado). Se mais de uma força externa 
ou momento (conjugado) forem aplicados, o trabalho externo de cada carga 
envolverá seu deslocamento desconhecido. Como resultado, nenhum desses 
deslocamentos desconhecidos poderá ser determinado, visto que apenas uma 
única Equação 14.25 estará disponível para a solução. Embora a aplicação 
da conservação de energia, como descrita aqui, tenha essas restrições, serve 
como introdução aos métodos de energia mais gerais que consideraremos 
ao longo do capítulo. Especificamente, será mostrado que, modificando-se 
a maneira de aplicar o princípio da conservação de energia, poderemos 
realizar completamente a análise da deflexão geral de um elemento ou 
estrutura. 





A treliça de três barras da Figura 14.21a está sujeita a uma força horizontal 
de 5 kip. Se a área da seção transversal de cada barra é de 0,20 pol, qual o 
deslocamento horizontal no ponto B? E = 29(10º) ksi. 
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B 5 kip 5,77 kip 








“60º po 
Ngc = 5,77 kip Nc =5 kip 


Nig = 2,89 kip 


(a) (b) Cy 
Figura 14.21 


SOLUÇÃO 


Podemos aplicar a conservação de energia para resolver este problema 
porque somente uma única força externa atua sobre a treliça e o deslocamento 
requerido ocorre na mesma direção da força. Além disso, as forças reativas 
sobre a treliça não realizam trabalho visto que não se deslocam. 

Pelo método dos nós, a força em cada elemento é determinada como 
mostram os diagramas de corpo livre dos pinos em B e C (Figura 14.21b). 

Aplicando a Equação 14.26, temos: 








Ear ae NL 
a È 2AE 
1 ; (2,89 kip)?(2 pés) (—5,77 kip)? (4 pés) 
PEPER 2AE + 2AE 
_ (—5 kip)?(3,46 pés) 
2AE 
47,32 kip - pés 
(AB) = AE 


Observe que, como N é elevado ao quadrado, não importa se o elemento 
em particular está sob tração ou compressão. Substituindo os dados numéricos 
para À c E e resolvendo, obtemos: 


ge 47,32 kip - pés(12 pol/pé) 
B/h (0,2 pol)[29(10º) kip/pol?] 





= 0,0979 pol — Resposta 


A viga em balanço da Figura 14.224 tem seção transversal retangular e 
está sujeita à carga P em uma extremidade. Determinar o deslocamento da 
carga. Considerar ET constante. 
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| M=-Px 
mr a 


(b) 


Figura 14.22 


SOLUÇÃO 


O cisalhamento interno e o momento na viga em função de x são de- 
terminados pelo método das seções (Figura 14.22b). 

Ao aplicar a Equação 14.25, consideraremos a energia de deformação de- 
vida ao cisalhamento e à flexão. Usando as equações 14.19 e 14.17, temos: 





1 f fV dx i Mº dx 
0 


ras 2GA b 2EI 





L OCP dx ri pytdr SPL PI 
| 2GA E 2EI1 5GA GE (1) 


O primeiro termo do lado direito dessa equação representa a energia de 
deformação devida ao cisalhamento, enquanto o segundo é a energia de defor- 
mação devida à flexão. Como dito no Exemplo 14.4, para a maioria das vigas 
a energia de deformação por cisalhamento é muito menor que a energia de 
deformação por flexão. Para provar que esse é o caso da viga mostrada na 
Figura 14.22, necessitamos que: 


ZPL E PI 
5 GA 6EI 





3 PL z PL? 
5 G(bh) 6E (bh)] 





3 2I 
Di < pre 
5G ` ER 


Como E = 3G (ver Exemplo 14.4), então: 
[LY 
0,9 < |= 
s2 (5) 


Assim, se h é pequeno e L relativamente longo (em comparação com A), 
a viga torna-se esbelta e a energia de deformação por cisalhamento pode ser 
desprezada. Em outras palavras, a energia de deformação por cisalhamento 
torna-se importante somente para vigas curtas e altas. Por exemplo: vigas nas 
quais L = 5h têm 28 vezes mais energia de deformação por flexão que energia 
de deformação por cisalhamento; desse modo, desprezar a energia de defor- 
mação por cisalhamento representa um erro de cerca de 3,6%. Com isso em 
mente, a Equação 1 pode ser simplificada para: 





1 PAL 
>Z PA= 
2 6EI 
De modo que: 
PI? 


— 3EI Resposta 
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PROBLEMAS 
*14.20. Determinar o deslocamento vertical da articulação *14.24. Determinar o deslocamento do ponto B na viga de 
C. Considerar AE constante. aço A-36. 1 = 80(10%) mm”. 


20 kN 








Problema 14.24 


14.25. Determinar o deslocamento do ponto B na viga de 
alumínio 2014-T6. 








Problema 14.20 


14.21. Determinar o deslocamento horizontal da articu- 
lação D. Considerar AE constante. 


D C 











- 08L -| Problema 14.25 


Problema 14.21 14.26. Determinar a inclinação do ponto C na viga de aço 


14.22. Determinar o deslocamento vertical da articulação  A-36.1 = 9,50(10%) mm‘. 
D. Considerar AE constante. 


C 
,8L | 


P 
Problema 14.22 






A | 


B 
A 








0 


= Ns 
N Problema 14.26 
sa 

0,6L | 


14.27. Determinar a deflexão da viga em seu ponto médio 
provocada por cisalhamento. O módulo de cisalhamento é G. 





14.23. A viga em balanço tem área da seção transversal 
retangular A, momento de inércia 7 e módulo de elasticidade 
E. Supondo que a carga P atue no ponto B como mostrado, 
determinar o deslocamento em B na direção de P, con- 
siderando flexão, força axial e cisalhamento. 








Problema 14.27 


*14.28. As barras de aço A-36 são acopladas por pino em 
B. Supondo que ambas tenham seção transversal quadrada, 
Problema 14.23 determinar o deslocamento vertical em B. 


L 
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800 Ib 
2 pol 
A B c D H 
C] {2 pol 





E—s PENS pés 10 pés— 


Problema 14.28 


14.29. Determinar a inclinação no ponto A da viga. Consi- 
derar AE constante. 


a C 
Mo 


r em ei 








Problema 14.29 


14.30. A haste tem seção transversal circular com momento 
de inércia Z. Se a força vertical P é aplicada em A, qual o 
deslocamento vertical nesse ponto? Considerar apenas a 
energia de deformação devida à flexão. O módulo de elas- 








Problema 14.30 


14.31. A mola em espiral tem n espirais e é feita de um 
material com módulo de cisalhamento G. Determinar seu 
esticamento quando ela está sujeita à carga P. Supor que as 
espirais estão próximas umas das outras, de modo que 6 = 0º 
e a deflexão é provocada inteiramente pelo esforço de torção. 





Problema 14,31 


ticidade é E. 


E E SP 


= 


Figura 14.23 


14.4 CARGA DE IMPACTO 


Ao longo do texto temos considerado que todas as cargas são aplicadas 
a um corpo de maneira gradual, de tal modo que quando atingem um valor 
máximo permanecem constantes ou estáticas. Entretanto, algumas cargas são 
dinâmicas, ou seja, variam com o tempo. Um exemplo típico seria a colisão 
de objetos, situação que provoca a chamada carga de impacto. Especi- 
ficamente, ocorre impacto quando um objeto atinge outro e, assim, forças 
intensas desenvolvem-se entre cles durante um período de tempo muito curto. 

Se supormos que não haja perda de energia durante o impacto, podemos 
estudar sua mecânica usando a conservação de energia. Para mostrar como isso 
é feito, analisaremos primeiro o sistema bloco-mola mostrado na Figura 14.23. 
Quando o bloco é liberado do repouso, cai uma distância A, atingindo a mola 
e comprimindo-a uma distância Amax antes de retornar ao repouso momenta- 
neamente. Se desprezamos a massa da mola e supomos que ela responde 
elasticamente, então, segundo o princípio da conservação de energia, a energia 
do bloco em queda deve se transformar em energia (de deformação) arma- 
zenada na mola; ou, em outras palavras, o trabalho realizado pelo peso do bloco, 
caindo A + Amáx é igual ao trabalho necessário para deslocar a extremidade 
da mola uma quantidade Amsx Como a força na mola pode ser relacionada a 
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Amáx pela equação F = kAmax, onde k é a rigidez da mola, então, aplicando a 
conservação de energia e a Equação 14.2, temos: 





U. = U; 
1 
Wíh + Amáx) ai 2 (K Amax) Anis 
Wih + Ama) = a KA (1429) 
2W W 
as Am x A] = 
k Š k h=0 


Essa equação quadrática pode ser resolvida para Amáx. A raiz máxima é: 





Wo [WF SW, 
Amáx = es + (E) + Ah Pretende-se que a carga de impacto 


dos veículos lentos seja absorvida por 
esta barreira. 


Se o peso W for aplicado estaticamente (ou gradualmente) à mola, o 
deslocamento final desta será Ac, = W/k. Após essa simplificação, a equação 


acima torna-se: 
Amáx = Aest +V (Azo + 2A esth 


ou 


Amáx = Ael + J 1+ (E) (14.30) 
est 


Uma vez calculado Amsx à força máxima aplicada à mola é determinada 
por: 


Fmax = KkAmax (14.31) 


Note-se, no entanto, que essa força e o deslocamento a ela associado 
ocorrem somente por um instante. Desde que o bloco não rebata fora da mola, 
continuará a vibrar até que o movimento amortecido pare e o bloco assuma 
a posição estática (Assı). Observe também que, se ele for mantido logo acima 
da mola, A = 0, e liberado, então, pela Equação 14.30, seu deslocamento 
máximo será: 


Amáx e 2Ães 


Em outras palavras, quando o bloco é liberado do topo da mola (carga 
aplicada dinamicamente), seu deslocamento é o dobro do que seria se ele esti- 
vesse assentado sobre a mola (carga aplicada estaticamente). 

Usando uma análise similar, também é possível determinar o deslocamento 
máximo da extremidade da mola se o bloco deslizar em uma superfície 
horizontal lisa com velocidade v conhecida, imediatamente antes de colidir com 
a mola (Figura 14.24). Nesse caso, a energia cinética do bloco? H((W/g)v?, 
transforma-se em energia armazenada na mola. Então, 








Ue = U; 
E 
DL = Lk Ahar 
218 2 Figura 14.24 
Amáx = 1 
gk (14.32) 


? Lembrar que em física energia cinética é ‘energia de movimento”. Na translação de um corpo 
ela é determinada por jmv”, onde m é a massa do corpo, m = Wig. 
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o, 


h 


= 


h 


Ea 


Å máx 


Figura 14.25 





Os elementos deste barra de proteção 
são projetados para resistir a uma 
carga de impacto específica, a fim de 
impedir o movimento do vagão. 


Como o deslocamento estático no topo da mola provocado pelo peso W 
que repousa sobre ela é Asst = W/k, então: 


(14.33) 





Os resultados dessa análise simplificada são usados para determinar tanto 
a deflexão aproximada como a tensão desenvolvida em um elemento defor- 
mável submetido a impacto. Para tanto, é necessário estabelecer as hipóteses 
relativas à colisão, de modo que o comportamento dos corpos em colisão seja 
semelhante à resposta dos modelos bloco-mola discutidos antes. Considera- 
remos, portanto, que o corpo em movimento seja rígido como o bloco e o corpo 
estacionário deformável como a mola. Suporemos, também, que o material 
comporta-se de maneira linear-elástica. Além disso, durante a colisão não há 
perda de energia em virtude de calor, ruído ou deformações plásticas locali- 
zadas. Quando ocorre a colisão, os corpos permanecem em contato até que o 
corpo elástico atinja sua deformação máxima, e durante o movimento a inércia 
ou massa do corpo elástico é desprezada. Entenda-se que todas essas hipóteses 
levarão a uma estimativa conservadora da tensão e da deflexão do corpo 
elástico. Em outras palavras, seus valores serão maiores que os reais. 

Alguns exemplos de quando a teoria apresentada pode ser aplicada são 
mostrados na Figura 14.25. Aqui, um peso conhecido (bloco) é lançado sobre 
um poste ou uma viga, provocando uma quantidade máxima de deformação 
Amax A energia do bloco em queda transforma-se momentaneamente em 
energia de deformação axial no poste e em energia de deformação por flexão 
na viga.” Apesar de surgirem vibrações em cada elemento após o impacto, elas 
tendem a dissipar-se com o passar do tempo. A fim de determinar a deformação 
Amax poderíamos usar a mesma abordagem do sistema bloco-mola, ou seja, 
escrever a equação da conservação de energia para o bloco-poste ou bloco- 
viga e depois resolver para Amsx. Entretanto, podemos resolver esses problemas 
de maneira mais direta modelando o poste e a viga com uma mola equivalente. 
Por exemplo: se uma força P desloca o topo do poste A = PL/AE, então a 
mola com rigidez k = AE/L será deslocada a mesma quantidade por P, isto 
é, A = P/k. De maneira semelhante, pelo Apêndice C, uma força P aplicada 
no centro de uma viga simplesmente apoiada desloca o centro A = PL? /48EI 
e, portanto, a mola equivalente teria rigidez k = 48EI IEF, Entretanto, não é 
necessário determinar, na verdade, a rigidez da mola equivalente para aplicar 
a Equação 14.30 ou a 14.32. É necessário apenas determinar o deslocamento 
dinâmico, Amáx, para calcular o deslocamento estático, Aes devido ao peso W 
do bloco que repousa sobre o membro. 

Uma vez determinado Amax, calcula-se a força dinâmica máxima Pmáx = 
KAmax- Se considerarmos Pa, como uma força estática equivalente, determina- 
remos a tensão máxima no elemento por meio da estática e da teoria de 
resistência dos materiais. Lembre-se, ainda, que essa tensão atua apenas por 
um instante. Na realidade, ondas de vibração passam através do material e a 
tensão no poste ou na viga, por exemplo, não permanece constante. 

A relação entre a carpa estática equivalente Pmax € a carga W é deno- 
minada fator de impacto, n. Como Pmax = KAmax e W = kÃc então, pela 
Equação 14.30, podemos expressar tal fator como: 





RE o A (14.34) 
Vita) 





2 A energia de deformação devida ao cisalhamento é desprezada pelas razões discutidas no 
Exemplo 14.4. 
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Esse fator representa o aumento da carga aplicada estaticamente para que 
possa ser tratada de maneira dinâmica. A partir da Equação 14.34, n é calculado 
para qualquer elemento que tenha relação linear entre carga e deflexão. Em 
um sistema complexo de elementos acoplados, no entanto, os fatores de impacto 
são determinados pela experiência ou por testes experimentais. Uma vez 
determinado n, a tensão dinâmica e as deflexões são encontradas facilmente 
pela tensão estática oss e pela deflexão estática Aes provocadas pela carga W, 
isto é, Omáx = NOos € Amax = NA 


PONTOS IMPORTANTES 


e Ocorre impacto quando uma grande força se desenvolve entre dois objetos que batem um no outro durante um 
período de tempo curto. 

e Podemos analisar os efeitos do impacto supondo que o corpo em movimento é rígido, o material do corpo esta- 
cionário é linear-elástico, não há perda de energia na colisão, os corpos permanecem em contato durante a co- 
lisão e a inércia do corpo elástico é desprezível. 


e À carga dinâmica em um corpo é tratada como carga estaticamente aplicada multiplicando a carga estática por 
um fator de amplificação. 


O tubo de alumínio mostrado na Figura 14.26 é usado para suportar uma 
carga de 150 kip. Determinar o deslocamento máximo em seu topo supondo 
que a carga seja (a) aplicada gradualmente e (b) aplicada subitamente, sendo 
solta sobre o topo do tubo de uma altura 4 = 0. Adotar E, = 10(10º) ksi e 
considerar que o alumínio comporta-se clasticamente. 


SOLUÇÃO 


Parte (a). Quando a carga é aplicada gradualmente, o trabalho realizado 
pelo peso transforma-se em energia de deformação elástica no tubo. Aplicando 
a conservação de energia, temos: 








U: z U; 
1 _ WL 
2 Wåesi = 2AE 
A= WL 150 kip(12 pol) 
SAE (3 pol? — (2,5 pol)?]10(10°) kip/pol? 
= 0,02083 pol = 0,0208 pol Resposta 


Parte (b). Aqui podemos aplicar a Equação 14.30, com A = 0. Então: 





h 12 pol 
bo [+ +) 
est 
= 2Ães = 2(0,02083 pol) t 
= 0,0417 pol Resposta 
Portanto, o deslocamento do peso é duas vezes maior do que quando a Figura 14.26 


carga é aplicada estaticamente. Em outras palavras, o fator de impacto é n = 2 
(Equação 14.34). 
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EXEMPLO 14.9 








b 
wW 
E Jin=2pol 


É 8 pés J, 8 pés J 











Figura 14.27 





A viga de aço A-36 mostrada na Figura 14.27a é construída com perfil 
W10 x 39, Determinar a tensão de flexão máxima na viga e sua deflexão 
máxima supondo que o peso W = 1,50 kip seja solto de uma altura h = 2 pol 
sobre ela. Eaço = 29(10°) ksi. 


SOLUÇÃO I 


Vamos aplicar a Equação 14.30. Antes, porém, devemos calcular Ass: 
Usando a tabela do Apêndice C e os dados do Apêndice B para as propriedades 
do perfil W10 x 39, temos: 


WL? 1,50 kip(16 pés)*(12 polpé)* 
48EI  48[29(10°) ksi}(209 pol”) 


Amáx = Aali +4/1 + { ” ) 
Aest 
2 pol 


= 0,0365 pol |1 + 1+2 = 0,420 pol 
í po | (ae L) RES 


Essa deflexão é provocada por uma carga estática equivalente Pax, deter- 
minada por Pmax = (48EI/Lº)Amax 

O momento interno provocado por essa carga é máximo no centro da viga 
e, pelo método das seções (Figura 14.27b), Mmáx = PmaxL/4. Aplicando a 
fórmula da flexão para determinar a tensão de flexão, temos: 


Ee = 0,0365 pol 








Resposta 





Mimare  Pradlc  12EAnaxc 
CR copo o nEe 
12[29(10º) kip/po1(0,420 pol(9,92 pol/2) 


= DALI o IT 9 ksi 


R 
(16 pés)*(12 pol/pé)? esposta 


SOLUÇÃO II 


Também é possível obter a deflexão dinâmica ou máxima Amáx pelos 
primeiros princípios. O trabalho externo do peso em queda W é U, = W(h + 
Amáx). Como a viga deflete-se Amax € Pmax = 48EIAmax/Lº, então: 











U. = U; 
1/48EIA má 
Wíh Åmáx) a I 3 máx Dom 
. _ M 48[29(10°) kip/pol?]209 pol” | à 
(ESU RPR Dis Ag A (16 pés} (12 polipe)? JOM“ 


20,554 Žax — 1,50Amax — 3,00 = 0 
Resolvendo e escolhendo a raiz positiva, temos: 


Amáx = 0,420 pol Resposta 





EXEMPLO 14.10 





Suponhamos que um vagão ferroviário rígido e com massa de 80 Mg move- 
se para a frente com velocidade v = 0,2 m/s, até que atinge um poste de aço 
de 200 mm por 200 mm em A (Figura 14.284). Se o poste está engastado no 
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solo em €, qual o deslocamento horizontal máximo de seu topo B devido ao 


impacto? Adotar Eco = 200 GPa. 


SOLUÇÃO 200 mm 
; 3 Ê E agudo tes 200 mm 
Nesse caso, a energia cinética do vagão ferroviário transforma-se em e 
. al E a E Em 
energia de deformação por flexão interna na região AC do poste. Supondo que L5m 
o ponto A desloque-se (A 4 ) máx, podemos determinar a força P máx que provoca (a) os 


o deslocamento pela tabela do Apêndice C. Temos: 


p 3ENA Amis 
máx — E 
AC 


1 1 
2 m? = 3 P máx(Aa)max 
1 3H 


(1) 


L e y o (Aa)ma = | m Lic 
2 2 Ere AJ máx» A Jmáx 3EI 


Substituindo os valores numéricos, temos: 








3 Ea 3 
(A máx = y 8010”) ke(0,2 m/s (15m) L 00116m = 11,6 mm 


3[200(10°) N/m?][$(0,2 m)!] 


Usando a Equação 1, concluímos que a força Pmax É, portanto, 


3[200(10º) N/m?][5(0,2 m)*](0,0116 m) 








Pax = (1,5 m)’ 


Em relação à Figura 14.28b, o segmento AB do poste permanece reto. Para 


= 275,4 kN 


(b) 
Figura 14.28 


determinar o deslocamento máximo em B, devemos primeiro descobrir a 
inclinação em A. Usando a fórmula apropriada da tabela do Apêndice C para 
determinar 94, temos: 





PráxlÃc $ É 
fe E q AUO N LS 2 01162 rad 
2EI 2[200(109 N/m [$ (0,2 m)?] 
O deslocamento máximo em B é, então: 
(A )max = (A A max + 0ALAB 
= 11,62 mm + (0,01162 rad) 1(10º) mm = 232 mm Resposta 


TT 


j PROBLEMAS 


*14.32. Uma barra tem 8 pés de comprimento e diâmetro 
de 0,5 pol. Supondo que seja usada para absorver a energia 
sob tração de uma carga de impacto, determinar a quantidade 
total de energia elástica que ela pode absorver se for feita 
de latão C83400. 


14.33. Resolver o Problema 14,32 supondo que a barra seja 
feita de alumínio 2014-T6. 


14.34. Determinar o diâmetro que uma barra de latão 
C83400, com 8 pés de comprimento, deve ter se usada para 
absorver 800 pés - lb de energia sob tração, provocada por 
uma carga de impacto. Não ocorre escoamento. 


14.35. A barra de alumínio compõe-se de dois segmen- 
tos com diâmetros de 5 mm e 10 mm. Determinar a tensão 
axial máxima nela desenvolvida se o colar de 5 kg for 
lançado de uma altura A = 100 mm. Es, = 70 GPa, o; = 
410 MPa. 


*14.36. A barra de alumínio compõe-se de dois segmentos 
com diâmetros de 5 mm e 10 mm. Determinar a altura 
máxima A da qual o colar de 5 kg deve ser lançado para que 
produza uma tensão axial máxima máx = 300 MPa. 
Ea = 70 GPa, o; = 410 MPa. 
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Problemas 14.35/14,36 


14.37. Determinar a velocidade v da massa de 50 mg quan- 
do ela se encontra logo acima do topo do poste de aço se, 
após o impacto, a tensão máxima desenvolvida no poste for 
550 MPa. O poste tem comprimento L = 1 me área da seção 
transversal de 0,01 m?. Eaço = 200 GPa, o; = 600 MPa. 





Problema 14,37 


14.38. O parafuso de aço A-36 precisa absorver a energia 
da massa de 2 kg que cai, a partir do repouso, de uma altura 
h = 30 mm. Se seu diâmetro é de 4 mm, qual comprimento 
L ele deve ter para que a tensão nele desenvolvida não 
exceda 150 MPa? 


14.39. O parafuso de aço A-36 precisa absorver a energia 
da massa de 2 kg que cai, a partir do repouso, de uma altura 
h = 30 mm. Se ele tem diâmetro de 4 mm e comprimento L 
= 200 mm, a tensão nele desenvolvida excederá 175 MPa? 


*14,40. O parafuso de aço A-36 precisa absorver a energia 
da massa de 2 kg que cai, a partir do repouso, ao longo do 
comprimento L = 150 mm do corpo do parafuso, que tem 
4 mm de diâmetro. Determinar a altura máxima A da queda 
de modo que a tensão no parafuso não exceda 150 MPa. 





Problemas 14,38/14.39/14.40 


14.41, O peso de 50 lb cai com velocidade de 3 pés/s no 
instante em que está 2 pés acima do conjunto mola-poste. 
Determinar a tensão máxima no poste se a mola tem rigidez 
k = 200 kip/pol. O poste tem diâmetro de 3 pol e módulo 
de elasticidade E = 6,80(10”) ksi. Supor que o material não 


Escoe. 
E 


2 pés 








Problema Iá.di 


14.42. A barra de alumínio 2014-T6 compõe-se de dois 
segmentos com diâmetros de 7,5 mm e 15 mm. Determinar 
a tensão axial máxima nela desenvolvida supondo que o colar 
de 10 kg é lançado de uma altura A = 100 mm. 


14.43. A barra de alumínio 2014-T6 compõe-se de dois 
segmentos com diâmetros de 7,5 mm e 15 mm. Determinar 
a altura máxima A da qual o colar de 10 kg deve ser lançado 
para que produza na barra uma tensão axial máxima para 
Omáx = 300 MPa. 








Problemas 14.42/14,43 


*14.44. O cilindro com as dimensões mostradas é feito de 
magnésio Am 1004-T61. Supondo que seja atingido por um 
bloco maciço com peso de 800 Ib e que se movimenta a 
2 pés/s, determinar a tensão máxima nele desenvolvida. Des- 
prezar a massa do cilindro. 





2 pés/s 
== 


Problema 14,44 


14.45. O saco de cimento tem peso de 90 1b. Se for lançado, 
a partir do repouso, de uma altura A = 4 pés sobre o centro 
da viga construída com perfil W10 X 39, feita de aço 
estrutural A-36, qual será a tensão de flexão máxima de- 
senvolvida na viga em virtude do impacto? Além disso, qual 
é o fator de impacto? 


14.46. O saco de cimento tem peso de 90 lb. Determinar a 
altura máxima h da qual pode ser lançado, a partir do re- 
pouso, sobre o centro da viga construída com perfil W10 X 39, 
feita de aço estrutural A-36, de modo que a tensão de flexão 
máxima devida ao impacto não exceda 30 ksi. 


NR T 
h 


E 


12 pés | -12 pés— 











Problemas 14.45/14,46 


14.47. O bloco de 200 Ib tem velocidade de descida de 4 
pés/s quando está a 3 pés da parte superior da viga de 
madeira. Determinar a tensão máxima na viga devida ao 
impacto e calcular a deflexão máxima de sua extremidade C. 
Emad = 1,9(10°) ksi, op = 6 ksi. 


*14.48. O bloco de 100 ib tem velocidade de descida de 4 
pés/s quando está a 3 pés da parte superior da viga de 
madeira. Determinar a tensão máxima na viga devido ao 
impacto e calcular a deflexão máxima no ponto B. Lad = 
1,9(10°) ksi, cg = 8 ksi. 


A 








Problemas 14.47/14.48 
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14.49, O mergulhador pesa 150 lb. Mantendo-se rígido, 
atinge a extremidade do trampolim de madeira com 
velocidade de descida de 4 pés/s quando h = 0. Determinar 
a tensão de flexão máxima desenvolvida na tábua, que tem 
espessura de 1,5 pole largura de 1,5 pé. Ea = 1,8(10°) ksi. 
Supor que o material não escoe. 


14.50. O mergulhador pesa 150 Ib. Mantendo-se rígido, 
atinge a extremidade do trampolim de madeira. Determinar 
a altura máxima A que ele pode pular sobre a tábua de modo 
que a tensão de flexão máxima na madeira não exceda 6 ksi. 
A tábua tem espessura de 1,5 pol e largura de 1,5 pé. Emad 
= 1,8(10°) ksi. 


4 pés — 


EE T i 
— Doi | 


Problemas 14.49/14.50 


14.51. O bloco de 75 lb tem velocidade de descida de 2 pés /s 
quando está a 3 pés da parte superior da viga de madeira. 
Determinar a tensão de flexão máxima na viga devida ao 
impacto e calcular a deflexão máxima na extremidade D. 
Emad = 1,9(10°) ksi. Supor que o material não escoe. 


*14.52. O bloco de 75 Ib tem velocidade de descida de 2 
pés/s quando está a 3 pés da parte superior da viga de 
madeira. Determinar a tensão de flexão máxima na viga 


devida ao impacto e calcular a deflexão máxima do ponto B. 
Ea = 1,9(10°) ksi. 


2 pés | 


3 pés 









D X |12 pol 


12 pol 











od E a | 
-— 5 pés e 5 pés 5 pés—- 5 pés— 














Problemas 14,51/14,52 


14.53. Determinar a altura máxima A da qual um peso de 
80 lb pode ser lançado sobre a extremidade da viga de aço 
A-36 construída com perfil W6 x 12, sem exceder a tensão 
elástica máxima. 


14.54. O peso de 80 lb é lançado, a partir do repouso, de 
uma altura h de 4 pés sobre a extremidade da viga de aço 
A-36 construída com perfil W6 X 12. Determinar a tensão 
de flexão máxima desenvolvida na viga. 
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fds e] 
| 10 pés ji 10 pés | 


Problemas 14,53/14.54 


14.55. O rebocador tem peso de 120.000 lb e navega a 
2 pés/s quando atinge o poste de proteção AB, com 12 pol 
de diâmetro, usado para proteger o pilar de uma ponte. 
Supondo que o poste seja feito de pinho do norte tratado e 
esteja engastado no leito do rio, determinar a distância 
horizontal máxima que seu topo move-se devido ao impacto. 
Supor, também, que o rebocador seja maciço e desprezar o 
efeito da água. 








Problema 14.55 


*14.56. O pára-chogue do carro é feito de policarbonato e 
polibutileno tereftalato. Se E = 2,0 GPa, determinar sua 
deflexão máxima e a tensão máxima nele desenvolvida se ele 
atingir um poste maciço quando o carro estaciona com v = 
0,75 m/s. O carro tem massa de 1,80 mg e o pára-choque é 
considerado simplesmente apoiado nos dois apoios de mola 
acoplados ao chassi rígido do carro. Adotar para o pára- 
choque 1 = 300(109) mm”, c = 75 mm, op = 30 MPa e k = 
1,5 MN/m. 





Probiema 14.56 


14.57. O peso de 150 lb tem velocidade de 4 pés/s a uma 
altura de 4 pés do topo da viga, feita de aço A-36, Determinar 
a deflexão máxima e a tensão de flexão máxima na viga se 
as molas de apoio em A e B tiverem, cada uma, rigidez k = 
500 Ib/pol. 





4 pés 
| 
al B [I] {3 po 
€k $4 H- 
r 3 pol 





| 8 pés — | -8 pés -| 
Problema 14.57 


14.58. O peso de 150 lb tem velocidade de 4 pés/s a uma 
altura de 4 pés do topo da viga, feita de aço A-36. Determinar 
o fator de carga n se as molas de apoio em A e B tiverem, 
cada uma, rigidez k = 300 Ib/pol. 


[| |a pés/s 


| 


4 pés 


l 


A B 
k = k 


8 pés | 
Problema 14.58 











NT 


*14.5 Princírio DO TRABALHO VIRTUAL 


O princípio do trabalho virtual foi desenvolvido por John Bernoulli em 
1717 e, como outros métodos de análise, baseia-se na conservação de energia. 
Apesar de tal princípio ter muitas aplicações na mecânica, neste texto vamos 
usá-lo apenas para obter o deslocamento e a inclinação em vários pontos de 
um corpo deformável. Antes, entretanto, precisamos fazer algumas obser- 
vações preliminares que se aplicam ao desenvolvimento desse método. 


Cap. 14 


Quando um corpo é impedido de se mover, é necessário que as cargas 
satisfaçam as condições de equilíbrio e que os deslocamentos satisfaçam as 
condições de compatibilidade. Especificamente, as condições de equilíbrio 
exigem que as cargas externas estejam relacionadas às cargas internas de 
maneira única, e as condições de compatibilidade requerem que os desloca- 
mentos externos estejam relacionados às deformações internas também de 
maneira única. Por exemplo: se considerarmos um corpo deformável de qual- 
quer formato ou tamanho e aplicarmos a ele uma série de cargas externas P, 
elas provocarão cargas internas u no interior desse corpo. Nesse caso, as cargas 
externas e internas estarão relacionadas pelas equações de equilíbrio. Além do 
mais, como o corpo é deformável, as cargas externas serão deslocadas À e as 
cargas internas sofrerão deslocamentos ô. Em geral, o material não tem de se 
comportar elasticamente e, assim, os deslocamentos podem não ter relação com 
as cargas. Entretanto, se os deslocamentos externos forem conhecidos, os des- 
locamentos internos correspondentes serão definidos de maneira única, visto 
que o corpo será contínuo. Para esse caso, a conservação de energia diz que: 


U, = U; SPA=5uô (14.35) 


Baseados nesse princípio, desenvolveremos o princípio do trabalho virtual, 
de modo que possa ser usado para determinar o deslocamento e a inclinação 
em qualquer ponto do corpo. Para tanto, consideraremos que o corpo tem forma 
arbitrária, como mostra a Figura 14.29b, e está submetido às cargas ‘reais’ P4, 
P, e Ps. Deve-se compreender que essas cargas não provocam movimento dos 
apoios; entretanto, em geral, podem deformar o material além do limite elástico. 
Suponhamos que essa condição seja necessária para determinar o desloca- 
mento À do ponto A do corpo provocado pelas cargas. Para tal, consideraremos 
a aplicação do princípio da conservação de energia (Equação 14.35). Nesse 
caso, entretanto, nenhuma força atua em A e, desse modo, o deslocamento 
desconhecido À não será incluído na equação como “termo do trabalho” externo. 

A fim de contornar essa limitação, incluíremos uma força P’ imaginária 
ou “virtual” no ponto A do corpo, a qual atuará na mesma direção que A. Além 
disso, essa carga será aplicada ao corpo antes das cargas reais (Figura 14.294). 
Por conveniência, esclarecida mais adiante, faremos com que P’ tenha inten- 
sidade “unitária”; isto é, P’ = 1. Saliente-se que o termo ‘virtual é usado para 
descrever a carga porque ela é imaginária, não existe como parte da carga 





A 
Pé] P, 


Aplicação de carga unitária virtual Aplicação de cargas reais 
(a) (b) 


Figura 14.29 
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real. Entretanto, essa carga virtual externa não cria uma carga virtual interna 
u em um elemento ou fibra representativos do corpo, como mostra a Figura 
14.294. Como esperado, P’ e u podem ser relacionados pelas equações de 
equilíbrio. Além disso, devido a P’ e u, o corpo e o elemento sofrem desloca- 
mento virtual, apesar de não nos preocuparmos com suas intensidades. Uma 
vez aplicada a carga virtual e o corpo seja então submetido às cargas reais P,, 
P, e P}, o ponto A vai se deslocar uma quantidade real A, que provocará o 
deslocamento dL do elemento (Figura 14.29b). O resultado é que a força virtual 
externa P’ e a carga virtual interna u “deslocam-se juntas” A e dL, respec- 
tivamente; por conseguinte, essas cargas realizam o trabalho virtual externo 1 > À 
sobre o corpo e o trabalho virtual interno u - dL sobre o elemento. Considerando 
apenas a conservação da energia virtual, o trabalho virtual externo é igual ao 
trabalho virtual interno realizado em todos os elementos do corpo. Portanto, 
podemos escrever a equação do trabalho virtual como: 


cargas virtuais 


1-A=Su-d (14.36) 


deslocamentos reais 


P' = 1 = carga unitária virtual externa que atua na direção de A 
u = carga virtual interna que atua sobre o elemento 
deslocamento externo provocado pelas cargas reais 
dL = deslocamento interno do elemento na direção de u, pro- 
vocado pelas cargas reais 


> 
II 


Escolhendo P’ = 1, vê-se que a solução de À é obtida diretamente, pois À 
= Du dL. 

De maneira semelhante, se o deslocamento por rotação ou a inclinação 
da tangente em certo ponto do corpo tiverem de ser determinados, aplica-se 
um momento (conjugado) virtual M', de intensidade unitária, nesse ponto. 
Como conseqiiência, o conjugado provoca uma carga virtual ug em um dos 
elementos do corpo. Supondo que as cargas reais deformam o elemento uma 
quantidade dL, a rotação 0 é determinada pela equação do trabalho virtual. 


cargas virtuais 
1.0=5u;dL (14.37) 


deslocamentos reais 


M' = 1 = conjugado unitário virtual externo que atua na direção de O 
ua = carga virtual interna que atua sobre um elemento 
= deslocamento por rotação externa, em radianos, provocado 
pelas cargas reais 
dL = deslocamento interno do elemento na direção de ug provocado 
pelas cargas reais 


D 
I 


Em geral, esse método de aplicação do princípio do trabalho virtual de- 
nomina-se método das forças virtuais, uma vez que se aplica uma força virtual 
para, assim, calcular o deslocamento real externo. A equação do trabalho vir- 
tual representa, nesse caso, a expressão dos requisitos de compatibilidade para 
o corpo. Apesar de isso não ter importância aqui, deve-se compreender que 
também podemos aplicar o princípio do trabalho virtual como um método de 
deslocamentos virtuais. Nesse caso, os deslocamentos virtuais são impostos 
ao corpo quando ele está sujeito a cargas reais. Esse método é usado para 
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determinar a força de reação externa sobre o corpo ou uma carga interna 
desconhecida. Quando usada dessa maneira, a equação do trabalho virtual 
expressa os requisitos de equilíbrio para o corpo.” 


Trabalho Virtual Interno. Os termos do lado direito das equações 14.36 e 
14.37 representam o trabalho virtual interno desenvolvido no corpo. Os 
deslocamentos internos reais dI expressos nesses termos podem ter várias 
origens. Podem resultar, por exemplo, de erros geométricos de fabricação, da 
temperatura ou, mais comumente, da tensão. Em particular, não se impõem 
limites à intensidade da carga externa, de modo que a tensão pode ser sufi- 
cientemente grande para provocar escoamento ou mesmo endurecimento por 
deformação (encruamento) do material. 





























[o Deformação E- de Trabalho 
provocada por deformação virtual interno 
Carga axial N E as f- a dx 
Cisalhamento V Ear , EM ge 
Momento fletor M A m dx f dx 
| Momento de torção T [rss , Ea 











Tabela 14.1 


Se supormos que o comportamento do material seja linear-elástico e que 
a tensão não exceda o limite de proporcionalidade, podemos estabelecer as 
expressões do trabalho virtual interno provocado por tensão usando as equa- 
ções da energia de deformação elástica, desenvolvidas na Seção 14.2. Tais 
equações estão relacionadas na coluna central da Tabela 14.1. Lembrar que 
todas elas partem do pressuposto de que a tensão resultante N, V, M ou T foi 
aplicada gradualmente de zero até seu valor total. Em conseqüência, o trabalho 
realizado pela tensão resultante é mostrado nessas expressões como metade do 
produto da multiplicação da tensão resultante por seu deslocamento. Entre- 
tanto, no caso do método da força virtual, a carga virtual “total” é aplicada antes 
que as forças reais provoquem os deslocamentos e, portanto, o trabalho da 
carga virtual interna é simplesmente o produto da carga virtual interna por 
seu deslocamento real. Referindo-nos a essas cargas internas (u) pelos seus 
símbolos em letras minúsculas n, v, m e t, relacionamos os trabalhos virtuais 
devidos a carga axial, cisalhamento, momento fletor e momento de torção na 
coluna direita da Tabela 14.1. A partir desses resultados, podemos escrever a 
equação do trabalho virtual para um corpo sujeito a carregamento geral como: 





aN mM fV l il tT 
1:4= E dx + EI dx + GA dx 4 g% (14.38) 
Nas seções que se seguem aplicaremos a equação anterior a problemas que 
envolvem deflexão de treliças, vigas e elementos mecânicos. Discutiremos, 
também, como tratar os efeitos provocados por erros de fabricação e diferenças 
de temperatura, É importante, na aplicação, que se use um conjunto de unidades 
consistente para todos os termos. Por exemplo, se as cargas reais forem expressas 
em kN e as dimensões do corpo em metros, deve ser aplicada ao corpo uma 
força virtual de 1 kN ou um momento (conjugado) virtual de 1 EN - m. Desse 
modo, o deslocamento calculado À será dado em metros e a inclinação calculada 
em radianos. 


* Ver Engineering mechanics: statics, 9. ed., R.C, Hibbeler, Prentice Hall, Inc., 2001. 
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Aplicação de carga unitária virtual 


(a) 


*14.6 MÉTODO DAS FORCAS VIRTUAIS APLICADO A 
TRELIÇAS 


Nesta seção aplicaremos o método das forças virtuais para determinar o 
deslocamento do nó de uma treliça. Para ilustrar os princípios, determinaremos 
o deslocamento vertical do nó A da treliça mostrada na Figura 14.30b. Tal 
deslocamento é gerado pelas ‘cargas reais’ P; e P, e, como elas provocam 
somente força axial nos elementos, é necessário considerar apenas o trabalho 
virtual interno devido à carga axial (Tabela 14.1). Para obter esse trabalho, 
admitiremos que cada elemento tenha área da seção transversal A constante e 
que a carga axial n e a carga real N sejam constantes ao longo de todo o seu 
comprimento. Como resultado, o trabalho virtual interno no elemento será: 





E 
nN _nNL 
| AE cia AE 


Portanto, a equação do trabalho virtual para toda a treliça é: 


(14.39) 





Onde: 

1 = carga unitária virtual externa que atua no nó da treliça na direção 
de A 

A = deslocamento do nó, provocado pelas cargas reais sobre a treliça 

n = força virtual interna no elemento da treliça, provocada pela carga 
unitária virtual externa 

N = força interna no elemento da treliça, provocada pelas cargas reais 

L = comprimento do elemento 

A = área da seção transversal do elemento 

E = módulo de elasticidade do elemento 








P, 


Aplicação de cargas reais 
(b) 
Figura 14.30 


A dedução da equação decorre naturalmente do desenvolvimento da 
Seção 14.5. Nesse caso, a carga unitária virtual externa cria ‘n’ forças internas 
virtuais em cada elemento da treliça (Figura 14.304). Quando as cargas reais 
são aplicadas à treliça, provocam seu deslocamento A na mesma direção da 
carga unitária virtual (Figura 14.30b), e cada elemento sofre um deslocamento 
NL/AE, na mesma direção de sua respectiva força n. Consegiientemente, o 
trabalho virtual externo 1 - À é igual ao trabalho virtual interno ou à energia 
de deformação (virtual) interna armazenada em todos os elementos da treliça, 
isto é, a Equação 14.39. 


Mudança de Temperatura. Os elementos da treliça podem mudar de com- 
primento devido a alterações na temperatura. Se a for o coeficiente de dilatação 
térmica de um elemento e AT for a mudança de temperatura, a mudança de 
comprimento desse elemento será AL = æ ATL (Equação 4.4). Podemos então 
determinar o deslocamento de um nó selecionado da treliça, devido a essa 
mudança de temperatura, pela Equação 14.36, escrita como: 





1:A=Ena ATL (14.40) 





Onde: 


1 = carga unitária virtual externa que atua no nó da treliça na direção 
de À 
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n = força virtual interna no elemento da treliça, provocada pela carga 
unitária virtual externa 
A = deslocamento externo do nó, provocado pela mudança de tem- 
peratura 
a = coeficiente de dilatação térmica do elemento 
AT = mudança de temperatura do elemento 
L = comprimento do elemento 


Erros de Fabricação. Ocasionalmente, podem ocorrer erros de fabricação no 
comprimento dos membros de uma treliça. Se isso acontecer, o deslocamento 
de um nó em uma direção particular, a partir da posição esperada, pode ser 
determinado pela aplicação direta da Equação 14.36, escrita como: 


1-A =Èn AL (14.41) 
Onde: 


1 = carga unitária virtual externa que atua no nó da treliça na direção 
de À 
n = força virtual interna no elemento da treliça, provocada pela carga 
unitária virtual externa 
A = deslocamento externo do nó, provocado por erro de fabricação 
AL = diferença no comprimento do elemento em relação ao compri- 
mento especificado, provocada por erro de fabricação 


Se cargas externas atuarem na treliça c alguns dos elementos sofrerem 
mudança de temperatura ou forem fabricados com dimensões erradas, será 
necessário combinar os lados direitos das equações 14.39 a 14.41, 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Veja a seguir como determinar o deslocamento de qualquer nó de treliça usando o método da força virtual, 


Forças Virtuais n. 


* Colocar a carga virtual unitária no nó em que o deslocamento precisa ser determinado. A carga deve ser orien- 
tada ao longo da linha de ação do deslocamento. 
Calcular a força interna n em cada elemento da treliça, com a carga unitária posicionada como indica o item 
anterior, e todas as cargas reais removidas da treliça. Supor que as forças de tração são positivas e as de com- 
pressão negativas. 


Forças Reais N. 


e Determinar as forças N em cada elemento. Essas forças são provocadas somente pelas cargas reais que atuam 
sobre a treliça. Supor novamente que as forças de tração são positivas e as de compressão negativas. 


Equação dos Trabalhos Virtuais. 


Aplicar a equação do trabalho virtual para determinar o deslocamento desejado. É importante manter o sinal 
algébrico das forças correspondentes n e N ao substituir esses termos na equação. 

Se a soma resultante Zn NL /AE for positiva, o deslocamento A ocorrerá na mesma direção da carga unitária 
virtual. Se resultar um valor negativo, À terá direção oposta à da carga unitária virtual. 

Ao aplicar 1 - À = Xna ATL, observar que, se qualquer elemento sofrer aumento de temperatura, AT será posi- 
tivo, enquanto um decréscimo na temperatura resultará em um valor negativo de AT. 

Para1- A = Èn AL, quando um erro de fabricação aumenta o comprimento de um elemento, AL é positivo, en- 
quanto um decréscimo no comprimento leva à variação negativa. 

Ao aplicar esse método, observar atentamente as unidades de cada quantidade numérica. Notar, no entanto, 
que qualquer unidade arbitrária (libras, kips, newtons etc.) pode ser designada para a carga unitária virtual, 
visto que as forças n terão essas mesmas unidades e, assim, as unidades da carga unitária virtual e das forças 
n serão canceladas em ambos os elementos da equação. 
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EXEMPLO 14.11 


$ 
> 


» 


A 0 


Forças virtuais 


(b) 


- B 
A -100 kN | 
100 kN 


Forças reais 


(c) 


Figura 14.31 





Determinar o deslocamento vertical do nó C na treliça de aço da Figura 
14.314. A área da seção transversal de cada elemento é A = 400 mm? e 
Eaço = 200 GPa. 








SOLUÇÃO 


Forças Virtuais n. Como se deseja determinar o deslocamento vertical do 
nó C, deve-se aplicar apenas uma carga virtual de 1 KN sobre ele e calcular a 
força em cada elemento pelo método dos nós. Os resultados dessa análise são 
mostrados na Figura 14.31b. Segundo nossa convenção de sinal, números 
positivos indicam forças de tração e os negativos forças de compressão. 


Forças Reais N. A carga de 100 kN provoca forças nos elementos, que são 
calculadas pelo método dos nós. Os resultados da análise são mostrados na 
Figura 14.31c. 


Equação dos Trabalhos Virtuais. Ordenando os dados em forma tabular, 
temos: 


Elemento 


AB 


565,7 


400 
> 965,7 kN? - m 





nNL _ 965,7 kN? -m 


1KN -Aç,=> E JE 


Substituindo os valores numéricos de A e E, temos: 


= 965,7 kN? -m 
LOTARE [400(1076) m?]200(106) kN/m? 


Ac» = 0,01207 m = 12,1 mm Resposta 





A área da seção transversal de cada elemento da treliça de aço mostrada 


na Figura 14,329 é A = 0,5 pol, e o módulo de elasticidade dos elementos é 
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Eaço = 29(10º) ksi. (a) Determinar o deslocamento horizontal do nó C se uma 
força de 12 kip for aplicada à treliça em B. (b) Supondo que não atuem cargas 
externas na treliça, qual é o deslocamento horizontal do nó C se o elemento 
AC foi fabricado 0,25 pol mais curto? 


SOLUÇÃO 


Parte (a). 


Forças Virtuais n. Como se deseja determinar o deslocamento horizontal 
do nó C, aplica-se a ele uma força virtual horizontal de 1 kip. A força n em 
cada elemento é determinada pelo método dos nós e mostrada na treliça na 
Figura 14,32b. Como sempre, um número positivo representa uma força de 
tração e um número negativo uma força de compressão. 


Forças Reais N. A força em cada elemento, provocada pela força de 12 kip 
aplicada externamente, é mostrada na Figura 14.32c. 


Equação dos Trabalhos Virtuais. 
como segue: 


Como AE é constante, EnN L é calculada 




















Elemento n N L nNL 
AB 0 0 6 0 
AC 1,25 15 10 187,5 
CB 0 -12 8 0 
CD —0,75 -9 6 40,5 

> 228,0 kip? - pés 
f nNL 2280 kip? - pés 
1 kip : âc, = 
Piso ar AE 
228,0 kip? - pés(12 pol/pé 
ideais ip“ pés(12 pol/pé) 


(0,5 pol)29(10º) kip/pol? 


Ac, = 0,189 pol Resposta 


Parte (b). Aqui devemos aplicar a Equação 14.41. Como se deseja deter- 
minar o deslocamento horizontal de C, podemos usar os resultados da Figura 
14.32b. Tendo em mente que o elemento AC foi encurtado AL = —0,25 pol, 
temos: 


1:A=EnAL; 1 kip- Ac, = (1,25 kip)(-0,25 pol) 


Ac, = —0,312 pol = 0,312 pol — Resposta 


O sinal negativo indica que o nó C deslocou-se para a esquerda, direção 
oposta à carga horizontal de 1 kip. 
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Ars 





0 C I kip 
RN || 
Ý -0,75 kip 
A\D 
Forças virtuais 
(b) 
B -12 kip € 
| | 
ay 
-9 kip 


Forças reais 


(e) 
Figura 14.32 


TT 


Determinar o deslocamento horizontal do nó B da treliça mostrada na 
Figura 14.354. Devido a um calor radiante, o elemento AB sofre o aumento de 
temperatura AT = +60ºC. Os elementos são feitos de aço, para o qual qo = 
12(1076) /°C e Eaço = 200 GPa. A área da seção transversal de cada elemento 
é de 250 mm’. 
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Forças virtuais 


(b) 


A 10,39 kN 
y~ PIA di 
e 
pa B 
Forças reais 


©) 
Figura 14.33 





č (a) 


E 


“SOLUÇÃO 


Forças Virtuais n. Uma carga virtual horizontal de 1 kN foi aplicada ao nó 
B da treliça e, assim, calculadas as forças em cada elemento (Figura 14.33b). 


Forças Reais N. Como as forças n em ACe BC são nulas, as forças N nesses 
elementos não precisam ser calculadas. Por quê? Para melhor entendimento, 
no entanto, a análise completa das forças “reais” é mostrada na Figura 14.33c. 


Equação dos Trabalhos Virtuais. Tanto as cargas como a temperatura 
afetam a deformação; portanto, as equações 14.39 e 14.40 foram combinadas, 
o que resultou em: 


nNL 








1kN-Ap, => AF + Zna ATL 
n (—1,155 KN)(—12 KN)(4 m) 
- | =0 +0 + 250105) m?][200(109) kN/m?] 
gn + 0 +0 + (1,155 kKN)[12(107£)}/°C](60°C)(4 m) 
As, = —0,00222 m 
= 2,22 mm > Resposta 


O sinal negativo indica que o rolete B move-se para a direita, direção 
oposta à da carga virtual (Figura 14.33h). 





PROBLEMAS 





14.59. Determinar o deslocamento vertical do nó B da 14.61. Determinar o deslocamento horizontal do ponto B, 
treliça. Cada elemento tem área da seção transversal de Cada elemento tem área da seção transversal de 2 pof e 
300 mm? e todos são feitos de aço A-36. todos são feitos de aço A-36. 


*14.60. Determinar o deslocamento horizontal do nó B da 
treliça. Cada elemento tem área da seção transversal de 
300 mm? e todos são feitos de aço A-36. 


14.62. Determinar o deslocamento vertical do ponto B. 
Cada elemento tem área da seção transversal de 2 pol e 
todos são feitos de aço A-36. 














Problemas 14.59/14.60 Problemas 14,61/14.62 


14.63. Determinar o deslocamento vertical do nó B. A = 
1,5 pol? para cada elemento de aço A-36. 


*14.64. Determinar o deslocamento vertical do nó E. A = 
1,5 pol? para cada elemento de aço A-36. 


2kip 









Problemas 14.63/14.64 


14.65. Determinar o deslocamento horizontal do ponto C. 
Cada elemento tem área da seção transversal de 400 mm” e 
todos são feitos de aço A-36. 


14.66. Determinar o deslocamento vertical do ponto D. 
Cada elemento tem área da seção transversal de 400 mm” e 
todos são feitos de aço A-36. 


5kN C 


Problemas 14,65/14,66 


14.67. Determinar o deslocamento vertical do ponto A. 
Cada elemento tem área da seção transversal de 3 po? e 
todos são feitos de aço A-36. 


*14.68. Determinar o deslocamento horizontal do ponto B. 
Cada elemento tem área da seção transversal de 3 pol e 
todos são feitos de aço A-36. 





Problemas 14.67/14.68 


14.69. Determinar o deslocamento vertical do ponto A. 
Cada elemento tem área da seção transversal de 400 mm? e 
todos são feitos de aço A-36. 
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14.70. Determinar o deslocamento vertical do ponto B. 
Cada elemento tem área da seção transversal de 400 mm? e 
todos são feitos de aço A-36. 





Problemas 14.69/14.70 


14.71. Determinar o deslocamento horizontal do ponto D. 
Cada elemento tem área da seção transversal de 300 mm? e 
todos são feitos de aço A-36. 


*14.72. Determinar o deslocamento horizontal do ponto £. 
Cada elemento tem área da seção transversal de 300 mm” e 
todos são feitos de aço A-36. 














| 3m | 
Problemas 14.71/14.72 
14.73. Determinar o deslocamento vertical do ponto B. 


Cada elemento tem área da seção transversal de 4,5 po? e 
todos são feitos de aço A-36, Eaço = 29(10º) ksi. 


14.74. Determinar o deslocamento vertical do ponto E. 
Cada elemento tem área da seção transversal de 4,5 pol e 
todos são feitos de aço A-36. 








Problemas 14.73/14.74 
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14.75. Determinar o deslocamento vertical do nó C. Cada  *14.76. Determinar o deslocamento vertical do nó H. Cada 
elemento tem área da seção transversal de 4,5 pol? e todos elemento tem área da seção transversal de 4,5 pol? e todos 
são feitos de aço A-36. são feitos de aço A-36. 











6kip 8 kip 6 kip 6 kip 8 kip ó kip 
Problema 14.75 Problema 14.76 


E ES 


*14.7  Mérobo pas Forças VIRTUAIS 
APLICADO A VIGAS 


Nesta seção aplicaremos o método das forças virtuais para determinar o 
deslocamento e a inclinação em um ponto de uma viga. Para ilustrar os 
princípios, determinaremos o deslocamento À do ponto A na viga da Figura 
14.34b. Esse deslocamento é provocado pela “carga distribuída real” w; como 
essa carga provoca tanto cisalhamento quanto momento fletor, devemos con- 
siderar o trabalho virtual interno devido a ambos os carregamentos. O Exemplo 
14.7 mostrou, no entanto, que as deflexões da viga provocadas por cisalhamento 
são desprezíveis, quando comparadas com as provocadas por flexão (momento 
fletor), particularmente se a viga for longa e esbelta. Como esse tipo de viga é 
o mais usado na prática, consideraremos apenas a energia de deformação virtual 
devida à flexão (Tabela 14.1). Aplicando-se a Equação 14.36, a equação do 
trabalho virtual da viga é, portanto: 








L mM 
-A= 14.42 
1-4 il 7 dx ( ) 


Onde: 


1 = carga unitária virtual externa que atua sobre a viga na direção de A 

À = deslocamento provocado pelas cargas reais atuam sobre a viga 

momento fletor virtual interno na viga, expresso em função de x e 

provocado pela carga unitária virtual externa 

M = momento fletor interno na viga, expresso em função de x e provocado 
pelas cargas reais 

E = módulo de elasticidade do material 

I = momento de inércia da área da seção transversal calculado em torno 

do eixo neutro 


m 


De maneira semelhante, se a inclinação 6 da tangente em um ponto da 
linha elástica da viga tiver de ser determinada, será preciso aplicar no ponto 
um momento virtual unitário e determinar o momento fletor virtual interno 
mð correspondente. Se aplicarmos a Equação 14.37 para esse caso e despre- 
zarmos o efeito das deformações por cisalhamento, teremos: 





E mM 
.0= | Ze" dx 14.43 
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Observe que a dedução das equações anteriores decorre naturalmente do 
desenvolvimento da Seção 14.5. Por exemplo: a carga unitária virtual externa 
cria um momento fletor virtual interno m na posição x da viga (Figura 14.344). 
Quando a carga real w é aplicada, provoca deformação no elemento dx em x 
ou gira-o por um ângulo d0 (Figura 14.34b). Desde que o material responda 
elasticamente, d0 será igual a (M / EN)dx. Consegiientemente, o trabalho virtual 
externo 1 - À será igual ao trabalho virtual interno de toda a viga, fm(M/E1) 
dx (Equação 14.42). 





A 
pos E —— 
= = | aS 


RE DE? 


Cargas virtuais Cargas reais 
(a) (b) 
Figura 14.34 











xX 


Ao contrário das vigas, alguns elementos podem estar sujeitos a uma ener- 
gia de deformação virtual significativa provocada por carga axial, cisalhamento 
e momento de torção. Nesse caso, devemos incluir nas equações anteriores os 
termos da energia para essas cargas, como na Equação 14.38. 

Ao aplicar as equações 14.42 e 14.43, é importante entender que as in- 
tegrais do primeiro membro representam a quantidade de energia de defor- 
mação por flexão virtual que está armazenada na viga. Se cargas concentradas 
ou momentos atuarem sobre tal viga, ou se a carga distribuída for descontínua, 
não será possível fazer uma única integração em todo o comprimento da viga. 
Em vez disso, devem ser escolhidas coordenadas x separadas dentro das 
regiões que não tenham descontinuidade de carga. Não é necessário também 
que cada x tenha a mesma origem; entretanto, o x selecionado para determinar 
o momento real M em uma região particular deve ser o mesmo x selecionado 
para determinar o momento virtual m ou me dentro da mesma região. Como 
exemplo, consideremos a viga mostrada na Figura 14.35. A fim de determinar 
o deslocamento em D, podemos usar x; para calcular a energia de deformação 
na região AB, x» para a região BC, xs para a região DE e x4 para a região DC. 
Em qualquer caso, as coordenadas x devem ser selecionadas de modo que 
tanto M como m (ou mẹ) possam ser deduzidos facilmente. 


<— 




















Cargas reais Carga virtual 


Figura 14.35 


594 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Veja a seguir como determinar o deslocamento e a inclinação em dado ponto da linha elástica de uma viga usando 
o método dos trabalhos virtuais. 


Momentos Virtuais m ou mp. 
Colocar a carga unitária virtual sobre a viga no ponto e orientá-la ao longo da linha de ação do deslocamento 
desejado. 
Se a inclinação tiver de ser determinada, colocar um momento virtual unitário no ponto. 
Estabelecer coordenadas x apropriadas, válidas dentro das regiões da viga em que não haja descontinuidade 
da carga real ou virtual. 
Com a carga virtual posicionada e todas as cargas reais removidas da viga, calcular o momento interno m ou 
me em função de cada coordenada x. 
Supor que m ou m, atua na direção positiva de acordo com a convenção de sinal estabelecida para as vigas 
(Figura 6.3). 


Momentos Reais. 

e Usando as mesmas coordenadas x estabelecidas para m ou ms, determinar os momentos internos M provoca- 
dos pelas cargas reais. 
Como se supõe que m ou me positivo atua na “direção positiva” convencionada, é importante que M positivo 
atue na mesma direção. Essa condição é necessária porque o trabalho virtual interno positivo ou negativo 
depende da direção de ambas as cargas virtuais, definidas por +m ou +m, e do deslocamento provocado 
por +M. 


Equação dos Trabalhos Virtuais. 

e Aplicar a equação dos trabalhos virtuais para determinar o deslocamento A ou a inclinação 0. É importante 
manter o sinal algébrico de cada integral calculada dentro de sua região específica. 
Se a soma algébrica de todas as integrais da viga inteira for positiva, A ou 6 terá a mesma direção da carga vir- 
tual unitária ou do momento virtual unitário, respectivamente. Se resultar um valor negativo, À ou 6 terão di- 
reção oposta à da carga unitária virtual ou do momento. 





EXEMPLO 14.14 





Determinar o deslocamento do ponto B da viga mostrada na Figura 14.364. 
Considerar EI constante. 
































A 
l 
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Cargas virtuais Cargas reais 


(b) (c) 
Figura 14.36 
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SOLUÇÃO 


Momento Virtual m. O deslocamento vertical do ponto B é obtido colo- 
cando-se uma carga unitária virtual em B (Figura 14.36b). Por inspeção, 
verifica-se que não há descontinuidades nem na carga real nem na virtual. Desse 
modo, pode-se usar uma única coordenada x para determinar a energia de 
deformação virtual. Estabeleceremos a origem dessa coordenada em B, visto 
que desse modo não será preciso determinar as reações em A para calcular os 
momentos internos m e M. Pelo método das seções, o momento interno m é 
calculado como mostra a Figura 14.36h. 


Momento Real M. Usando a mesma coordenada x, calcula-se o momento 
interno M como mostra a Figura 14.36c. 


Equação dos Trabalhos Virtuais. O deslocamento vertical em B é, então: 








= mM -f (—1x)(-wx°/2) dx 
w a EI 
4 
åg = e Resposta 
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CS 


Determinar a inclinação no ponto B da viga mostrada na Figura 14.37a. 
Considerar EI constante. 



































Cargas virtuais 
(b) 


Figura 14.37 
SOLUÇÃO 


Momentos Virtuais mọ A inclinação em B é determinada colocando-se um 
momento virtual unitário nesse ponto (Figura 14.37b). Para determinar a 
energia de deformação virtual total na viga, é preciso selecionar duas 
coordenadas x. A coordenada x, considera a energia de deformação no 
segmento AB e a x» considera a energia de deformação no segmento BC. Os 
momentos internos mo dentro de cada segmento são calculados pelo método 
das seções, como mostra a Figura 14.37b. 





Carga real 
(e) 
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Momentos Reais M. Usando as mesmas coordenadas x, e x, (por quê?), 
calculam-se os momentos internos M como mostra a Figura 14.37c. 


Equação dos Trabalhos Virtuais. A inclinação em B é, então: 











o MoM 
1 6=) 7“ 
a a do, A E s 
=j EI o EI 
< IPI? 
ji e Resposta 


O sinal negativo indica que 9p tem direção oposta à do momento virtual 
mostrado na Figura 14.37b. 





EXEMPLO 14.16 





Determinar o deslocamento do ponto A da viga mostrada na Figura 14.384. 
I = 450 pol”, Ees: = 29(10º) ksi. 

















l kip 
3 kip/pé 
i | L| 
meran mam $ 
| 1 | Skip + A C 
1 kip 0,5 kip l B = | 
l | 10 pés—- 20 pés 
[ imi =- 
: (a) 
r v 
mergit EE + SOLUÇÃO 
vs 
0,5 kip Momentos Virtuais m. A viga está submetida a uma carga unitária virtual 
Cirgãs vinis em A e as reações estão calculadas na Figura 14.38b. Verifica-se por inspeção 
©) que devem ser escolhidas duas coordenadas x, e xz para cobrir todas as regiões 
da viga. Para fins de integração, é mais simples usar origens em A e C. Pelo 
3 kip/pé método das seções, calculam-se os momentos m mostrados na Figura 14.38b. 


>s al |l || | |] | | | Momentos Reais M. As reações da viga real são calculadas primeiro (Figura 


A $ = == = 


ic 14.384). Então, usando as mesmas coordenadas x selecionadas para m, determi- 





i $ H a nam-se os momentos internos. 
; 27,5ki ; ; z 

Akp ? Equação dos Trabalhos Virtuais. Aplicando a equação dos trabalhos 
a: 3 virtuais para a viga, temos: 

ea M aAa mM 10 (—1x1)(—0,05x,°) dx 

n kip- Aa = | ax] (Im) 0,05%") dx, 

= | V EI o EI 

[j 


20 (—0,5x2)(27,5x2 — 1,5x5?) dx, 
o EI 








f 0,010(10}  4,583(20)?  0,1875(20)* 
Cargas reais 1 kip 4 Aa = EI E EI F EI 
(e) 
—5.666,7 kip - pés? 
EI 





Figura 14,38 a= 


Substituindo os dados para E e I, obtemos: 
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_ —5.666,7 kip - pés?(12 pol/pé)? 





4 [29(10) kip/pol] 450 polf 


= —0,750 pol 


Resposta 


O sinal negativo indica que o ponto A desloca-se para cima. 


TT 


E PROBLEMAS 


14.77. Determinar o deslocamento do ponto C. Considerar 
EI constante. 








Problema 14.77 


14.78. Determinar o deslocamento do ponto C. Considerar 
ET constante. 


14.79. Determinar a inclinação no ponto C. Considerar EI 
constante, 


*14.80. Determinar a inclinação no ponto A. Considerar EI 
constante. 








Problemas 14.78/14.79/14.80 


14.81. Determinar a inclinação do eixo de aço A-36, que 
tem 60 mm de diâmetro, no apoio do mancal A. 


14.82. Determinar o deslocamento em C do eixo de aço A- 
36, que tem 60 mm de diâmetro. 


14.83. Determinar o deslocamento da polia em C supondo 
que o eixo de aço A-36 tenha 60 mm de diâmetro. 





= 





800 mm- 





250 mm 





24 kN 
Problemas 14,81/14.82/14,83 


*14.84. Determinar o deslocamento do colar B. O eixo de 
aço A-36 tem 60 mm de diâmetro. 


14,85. Determinar a inclinação em C. O eixo de aço A-36 
tem 60 mm de diâmetro. 


14.86. Determinar a inclinação em A. O eixo de aço A-36 
tem 60 mm de diâmetro. 


A SkN 





iz m 


Problemas 14.84/14.85/14.86 


14.87. A viga de aço A-36 tem momento de inércia 1 = 
125(109) mm”. Determinar o deslocamento de D. 


*14.88. A viga de aço A-36 tem momento de inércia 1 = 
125(10%) mm. Determinar a inclinação em E. 


14.89. A viga de aço estrutural A-36 tem momento de 
inércia 1 = 125(109) mm‘. Determinar sua inclinação em B. 





a La a 


Problemas 14.87/14.88/14,89 








14.90. Determinar o deslocamento do ponto B. O momento 
de inércia da parte central do eixo DG é 21, enquanto os 
segmentos das extremidades AD e GC têm momento de 
inércia 7, O módulo de elasticidade do material é E. 








G 
a — de a +] 


Problema 14,96 
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14.91. Determinar o deslocamento do ponto C da viga 
construída com perfil W14 x 26 e feita de aço A-36. 


*14.92. Determinar a inclinação em A da viga construída 
com perfil W14 x 26 e feita de aço A-36. 


8 kip 8 kip 








E 
le --— 5 pés | 5 pés —}- 
Problemas 14,91/14.92 


14.93. Determinar o deslocamento de C na viga de aço 
A-36. I = 70(109) mm”. 


14.94, Determinar a inclinação em A da viga de aço A-36. 
1 = 70(10º) mm. 


14.95. Determinar a inclinação em B da viga de aço A-36. 
I = 70(109) mm’. 


2 kN/m 


A = B | 








10m 5m 
Problemas 14.93/14.94/14.95 


*14.96. A viga é feita de pinho do norte. Determinar o des- 
locamento de A. 


8 kN 











t 15m | 
180 mm NG 
hj 
120 mm 
Problema 14,96 


14.97. A viga é feita de pinho do norte, Determinar a incli- 
nação em C. 


8 kN 





E qe] 








Problema 14.97 


14.98. A viga é feita de carvalho, para o qual Ecsvalho = 
11 GPa. Determinar a inclinação e o deslocamento em A. 


200 mm 











Problema 14.98 


14.99. Determinar o deslocamento do ponto C. Considerar 
El constante. 


*14.100. Determinar a inclinação em B. Considerar EI 
constante. 





Problemas 14.99/14.100 


14.101. A viga AB tem seção transversal quadrada de 100 
mm por 100 mm. A barra CD tem diâmetro de 10 mm. 
Supondo que ambos os elementos sejam feitos de aço A-36, 
determinar o deslocamento vertical do ponto B devido à 
carga de 10 kN. 


14.102. A viga AB tem seção transversal quadrada de 100 
mm por 100 mm. A barra CD tem diâmetro de 10 mm. 
Supondo que ambos os elementos sejam feitos de aço A-36, 
determinar a inclinação em A devida à carga de 10 kN. 








r 3m L 2m — 


Problemas 14.101/14.102 


14.103. A barra ABC tem seção transversal retangular de 
300 mm por 100 mm. A haste acoplada DB tem diâmetro de 
20 mm. Supondo que ambos os elementos sejam feitos de aço 
A-36, determinar o deslocamento vertical do ponto C devido 
à carga. Considerar apenas o efeito da flexão em ABC e da 
força axial em DB. 


*14.104. A barra ABC tem seção transversal retangular de 
300 mm por 100 mm. A haste acoplada DB tem diâmetro de 
20 mm. Supondo que ambos os elementos sejam feitos de aço 
A-36, determinar a inclinação em A devida à carga. Consi- 
derar apenas o efeito da flexão em ABC e da força axial 
em DB. 







4m 
[] 1300 mm 
cd 
100 mm 
ph 








- 3m -l 3m -+ 
Problemas 14.103/14.104 





14.105. A estrutura em forma de L compõe-se de dois seg- 
mentos, cada um com comprimento L e rigidez à flexão EJ. 
Se é submetida à carga distribuída uniforme, qual o deslo- 
camento horizontal da extremidade C? 


14.106. A estrutura em forma de L compõe-se de dois seg- 
mentos, cada um com comprimento L e rigidez à flexão EI. 
Se é submetida à carga distribuída uniforme, qual o deslo- 
camento vertical do ponto B? 





Probicmias 14.105/14,106 


14.107. Determinar os deslocamentos horizontal e vertical 
do ponto C. Há um apoio engastado em A e EI é constante, 


400 Ib/pé 











pés 





Problema 14.107 


*14.108. Determinar o deslocamento horizontal do ponto 
A na cantoneira de suporte devido à força concentrada P. O 
suporte está engastado no apoio e EI é constante. Considerar 
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Problema 14.108 


14.109. A estrutura compõe-se de dois segmentos, cada um 
com comprimento L e rigidez à flexão EI. Se é submetida à 
carga distribuída uniforme, qual o deslocamento vertical do 
ponto C? Considerar apenas o efeito da flexão. 








Problema 14.109 


14.110. A estrutura compõe-se de dois segmentos, cada um 
com comprimento L e rigidez à flexão El. Se é submetida à 
carga distribuída uniforme, qual o deslocamento horizontal 
do ponto B? Considerar apenas o efeito da flexão. 








Problema 14.110 


14.111. A haste semicircular tem momento de inércia 1 e 
módulo de elasticidade E. Determinar a deflexão horizontal 
no rolete devida à flexão. 





apenas o efeito da flexão. Problema 14.111 l 
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* 14.8 TEOREMA DE CASTIGLIANO 


Em 1879, Alberto Castigliano, um engenheiro ferroviário italiano, publi- 
cou um livro no qual descrevia um método para determinar o deslocamento e 
a inclinação de dado ponto em um corpo. Esse método, designado de segundo 
teorema de Castigliano, aplica-se somente a corpos que tenham temperatura 
constante e material com comportamento linear-elástico. Neles, segundo o 
teorema, o deslocamento de dado ponto é igual à primeira derivada parcial da 
energia de deformação no corpo, em relação a uma força que atua sobre o 
ponto e na direção do deslocamento. De modo semelhante, a inclinação da 
tangente em determinado ponto do corpo é igual à primeira derivada parcial 
da energia de deformação, em relação a um momento que atua sobre o ponto 
e na direção do ângulo da inclinação. 
Para deduzir o segundo teorema de Castigliano, consideremos um corpo 
de qualquer forma arbitrária, que esteja sujeito a uma série de n forças P}, P3, 
.. , P, (Figura 14.39). Como o trabalho externo realizado por essas forças é 
igual à energia de deformação armazenada no corpo, podemos aplicar a con- 
servação de energia, isto é: 


U; = U. 


Entretanto, o trabalho externo é função das cargas externas, U, = Xf P dx 
(Equação 14.1), de modo que o trabalho interno também é função de forças 
externas. Então: 


U; = U, = KPa, Pas... , Pp) (14.44) 


Uma vez que qualquer das forças externas, digamos P, aumente uma 
quantidade infinitesimal dP,, o trabalho interno também aumentará e, com isso, 
a energia de deformação vai se tornar: 
dU; 


F dP; (14.45) 


J 





U; + dU; = U,+ 


P, 


N 


pp” 


N 


P, 


Figura 14.39 


Esse valor, no entanto, não deve depender da seqüência com que as n 
forças são aplicadas ao corpo. Por exemplo: podemos aplicar ao corpo primeiro 
dP; e depois as cargas P4, P,,..., P,. Nesse caso, dP; provocaria o deslocamento 
infinitesimal dA, do corpo na direção de dP;. Pela Equação 14.2 (U; = PA), 
o incremento da energia de deformação seria 3 dP; dA;. Essa quantidade, porém, 
é um diferencial de segunda ordem e pode ser desprezada. A aplicação adicional 
das cargas P,, P,,..., P, provoca o deslocamento A; de dP;, de modo que a 
energia de deformação torna-se, então: 
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Nesse caso, como anteriormente, U; é a energia de deformação interna no 
corpo, provocada pelas cargas P,, P,,..., P,,e dU; = dP; À, é a energia de 
deformação adicional provocada por dP}. 

Em resumo, a Equação 14.45 representa a energia de deformação no corpo, 
determinada primeiro pela aplicação das cargas P4, P,,....P,e, depois de dP; 
a Equação 14.46, por sua vez, representa a energia de deformação determinada 
primeiro pela aplicação de dP, e depois das cargas P,, P,,..., P,. Como essas 
duas equações devem ser iguais, é preciso que: 


(14.47) 


o que prova o teorema, ou seja, o deslocamento A, na direção de P, é igual à 
primeira derivada parcial da energia de deformação em relação a P}. 

Deve-se observar que a Equação 14.47 expressa os requisitos de compatibi- 
lidade do corpo, uma vez que é uma condição relacionada ao deslocamento. 
Além do mais, a derivação apresentada requer que sejam consideradas para a 
análise somente forças conservativas. Essas forças podem ser aplicadas em 
qualquer ordem e, além disso, executam trabalho independente da trajetória e, 
portanto, não criam perda de energia. Desde que o material tenha com- 
portamento lincar-elástico, as forças aplicadas serão conservativas e o teorema 
válido. Saliente-se, também, que o primeiro teorema de Castigliano é seme- 
lhante ao segundo; entretanto, aquele relaciona a carga P; à derivada parcial 
da energia de deformação em relação ao deslocamento correspondente, ou seja, 
P; = dðU;/dA;. A prova assemelha-se à feita anteriormente. Esse teorema é outra 
maneira de expressar os requisitos de equilíbrio para o corpo; entretanto, tem 
aplicação limitada e não será discutido aqui. 


*14,9 TEOREMA DE CASTIGLIANO APLICADO A 
TRELIÇAS 


Como o elemento da treliça está submetido a carga axial, a energia de 
deformação é dada pela Equação 14.16, U; = NºL/2AE. Substituindo essa 
equação na 14.47 e omitindo o índice i, temos: 





-2 çy NL 
T 2 24E 


Geralmente é mais fácil fazer a derivação antes da soma. Além disso, E; 
Ae E são constantes para um elemento dado e, portanto, podemos escrever: 





A=5N (x) + (14.48) 





Onde: 


A = deslocamento do nó da treliça 

P = força externa de intensidade variável aplicada ao nó da treliça na 
direção de A 

N = força axial interna em um elemento, provocada tanto pela força P 
quanto pelas cargas sobre a treliça 

L = comprimento de um elemento 

A = área da seção transversal de um elemento 

E = módulo de elasticidade do material 
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A fim de determinar a derivada parcial de oN/9P, será necessário tratar P 
como variável e não como quantidade numérica específica. Em outras palavras, 
cada força axial interna N deve ser expressa em função de P. 

Por comparação, nota-se que a Equação 14,48 é semelhante à usada para 
o método do trabalho virtual, Equação 14.39 (1: A = 3nNL/A E), exceto pelo 
fato de que, aqui, n é substituído por oN/oP. Esses termos, n e oN/oP, no 
entanto, serão os mesmos, uma vez que representam a taxa de mudança da 
força axial interna em relação à carga P ou, em outras palavras, a força axial 
por carga unitária. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 

Veja a seguir como determinar o deslocamento de qualquer nó em uma treliça usando o segundo teorema de 
Castigliano. 

Força Externa P. 


e Colocar uma força P no nó da treliça onde se deseja determinar o deslocamento. Admitir que essa força tenha 
intensidade variável e seja orientada ao longo da linha de ação do deslocamento. 


Forças Internas N. 
Determinar a força N em cada elemento, provocada tanto pelas cargas reais (numéricas) quanto pela força va- 


riável P. Supor que as forças de tração são positivas e as de compressão, negativas. 
Encontrar a respectiva derivada parcial ON/oP para cada elemento. 
Depois que N e oN/9P tiverem sido determinadas, designar a P um valor numérico se ele tiver de fato substi- 
tuído uma força real na treliça. Caso contrário, definir P igual a zero. 

Segundo Teorema de Castigliano. 

e Aplicar o teorema de Castigliano para determinar o deslocamento A. É importante manter os sinais algébricos 
para os valores correspondentes de N e dN/oP ao substituir esses termos na equação. 
Se a soma resultante LN(ON/OP)L/A E for positiva, A terá a mesma direção de P. Se resultar um valor negativo, 
À terá direção oposta à de P. 





EXEMPLO 14.17 





Determinar o deslocamento horizontal do nó C da treliça de aço mostrada 
na Figura 14.404. A área da seção transversal de cada elemento está indicada. 
Adotar Esço = 29(10°) ksi. 


SOLUÇÃO 


Força Externa P. Como se deseja determinar o deslocamento horizontal de 
C, aplica-se a esse nó uma força variável horizontal P (Figura 14.40b). Mais 
tarde essa força será igualada a um valor fixo de 8 kip. 


Forças Internas N. Determina-se a força N em cada elemento usando o 
método das seções. Os resultados aparecem na Figura 14.40b. Ordenando os 
dados em forma tabular, temos: 














2N -8ki (x) 
Elemento N JP N(P = 8 kip) L N 3P L 
AB 0 0 0 8 0 
BC 0 0 0 6 0 
AC 1,67P 1,67 13,33 10 2222 
8 113,8 


Figura 14.40 CD FLIP z193 =10,67 
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Segundo Teorema de Castigliano. Aplicando a Equação 14.48, temos: PE, ' p 
9 C a 
an) L 
Aps Lae E 0 
a = INP) AE S/ 
| RA “133P 
(222,2 kip - pés)(12 polípés) (113.8 kip - pés)(12 pol/pés) | 
=0+0+ > RREO 2 + 2 CN 2 / 
(1 pol?) 29(10*) kip/pol (2 pol?) 29(10º) kip/pol || 
= 0,115 pol Resposta ” ST 
1,33 P 1,33 P 


(b) 
Figura 14.40 





EXEMPLO 14.18 


Determinar o deslocamento vertical do nó C da treliça de aço mostrada 
na Figura 14.41a. A área da seção transversal de cada elemento é A = 400 mm? 
e Eest = 200 GPA. 





200kN+P D 
ts 


| 
Dt i] 
7A 


N 





É = = DB 
200kN+ PAY | 
100 KN + P 100 kN 


(b) 





141,4 kN + 1,414 P 141,4 KN 
45° 45° 
100 kN 
200 kN + P A 100 kN 2 
100 kN + P 100 kN 
(c) 


Figura 14.41 
SOLUÇÃO 


Força Externa P. A força vertical P é aplicada à treliça no nó C, pois é aí que 
o deslocamento vertical deve ser determinado (Figura 14.41b). 


Forças Internas N. As reações nos apoios A e D da treliça foram calculadas, 
e os resultados são mostrados na Figura 14.41b. As forças N em cada elemento 
foram determinadas pelo método dos nós (Figura 14.41c)> Por conveniência, 
esses resultados, juntamente com as derivadas parciais AN/oP, estão relacio- 
nados sob a forma tabular. Observe que, uma vez que P não existe como carga 
real na treliça, é preciso que P — 0. 


* É mais conveniente analisar a treliça apenas com a carga de 100 kN sobre ela e, depois, analisá- 
la com a carga P aplicada. A soma dos resultados leva às forças N. 
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Elemento N 


NP =0) L 


AB —100 
BC 141,4 141,4 2,828 
AC -1414 — 1,414 P —1,414 —141,4 2,828 565,7 
CD 200 + P 1 200 2 400 
> 965,7 KN : m 


—100 4 





Segundo Teorema de Castigliano. Aplicando a Equação 14.48, temos: 


ƏN\ L _ 965,7 kN:m 


âc, = za(2) 2E” AE 


Substituindo os valores numéricos de A e E, obtemos: 





ae 965,7 kN -m 
So [400(1079) m?] 200(10º) kN/m? 


= 0,01207 m = 12,1 mm 


Resposta 


Esta solução deve ser comparada com a do Exemplo 14.11, por meio do 
método dos trabalhos virtuais. 





[ PROBLEMAS 


*14.112. Resolver o Problema 14.60 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.113. Resolver o Problema 14.59 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.114. Resolver o Problema 14.61 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.115. Resolver o Problema 14.62 usando o teorema de 
Castigliano. 


*14.116. Resolver o Problema 14.64 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.117. Resolver o Problema 14.63 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.118. Resolver o Problema 14.65 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.119. Resolver o Problema 14.66 usando o teorema de 
Castigliano. 


*14.120. Resolver o Problema 14.68 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.121. Resolver o Problema 14.67 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.122. Resolver o Problema 14.69 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.123. Resolver o Problema 14.70 usando o teorema de 
Castigliano. 


*14.124. Resolver o Problema 14.72 usando o teorema de 
Castigliano, 


14.125. Resolver o Problema 14.71 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.126. Resolver o Problema 14.73 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.127. Resolver o Problema 14.74 usando o teorema de 
Castigliano. 


*14.128. Resolver o Problema 14.76 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.129. Resolver o Problema 14.75 usando o teorema de 
Castigliano. 


E E 
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*14.10 TEOREMA DE CASTIGLIANO APLICADO A VIGAS 


A energia de deformação interna de uma viga é provocada tanto pela 
flexão (momento fletor) quanto pelo cisalhamento. Entretanto, como apontado 
no Exemplo 14.7, se a viga for longa c esbelta, a energia de deformação devida 
ao cisalhamento é desprezível quando comparada com a provocada pela flexão 
(momento fletor). Nesse caso, a encrgia de deformação interna da viga é dada 
por U; = JM? dx/2EI — Equação 14.17. Substituindo em A; = 3U/9P; (Equação 
14.47) e omitindo o índice i, temos: 


A= o [EM dx 
“90h 2EI 


Em vez de elevar ao quadrado a expressão do momento interno M, integrar 
e depois calcular a derivada parcial, geralmente é mais fácil diferenciar antes 
da integração. Desde que E e 1 sejam constantes, teremos: 





fi m) dx (14.49) 
af u| oP) EI 





Onde: 

A = deslocamento do ponto provocado pelas cargas reais que atuam 
sobre a viga 

P = força externa de intensidade variável aplicada à viga na direção 
de A 

M = momento interno da viga, expresso em função de x e provocado 
tanto pela força P quanto pelas cargas sobre a viga 

E = módulo de elasticidade do material 

I = momento de inércia da área da seção transversal calculado em torno 
do eixo neutro 


Se for necessário determinar a inclinação 0 da tangente em um ponto da 
linha elástica, deve-se calcular a derivada parcial do momento interno M em 
relação a um momento externo M' que atue no ponto. Nesse caso: 


É a dx 
= Ene 4. 
g | n% EI (an) 











As equações apresentadas são semelhantes às usadas no método dos tra- 
balhos virtuais (equações 14.42 e 14.43), exceto pelo fato de que m e my foram 
substituídos aqui por OM/9P e OM/0M", respectivamente. 

Ressalte-se que, se a carga sobre o elemento provocar nele energia de 
deformação significativa em virtude de carga axial, cisalhamento, momento 
fletor e momento de torção, os efeitos de todas essas cargas deverão ser 
incluídos quando se aplicar o teorema de Castigliano. Para tanto, usamos as 
funções da energia de deformação desenvolvidas na Seção 14.2, juntamente 
com suas derivadas parciais associadas. O resultado é: 


ON) L E (=) dx F (21) dx F (z) dx 
=EN | + H + =| : 
a M pr: o fV oP) GA o A oP/EI J E oP/ GJ (taS) 
O método de aplicação dessa fórmula geral é semelhante ao usado para 
aplicar as equações 14.49 e 14.50. 
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PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Veja a seguir como aplicar o segundo teorema de Castigliano. 


Força Externa P e Conjugado M’. 


Colocar uma força P na viga no ponto e orientada ao longo da linha de ação do deslocamento desejado. 
Se for necessário determinar a inclinação da tangente, colocar um conjugado M' no ponto. 
Supor que tanto P quanto M’ tenham intensidade variável. 


Momentos Internos M, 


Estabelecer coordenadas x apropriadas, válidas nas regiões da viga em que não haja descontinuidade de força, 
carga distribuída ou momento. 

Calcular os momentos internos M em função de P ou de M’ e as derivadas parciais OM /oP ou oM /0M' para 
cada coordenada x. 

Depois que M e M /9P ou dM /OM"' tiverem sido determinadas, designar um valor numérico da P ou M’ se eles 
de fato substituíram uma força ou conjugado real. Caso contrário, definir P ou M’ igual a zero. 


Segundo Teorema de Castigliano. 


EXEMPLO 14.19 


Aplicar a Equação 14.49 ou a Equação 14.50 para determinar o deslocamento A ou 9. É importante manter os 
sinais algébricos para os valores correspondentes de M e 9M /ðP ou M/M". 


Se a soma resultante de todas as integrais definidas for positiva, A ou 6 terão a mesma direção de P ou M’. Se 
resultar um valor negativo, À ou 6 terão direção oposta à de P ou M’. 








Determinar o deslocamento do ponto B na viga mostrada na Figura 14.424. 
Considerar EI constante. 




















A 
R L +| 
(a) 
(b) 
SOLUÇÃO 
Força Externa P. A força vertical P é colocada em B como mostra a Figura 
14.42h. 
P ùi Momentos Internos M. É necessária uma única coordenada x para a 
-2 solução, visto que não há descontinuidades de carregamento entre A e B. 
BEEPS BEAR Usando o método das seções (Figura 14.42c), o momento interno e a derivada 
! parcial são determinados como segue: 
== | cd (EM; = 0; M + m[ž) + Pœ =0 
x v 
E 
M= se — Px 


(c) 
Figura 14.42 o 
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Definindo P = 0, temos: 

—wx? a M 
2 oP 

Segundo Teorema de Castigliano. Aplicando a Equação 14.49, temos: 


s= f| MS) = (mé) dx 


M = 





=A 





EI 


Sa wL4 
8EI 





Resposta 


Observe a semelhança entre esta solução e a obtida pelo método dos 
trabalhos virtuais (Exemplo 14.14). 





EXEMPLO 14.20 











Determinar a inclinação do ponto B na viga mostrada na Figura 14.43a. P 
Considerar EI constante. | 
SOLUÇÃO c A 

: ; tea L B L 
Momento Externo M’. Como se deseja determinar a inclinação no ponto B, j 2 ji 2 q 
coloca-se um momento externo M' sobre a viga nesse ponto (Figura 14.43b). (a) 
Momentos Internos M. Devem ser usadas duas coordenadas x, e x, para P 


a C. Pelo método das seções (Figura 14.43c), os momentos internos e as 


determinar os momentos internos na viga, visto que há uma descontinuidade, M 

M’, em B. Como mostra a Figura 14.43b, x, estende-se de A a Be x, de B 2 = à 
: ar . HxB kai 

derivadas parciais são determinados como segue: 











Para x4, 
WzMen= 0; -Mı — Px, =0 
M, = =Pxi £E 
aMi o B | 
om" m? [ES 
Para x», S en 
t EMen = 0; -M + M' — Pt + x) =0 P 
L Es | 
M= M- p(E + xa) M ESTA ID DA EE 
j B 
T p 
M © 


Figura 14.43 
Segundo Teorema de Castigliano. Definindo M’ = 0 e aplicando a Equação EE 


14.50, temos: 
E a) dx 
= M er 
fi | (x EI 


— [OEO des | (12 PIUA) aO de 
TI EI k o EI 





ii R ta 
=. espos 

BEI r 

O sinal negativo indica que g tem direção oposta à do momento M’. 
Observe a semelhança entre esta solução e a do Exemplo 14.15. 
m 
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EXEMPLO 14.21 





Determinar o deslocamento vertical do ponto C na viga de aço mostrada 
na Figura 14.444. Adotar E. = 200 GPa, I = 125(1078) mî. 


P 


4 kN/m — 
18 kN-m 


E e ) 
n x | 
9kN + 0,4P f- 6m 4m -| 3 KN + 0,6P 

















3 KN +0,6P 
(c) 


Figura 14.44 


(b) 


SOLUÇÃO 


Força Externa P. A força vertical P é aplicada ao ponto C (Figura 14.44h). 
Posteriormente, essa força será definida como sendo igual ao valor fixo de 5 kN. 


Momentos Internos M. Neste caso, são necessárias duas coordenadas x para 
a integração, visto que a carga é descontínua em C. Os momentos internos e 
as derivadas parciais são determinados pelo método das seções (Figura 14.440), 
como segue: 





Para x4, 
1 
+TSMpn = 0; Mi + (2) -0 +04 =0 
M; = (9 + 0,4P)x, — TA 
oM 
F = 0,4x 


Para xz, 
(W EMgn=0; -M +18 + (3 + 0,6P)x2 = 0 
M, = 18 + (3 + 0,6P)x2 
9M» 


oP 


Segundo Teorema de Castigliano. Definindo P = 5 kN e aplicando a 
Equação 14.49, temos: 


L {9M ) dx 
de= a EI 
O (é Gm — am (0,4%) day q [É 08 + 6x2)(0,6x5) dx 
o EI o EI 





= 0,6x2 


410,9 EN -m? 
[200(109) kN/m?] 125(1079) m4 


0,0164 m = 16,4 mm Resposta 





E PROBLEMAS 


14.130. Resolver o Problema 14.77 usando o teorema de 14.131. Resolver o Problema 14.78 usando o teorema de 


Castigliano. 


Castigliano., 


*14,132. Resolver o Problema 14.84 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.133. Resolver o Problema 14.83 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.134. Resolver o Problema 14.88 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.135. Resolver o Problema 14.94 usando o teorema de 
Castigliano. 


*14.136. Resolver o Problema 14.92 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.137. Resolver o Problema 14.102 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.138. Resolver o Problema 14.98 usando o teorema de 
Castigliano, 


14.139. Resolver o Problema 14.99 usando o teorema de 
Castigliano. 
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*14.140. Resolver o Problema 14.96 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.141. Resolver o Problema 14.103 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.142. Resolver o Problema 14.106 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.143. Resolver o Problema 14.107 usando o teorema de 
Castigliano. 


*14.144. Resolver o Problema 14.108 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.145. Resolver o Problema 14.109 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.146. Resolver o Problema 14.111 usando o teorema de 
Castigliano. 


E PROBLEMAS DE REVISÃO E 


14.147. A viga em balanço está submetida ao momento My 
aplicado em sua extremidade. Determinar o deslocamento da 
viga em B. Considerar EI constante e usar o método dos 
trabalhos virtuais. 


*14.148. Resolver o Problema 14.147 usando o teorema de 
Castigliano. 


*14.152, Resolver o Problema 14.151 usando o teorema de 





Castigliano. 
A B A 12 kNm 
OT cu 











Problemas 14.151/14.152 


14.153. Determinar o deslocamento vertical da junta E, 
Para cada elemento, A = 400 mm?, E = 200 GPa. Usar o 
método dos trabalhos virtuais. 








Problemas 14,147/14.148 


14.154. Resolver o Problema 14.153 usando o teorema de 


14.149. Usar o método dos trabalhos virtuais para determinar Castigliano. 


o deslocamento no ponto A. Considerar EI constante. 


14.150. Resolver o Problema 14.149 usando o teorema de 
Castigliano. 

















H 2m e 2m -| 


Problemas 14.149/14.150 Problemas 14.153/14.154 


14.155. Determinar a energia de deformação na barra curva 
horizontal devida à torção. Há uma força vertical P atuando 
na extremidade e JG é constante. 


14.151. Determinar a inclinação do ponto C da viga de aço 
A-36. I = 9,50(10f) mm. Usar o método dos trabalhos 
virtuais. 
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E 4 pés -+ 4 pés +| 
Problema 14.156 





14.157. A viga construída com perfil W10 x 12 é feita de 
aço A-36 e está engastada na parede em B. A mola montada 
sobre ela tem rigidez k = 1.000 Ib/pol. Se um peso de 8 1b 
for solto sobre a mola de uma altura h = 3 pés, determinar 
a tensão de flexão máxima desenvolvida na viga. 











h 
Problema 14,155 a 
*14.156. Determinar a energia de deformação total no E 
conjunto de aço A-36. Considerar a energia de deformação B | 
axial nas duas hastes de 0,5 pol de diâmetro e a energia de 8 pés 


deformação por flexão na viga, para a qual Z = 43,4 pol”. Problema 14,157 








A PROPRIEDADES (GEOMÉTRICAS 
DE UMA ÁREA 





À.1 CENTRÓIDE DE UMA ÁREA 


O centróide de uma área refere-se ao ponto que define o centro geométrico 
dessa área. Se ela tem forma arbitrária, como a da Figura A.la, as coordenadas 
x c y que definem a localização do centróide C são determinadas por meio 
destas fórmulas: 


(A1) 








Os numeradores nessas equações representam o ‘momento de primeira 
ordem’ do elemento de área dA em torno dos eixos y e x, respectivamente 
(Figura A.1b); os denominadores, por sua vez, representam a área total A da 
forma. 





Figura A.1 





Figura A.2 Figura A.3 
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EXEMPLO A.1 





11,5 pol 


| 
| 








-1,5 pol 





3 pol 








T 


1 


8 pol 


Oberve que a localização de alguns centróides é especificada parcial ou 
totalmente pelas condições de simetria. Nos casos em que a área tem um eixo 
de simetria, seu centróide localiza-se ao longo daquele eixo. Por exemplo: o 
centróide C da área mostrada na Figura A.2 localiza-se ao longo do eixo y, uma 
vez que, para cada área elementar dA a uma distância +x para a direita do 
eixo y, há um elemento idêntico a uma distância —x para a esquerda, O 
momento total de todos os elementos em torno do eixo de simetria cancela- 
se; isto é, fx dA = 0 (Equação A.1), de modo que x = 0. Nos casos em que a 
forma tem dois eixos de simetria, o centróide localiza-se na interseção de tais 
eixos (Figura A.3). Com base no princípio de simetria ou na Equação Al, 
relacionamos a localização do centróide de formas comuns no final do livro. 


Áreas Compostas. Frequentemente, uma área pode ser secionada ou dividida 
em várias partes de forma mais simples. Desde que a área e a localização do 
centróide de cada uma dessas “formas compostas’ sejam conhecidas, pode-se 
eliminar a necessidade da integração para determinar o centróide de toda a 
área. Nesse caso, devem ser usadas equações análogas à A.1, exceto pelo fato 
de que, aqui, símbolos de somatória finita substituirão os símbolos de inte- 
gração; ou seja: 





ZA SA 
O SA 





X= (AD) 





Nesse caso, Xe ÿ representam as distâncias algébricas ou coordenadas x, y 
do centróide de cada parte componente, e ZA representa a soma das áreas das 
partes componentes ou simplesmente a área total. Em particular, se houver um 
furo ou uma região geométrica sem material na parte componente, esse furo 
ou região serão considerados parte componente adicional de área negativa. 
Além disso, como discutido acima, se a área total é simétrica em relação a um 
eixo, seu centróide localiza-se em tal eixo. 

O exemplo seguinte ilustra a aplicação da Equação A.2. 





Localizar o centróide € da área da seção transversal da viga T mostrada 
na Figura A.4a. 


SOLUÇÃO I 


O eixo y foi posicionado ao longo do eixo de simetria, de modo que 
x=0 (Figura A.d4a). Para obter y vamos definir o eixo x (eixo de referência) 
ao longo da base da área. A área foi dividida em dois retângulos como mostrado 
e a localização do centróide y de cada um foi definida. Aplicando a Equação 
A.2, temos: 


ZA _ [5 polJ(10 pol)(2 pol) + [11,5 polJ(3 pol)(8 pol) 


“SA (10 pol(2 pol) + (3 pol)(8 pol) 
= 8,55 pol Resposta 





SOLUÇÃO II 


Usando a mesma divisão de área, pode-se posicionar o eixo x na parte 
superior da área como mostra a Figura A .4b, Nesse caso: 

— ZA _ [z715 polJ3 pol(8 pol) + [-8 pol}(10 pol)(2 pol) 

YSA (3 pol)(8 pol) + (10 pol)(2 pol) 


= —4,45 pol Resposta 
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O sinal negativo indica que, como esperado, C localiza-se abaixo da origem. 
Observe também que, pelas duas respostas, 8,55 pol + 4,45 pol = 13,0 pol, que 
é a altura da viga. 


SOLUÇÃO III 


Também é possível considerar que a área da seção transversal seja um 
retângulo grande menos dois retângulos pequenos (Figura A.4c). Nesse caso, 
temos: 


—. ZA _ [6,5 poll(13 pol)(8 pol) — 2[5 pol](10 pol)(3 pol) 
CR (13 pol)(8 pol) — 2(10 pol)3 pol) 


= 8,55 pol Resposta 








13 pol | 


Bi 





Bpl rol 


pol 


(e) 
Figura A.4 


e 


A.2 MOMENTO DE INÉRCIA DE UMA ÁREA 


Ao calcular o centróide da área, consideramos o momento de primeira 
ordem dessa área em torno de um eixo; ou seja, foi necessário calcular uma 
integral da forma fx dA. Alguns tópicos da resistência dos materiais exigem o 
cálculo de um momento de segunda ordem da área, isto é: fx?dA. Essa integral 
é denominada momento de inércia da área. Para mostrar formalmente como 
se define o momento de inércia, consideremos a área A mostrada na Figura 
A.5, localizada no plano x—y. Por definição, os momentos de inércia do 
elemento infinitesimal dA em torno dos eixos x e y são dI, = y dAe dl, = 
x? dA, respectivamente. O momento de inércia para toda a área é determinado 
por integração, isto é: 


] 
| 
| (A.3) 
| 


Podemos também expressar o momento de segunda ordem do elemento 
infinitesimal em torno do pólo O ou do eixo z (Figura A.5). Isso é denominado 
momento polar de inércia (dJO = PdA). Aqui, r é a distância perpendicular do 
pólo (eixo z) ao elemento dA. O momento polar de inércia para toda a área é: 


| 
| 


| Jo= j PdA=L+I1, (A.4) 
| A 


A relação entre Jo e 1,, 1, é possível visto que 7° = x? + y? (Figura A.5). 

Pelas deduções acima, vê-se que Ly, I, e Jo serão sempre positivos, visto 
que envolvem o produto do quadrado da distância pela área. Além disso, as 
unidades de momento de inércia envolvem o comprimento elevado à quarta 
potência, isto é, mf, mm ou pé*, pol”. 

Por meio das equações acima, os momentos de inércia para algumas formas 
comuns de áreas foram calculados em torno dos eixos do centróide e estão 
relacionados no final do livro. 


Teorema do Eixo Paralelo de uma Área. Se o momento de inércia de uma 
área em torno do eixo do centróide for conhecido, podemos determinar o 
momento de inércia dessa área em torno de um eixo paralelo correspondente, 
por meio do teorema do eixo paralelo. Para deduzir tal teorema, imaginemos 
que precisamos determinar o momento de inércia em torno do eixo x da área 








Figura A,5 


ay 
e 
PÁ el 
d 
[9] 


Figura A.6 
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sombreada na Figura A.6. Nesse caso, um elemento infinitesimal dA localiza- 
se a uma distância arbitrária y’ do eixo x' do centróide, enquanto a distância 
fixa entre os eixos paralelos x e x" é definida como d,. Como o momento de 
inércia de dA em torno do eixo x é dl, = (y' + dy dA, então, para toda a área: 


L= [ (W + dyPdA = Í y?’dA + 2d, Í ydA +d; Í dA 
A A A A 


O primeiro termo da direita representa o momento de inércia da área em 
torno do eixo x”, 1». O segundo termo , é nulo, uma vez que o eixo x' passa 
através da área do centróide C, isto é, |y'dA = yA =0,pois y = 0.0 resulta- 
do final é, portanto: 

| -— 
| = Ip + Ad; | (A.5) 


Uma expressão semelhante pode ser escrita para Jy, isto é: 





[b= Iy + Ade | (A.6) 


Finalmente, para o momento polar de inércia em torno de um eixo 
perpendicular ao plano x-y e passando pelo pólo O (eixo z) — Figura A.6, 
temos: 


Io = E Ad | (A.7) 


O formato das equações acima diz que o momento de inércia de uma área 
em torno de um eixo é igual à área do momento de inércia em torno de um 
eixo paralelo que passe pelo 'centróide” mais o produto da área pelo quadrado 
da distância perpendicular entre os eixos. 


Áreas Compostas. Várias áreas de seção transversal consistem em uma série 
de formas mais simples interligadas, tais como retângulos, triângulos e se- 
micírculos. Desde que o momento de inércia de cada uma dessas formas seja 
conhecido, ou possa ser calculado em torno de um eixo comum, o momento 
de inércia da “área composta” poderá ser determinado como a soma algébrica 
dos momentos de inércia de suas partes componentes. 

A fim de determinar adequadamente o momento de inércia de tal área em 
torno de um eixo específico, é necessário antes dividi-la em suas partes compo- 
nentes e indicar a distância perpendicular do cixo de referência ao cixo paralelo 
do centróide de cada parte. Usando a tabela no final do livro, calcula-se então o 
momento de inércia de cada parte em torno do eixo do centróide. Se esse eixo 
não coincidir com o eixo especificado, deve-se usar o teorema do eixo paralelo, 
1=1 + Ad?, para determinar o momento de inércia da parte em torno do eixo 
dado. O momento de inércia de toda a área, em torno desse eixo, é então de- 
terminado somando-se os resultados de suas partes componentes. Em particular, 
se uma parte componente tiver um “furo”, seu momento de inércia será deter- 
minado 'subtraindo-se' o momento de inércia do furo do momento de inércia de 
toda a área incluindo o furo. 

Os exemplos seguintes ilustram a aplicação desse método. 


EXEMPLO A.2 





Determinar o momento de inércia da área da seção transversal em torno 
do eixo x’ do centróide da viga T mostrada na Figura A.7a. 
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2 pol 


(a) 
Figura A.7 


SOLUÇÃO I 


A área foi segmentada em dois retângulos como mostra a Figura A.7a, e 
a distância do eixo x' para cada eixo do centróide foi determinada. Segundo a 
tabela no final do livro, o momento de inércia de um retângulo em torno do 
eixo de seu centróide é I = bh”. Aplicando o teorema do eixo paralelo 
(Equação A.5) a cada retângulo e somando os resultados, temos: 


I=]; + Ad? 
= 5 (2 pol)(10 pol)? + (2 pol)(10 pol)(8,55 pol — 5 pol?) 
E [a (8 pol)(3 pol)? + (8 pol)(3 pol)(4,45 pol — 1,5 pol?) 
1 = 646 polí kepati 


SOLUÇÃO II 


A área pode ser considerada como um retângulo grande menos dois 
retângulos pequenos, como mostra o tracejado da Figura A.7b. Temos: 


1=31 + Ad? 
-|+ 8 pol)(13 pol)? + (8 pol)(13 pol)(8,55 pol — 6,5 pol)? 
12 p 











T 


3 pol 2 pol 3 pol 


= dE (3 pol)(10 pol)? + (3 pol)(10 pol)(8,55 pol — 5 pot? 


I = 646 pol Resposta © 





Determinar os momentos de inércia da área da seção transversal em torno 
dos eixos x e y do centróide da viga mostrada na Figura A.8a. 


SOLUÇÃO 


A seção transversal pode ser considerada como as três áreas retangulares 
compostas 4, B e D mostradas na Figura A.8b. Para fins de cálculo, marcou- 
se na figura o centróide de cada um desses retângulos, Pela tabela no final do 
livro, o momento de inércia de um retângulo em torno do eixo de seu centróide 
é I= bbh’. Então, aplicando o teorema do eixo paralelo aos retângulos A 
e D, chegamos aos seguintes cálculos: 
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y Retângulo A: 






100 mm 


L =I; + Ad? = E (100 mm)(300 mm)? + (100 mm)(300 mm)(200 mm) 
RR 7) 


= 1,425 (10º) mm” 





ie =I; +A + (300 mm)(100 mm)? + (100 mm)(300 mm)(250 mm)? 


100 mm 


| = 1,90 (10°) mm 





— — 100 mm A 
Retângulo B: 
e 600 mm 


à Ls = (600 mm)(100 mm)? = 0,05(10) mmt 


L= 5 (100 mm)(600 mm)? = 1,80(10º) mm“ 


y Retângulo D: 


100 mm 


L=Iv+Ad)= 1 (100 mm)(300 mm)? + (100 mm)(300 mm) (200 mm)? 


= 1,425 (10°) mm” 





x» L=I;y+ Ad} = 5 (300 mm)(100 mm)? + (100 mm)(300 mm)(250 mm)? 
= 1,90 (10º) mm? 


Os momentos de inércia para toda a seção transversal são: 





() Le = 1,425(10º) + 0,05(10°) + 1,425(10º) 
Figura A.8 = 2,90 (10º) mm? Resposta 
I, = 1,90(10º) + 1,80(10º) + 1,90(10º) 
= 5,60 (10º) mm Resposta 





A.3 PRODUTO DE INÉRCIA DE UMA ÁREA 


Em geral, o momento de inércia de uma área é diferente para cada eixo 
em torno do qual é calculado. Em algumas aplicações de projeto mecânico ou 
estrutural é necessário conhecer a orientação dos eixos que levam, respec- 
tivamente, aos momentos de inércia máximo e mínimo da área. O método de 
determinação será discutido na Seção A.4. Para aplicá-lo, no entanto, deve-se 
calcular primeiro o produto de inércia da área, bem como seus momentos de 
inércia para os eixos dados x e y. 

O produto de inércia do elemento infinitesimal dA da Figura A.9, que está 
localizado no ponto (x, y), é definido como dI, = xy dA. Assim, o produto de 
inércia para toda a área é: 











Figura A.9 Ley = f» g | (aR 


Como o momento de inércia, o produto de inércia tem unidades de 
comprimento elevadas à quarta potência, isto é, mf, mm‘ ou pé”, pol”. En- 
tretanto, como x ou y podem ser quantidades negativas, enquanto o elemento 
de área é sempre positivo, o produto de inércia pode ser positivo, negativo ou 
nulo, dependendo da localização e da orientação dos eixos de coordenadas. Por 
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exemplo: o produto de inércia 1,, de uma área será nulo se x ou y forem um 
eixo de simetria da área. Para mostrar esse caso, consideremos a área sombreada 
da Figura A.10, onde para cada elemento dA localizado no ponto (x, y) há um 
elemento dA localizado em (x, —y). Como os produtos de inércia desses 
elementos são, respectivamente, xy dA e —xy dA, sua soma algébrica ou a 
integração de todos os elementos da área escolhidos dessa maneira farão com 
que eles se cancelem uns aos outros. Consegúentemente, o produto de inércia 
da área total vai se tornar nulo. Resulta também da definição de Ty, que o “sinal” 
dessa quantidade depende do quadrante onde a área se localiza. Como mostra 


a Figura A.11, o sinal de 7,, muda à medida que a área gira de um quadrante 
para o próximo. 


Teorema do Eixo Pralelo. Consideremos a área sombreada mostrada na 
Figura A.12, onde x' e y' representam um conjunto de eixos do centróide e x 
e y representam um conjunto de eixos paralelos. Como o produto de inércia 
de dA em relação aos eixos x e y é dl, = (x' + dx)(y' + dy) dA, então, para 
toda a área: 


nele H 
a 
A 


O primeiro termo da direita representa o produto de inércia da área em 
relação ao eixo do centróide, Ixy. O segundo e terceiro termos são nulos, uma 
vez que os momentos da área são calculados em torno do eixo do centróide. 
Compreendendo que a quarta integral representa a área total 4, temos como 
resultado final: 





dy + dy) dA 


dA + ds] y dA + dy| x dA + dyd, dA 
A A A 


= ] 
Ly = Ivy + Add, | (A.9) 


| 

Observe a semelhança entre essa equação e o teorema do eixo paralelo 
para momentos de inércia. Em particular, é importante que os sinais algébricos 
de d, e d, sejam mantidos quando se aplica a Equação A.9. Como ilustra o 
exemplo a seguir, o teorema do eixo paralelo encontra aplicação importante 
na determinação do produto de inércia de uma área composta em relação ao 
conjunto de eixos x e y. 


EXEMPLO A.4 


Determinar o produto de inércia da área da seção transversal em torno 
dos eixos x e y do centróide da viga mostrada na Figura A .13a. 


SOLUÇÃO 


Como no Exemplo A.3, a seção transversal pode ser considerada como 
três áreas retangulares compostas 4, B e D (Figura A.13h). As coordenadas do 
centróide de cada um desses retângulos aparecem na figura. Devido à simetria, 
o produto de inércia de cada retângulo é nulo em torno de um conjunto de 
eixos x”, y’ que passa pelo centróide do retângulo. Então, a aplicação do teorema 
do eixo paralelo a cada retângulo resulta em: 


Retângulo 4: 
Ly = Ly + Add, 
= 0 + (300 mm)(100 mm)(—250 mm)(200 mm) 
—1,50(10º) mm? 











Lé \ 


I= fey dA | ly=-hy dA 
CSA E 





Figura A.ll 











Figura A.12 





400 mm 


| 


= 100 mm 


100 mm 





(a) 
Figura A.13 
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o: | 


(b) 
Figura A.13 


Retângulo B: 
ly = Ivy + Add, 
=0+0 
=0 
Retângulo D: 
Ly = Ivy + Adyd, 
= 0 + (300 mm)(100 mm)(250 mm)(—200 mm) 
= —1,50(10º) mm” 
O produto de inércia para toda a seção transversal é: 
Lo = [-1,50(109)] + 0 + [-1,50(10°)] 
= -3,00(10º) mm'* Resposta 








X Xose E: 


a 


Figura A.14 





A.4 MOMENTOS DE INÉRCIA DE UMA ÁREA EM TORNO 
DE Eixos INCLINADOS 


Em projetos mecânicos ou estruturais, às vezes é necessário calcular os 
momentos e o produto de inércia Iw», 1, e L para uma área em relação a um 
conjunto de eixos inclinados x" e y”, quando os valores de 6, L,, 1, e 1,y são 
conhecidos. Como mostra a Figura A.14, as coordenadas do elemento de área 
dA são relacionadas pelas eguações de transformação: 


x = x cos 0 + y sen 0 
y = y cos ð — x sen 8 


A partir dessas equações, os momentos e o produto de inércia de dA em 
torno dos eixos x’ e y’ tornam-se: 


dle = y? dA = (y cos 0 — x sen 6) dA 
dl, = x’? dA = (x cos 0 + y sen 0) dA 
dloy=xy dA = (x cos 0 + y sen 9)(y cos 0 — x sen 6) dA 


Expandindo cada expressão e integrando, entendendo que L=Jy dA, 
=] X dA e Ly = f xy dA, obtemos: 


Le = I; cos? 0 + I, sen? 6 — 21, sen 6 cos 6 
Iy = I; sen? 0 + I, cos” 8 + 2I sen 8 cos 6 
Ly = 1; sen 8 cos 0 — I, sen 0 cos 6 + Ly(cos”? 0 — sen? 0) 


Essas equações podem ser simplificadas por meio das identidades trigono- 
métricas sen 20 = 2 sen O cos 0 e cos 20 = cos? 0 — sen? 8 e, dessa maneira: 


THEE - = E as Se 


L+ L-I | 











| = 2 +57 cos 20 — Lo sen 20 
aE LST 
1 = aa EE Z cos 20 + Ixy sen 20 (A.10) 
| DEL 
| Ley = 2 sen 20 + Ly cos 20 
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Observe que, se somarmos a primeira e a segunda equações, veremos que 
o momento polar de inércia em torno do eixo z que passa pelo ponto O 
independe da orientação dos eixos x' e y’, isto é: 


os bAl=LeL 


Momentos Principais de Inércia. Pela Equação A.10 pode-se ver que Iy, Iy e 
1.» dependem do ângulo de inclinação O dos eixos x' e y'. Agora vamos 
determinar a orientação desses eixos em torno dos quais os momentos de inércia 
da área (Iv e Jy) chegam ao máximo e ao mínimo. Esse conjunto de eixos par- 
ticular é denominado eixos principais de inércia da área, e os momentos de inércia 
a eles correspondentes são chamados momentos de inércia principais. Em geral, 
há um conjunto de eixos principais para cada origem escolhida O; entretanto, o 
centróide da área é a localização mais importante para O. 

Determina-se o ângulo 0 = 6,, que define a orientação dos eixos principais 
da área, diferenciando a primeira das equações A.10 em relação a 9e igualando 
o resultado a zero. Assim: 


dle _ 
do 





[el 
-à= >) sen 20 — 2 Ivy cos 20 = 0 





Portanto, em 8 = 6,: 











== | | h=1, ] =R 
eA A ETE Re | (A11) HED | k = 
20, = E E (RA 3 
B Ale N2 | le ty 
Essa equação tem duas raízes, 0,, € 0p, distantes 90º uma da outra e, desse Figura A.15 


modo, especificam a inclinação de cada eixo principal, 

O seno e o cosseno de 26, e 28, são obtidos por meio dos triângulos 
mostrados na Figura A.15, que se baseiam na Equação A.11. Se essas relações 
trigonométricas forem substituídas na primeira ou na segunda das equações 
A 10 e simplificadas, o resultado será: 





| E. t-i L-—-LY | 
| E feio e e 2 | 


Conforme o sinal escolhido, o resultado produz o momento de inércia 
máximo ou mínimo da área. Além disso, se as relações trigonométricas acima 
para 6,, e Op, forem substituídas na terceira das equações A.10, veremos que 
Ivy = 0; ou seja, o produto de inércia em relação aos eixos principais é nulo. 
Como ressaltado na Seção A.3, o produto de inércia é nulo em relação a 
quaisquer eixos simétricos e, assim, conclui-se que qualguer eixo simétrico repre- 
senta um eixo principal de inércia da área. 

Observe também que as equações deduzidas nesta seção são semelhantes 
às equações de transformação de tensão e deformação desenvolvidas nos 
capítulos 9 e 10, respectivamente. O exemplo a seguir ilustra sua aplicação. 


EXEMPLO A.5 





Determinar os momentos principais de inércia para a área da seção trans- 
versal da viga mostrada na Figura A.16, em relação a um eixo que passa pelo 
centróide C. 
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| 
400 mm 
L 





100 mm 








Figura A.16 


SOLUÇÃO 

Os momentos e o produto de inércia da seção transversal em relação aos 
eixos x e y foram calculados nos exemplos A.3 e A.4. Os resultados são: 

I, = 2,90(10º) mm? 1, = 5,60(10º) mm* Ly = —3,00(10º) mm” 

Usando a Equação A.11, temos que os ângulos de inclinação dos eixos 

principais x’ e y’ são: 
Lo 3,00(10º) 
Le — 12 |2,90(10º) — 5,60(10)]/2 
26,, = 114,2º e 20, = —65,8° 
Assim, como mostra a Figura A.16: 
0p, = 57,1º e p, = —32,9º 


Os momentos principais de inércia em relação aos eixos x' e y' são 
determinados pela Equação A.12. Então: 





tg 20, = -2,22 





k+ [L o 
máx = — 2 L£ ( 2 ) Flo 


min 








— 2,90(10°) + 5,60(10º) 4 a a — 5,60(10°) 
2 2 
= 4,25(10°) + 3,29(10°) 
ou: 


| + [— 3,00(10) 


Ináx = 7,54(10°) mm” Ian = 0,960(10º) mm Resposta 


Especificamente, o momento de inércia máximo (máx = 7,54(10º)) ocorre 
em relação ao eixo x" (eixo maior), pois, por inspeção, nota-se que a maior 
parte da área da seção transversal está mais afastada desse eixo. Para provar 
a afirmação, substituir os dados pela primeira das equações A.10, considerando 
0 = 57,1°. 





y 


Eixo principal do 
z TA momento de inércia, Fin 








z 


PES lo: do 


momento de inércia, /mis ~ 





(b) 
Figura A.17 





A.5 CÍRCULO DE MOHR PARA MOMENTOS DE INÉRCIA 


A solução gráfica das equações de A.10 a A.12 é conveniente de usar e, 
em geral, fácil de lembrar. Elevando ao quadrado a primeira e a terceira das 
equações A.10 e somando, vê-se que: 


LLY L- 12 
(te — =) + Ley? = 5 >) + Ly (A.13) 


Em qualquer problema, Zv e Ivy são variáveis e Iy, I, e Ly São constantes 
conhecidas. Desse modo, a Equação A.13 pode ser escrita de forma compacta 
como: 





(le -af + Iy? = R 


Quando essa equação é montada, o gráfico resultante tem a forma de um 
círculo com raio: 


L-I 5 
r- E, 
e cujo centro localiza-se no ponto (a, 0), onde a = (1, + 1,)/2. O círculo assim 
construído denomina-se círculo de Mohr. Sua aplicação é semelhante à usada 
para as transformações da tensão e da deformação, desenvolvidas nos capítulos 
9 e 10, respectivamente. 
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PROCEDIMENTO DE ANÁLISE 


Usa-se o círculo de Mohr neste caso sobretudo porque ele representa um modo conveniente de transformar Z, 
I, e Ix nos momentos principais de inércia. Veja a seguir como realizar tal transformação. 


Calcular I,, I, e I,y Estabelecer os eixos x, y com origem no ponto de interesse P, usualmente o centróide, e 
determinar ly, 4, e Ly (Figura A 174). 


Construir o Círculo. Estabelecer um sistema de coordenadas retangular tal que a abscissa represente o momento 
de inércia e a ordenada represente o produto de inércia Iy, (Figura A.17b). Determinar o centro do círculo, C, 
localizado a uma distância (1, + 7,)/2 da origem, e plotar o “ponto de referência’ A com as coordenadas (Iy, Ixy). 
Por definição, 7, é sempre positivo, enquanto Zy, poderá ser positivo ou negativo. Ligar o ponto de referência A 


ao centro do círculo e determinar a distância CA por trigonometria. Essa distância representa o raio do círculo 
(Figura A.17b). Finalmente, traçar o círculo. 


Momentos Principais de Inércia. Os pontos onde o círculo intercepta a abscissa informam os valores dos 
momentos principais de inércia Imín € Imax- Observar que o produto de inércia será nulo nesses pontos (Figu- 
ra A.l7b). 

Para encontrar a direção do eixo principal maior, determina-se por trigonometria o ângulo 26,,, medido a 
partir do raio CA para o eixo I positivo (Figura A.17b). Esse ângulo é o dobro do ângulo entre o eixo x e o eixo 
do momento de inércia máximo máx (Figura A.17a). Tanto o ângulo no círculo, 20,,, como o ângulo na área, 0p, 
devem ser medidos no mesmo sentido, como mostra a Figura A.17. O eixo menor define o momento de inércia 
mínimo Im, O qual é perpendicular ao eixo maior, que define Imax 





EXEMPLO A.6 


Usar o círculo de Mohr para determinar os momentos principais de inércia 
da área da seção transversal mostrada na Figura A.18a, em relação aos eixos 
que passam pelo centróide C. 


SOLUÇÃO is 


Cálculo de I,, I, e Ixy Os momentos e o produto de inércia em relação aos 
eixos x, y mostrados na Figura A.18a foram determinados nos exemplos A.3 e 

















A.4. Os resultados são 1, = 2,90(10º) mmf, 1, = 5,60(10º) mm” e 1, = 100 mm O 
—3,00(10º) mm”. LE 
Construção do Círculo. Os eixos I e 1,, são mostrados na Figura A.18h. O E A sm 
centro do círculo, C, localiza-se a uma distância (1, + 1,)/2 = (2,90 + 5,60)2 Er 
= 4,25 da origem. Se ligamos o ponto de referência A(2,90, —3,00) ao ponto é) 
C, podemos determinar o raio CA pelo triângulo sombreado CBA por meio 
do teorema de Pitágoras: L (0?) mm 
CA = V{135} + (= 3,00) = 3,29 
O círculo foi construído na Figura A.18c. 
425 135 
Momentos Principais de Inércia. O círculo intercepta o eixo I nos pontos 2,90 4-4] c ii 
[(7,54), 0] e [(0,960), 0]. Então: J An ii 
-E 12 
Loáx = 7,54(10°) mm‘ Resposta RE 
Imin = 0,960(10º) mm’ Resposta m 
) 
Como mostra a Figura A.18c, determina-se o ângulo 26,, com base no Figura A.18 


círculo, medindo-o no sentido anti-horário, a partir de CA e na direção positiva 
do eixo 7, Então: 
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Iy(10°) mm? 








bas = 7,54 — 2 Bo, 


Emín = 0,960 






gura A.l8a. 
A(2.90,-3,00) 
(e) 


Figura A.18 


3,0 
180º — tg”! (24) = 180° e7 ( : > 114,2º 


[BC] 1,35 


O eixo principal maior (para Imáx = 7,54(109) mm?) orienta-se, portanto, 
com um ângulo 68, = 57,1º, medido no sentido anti-horário a partir do eixo x 
positivo. O eixo menor é perpendicular a este. Os resultados aparecem na Fi- 





PROBLEMAS 





A.l. Determinar a distância y para o centróide C da área 
da seção transversal da viga. A viga é simétrica em relação 
ao eixo y. 


A.2. Determinar Í, e I, para a área da seção transversal da 
viga. 





Ego 








| 3 poll 4 pol Ls pol | 
Problemas A.1/A.2 


A,3. Determinar a distância y para o centróide C da área 
da seção transversal da viga e depois calcular Zy. 


*A,4. Determinar L da área da seção transversal da viga. 





kl l-o 3p- ksl 
Problemas A.3/A.4 


A.S. Determinar y, que define a localização do centróide, e 
depois calcular os momentos de inércia Jy eJ,- da viga em T. 





Problema A.5 


A.6. Determinar y, que define a localização do centróide, e 
depois calcular os momentos de inércia 1, e 7, da área da 
seção transversal. 





Problema A.6 


A.7. Determinar a localização (x, y) do centróide C da área 
da seção transversal da cantoneira e, depois, calcular os 
momentos de inércia 7, e Iy. 


*A.8. Determinar a localização (x, y) do centróide C da 
área da seção transversal da cantoneira e, depois, calcular o 
produto de inércia Zy, em relação aos eixos x' e y”. 





[los Sae 


Problemas A.T/A.& 


A.9. Determinar a localização (x, y) do centróide C da área 
da seção transversal da cantoneira e, depois, calcular os 
momentos de inércia Iy ey. 


A.10. Determinar a localização (x, y) do centróide C da 
área da seção transversal da cantoneira e, depois, calcular o 
produto de inércia Zy, em relação aos eixos x' e y”. 
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150 mm 





L— 300 mm za 


Problemas A.9/A.10 2 pol 





E ARE 
All. Determinar a localização (x,y) da área da seção 9 pi 
transversal da cantoncira e, depois, calcular os momentos de Problemas A.15/A.16 


inércia I» e 1. A.17. Determinr o produto de inércia Z, da área da seção 


*A.12. Determinar a localização (x, y) da área da seção transversal em relação aos eixos x e y. 
transversal da cantoneira e, depois, calcular o produto de 











inércia 1, em relação aos eixos x' e y’. y 
bi pol 
| 
4 pol 
x 0,5 pol x 
| 6 pol 
ii Problema A.17 
10 mm | 
200 mm A.18. Calcular os momentos de inércia Zv e 1, e o produto 
Problemas A.11/A.12 de inércia Ivy da área da seção transversal. Usar as equações 
E És da Seção A.4. 
A.13. Determinar os momentos de inércia /, e /, da seção 
Z. A origem das coordenadas é o centróide C. y 






A.14. Determinar o produto de inércia Io da área da seção 1o ai omm 


transversal da seção Z. A origem das coordenadas é o 
centróide C. 


100 mm 





4 | 


“10,5pol 


|— 100 mm — 


2 1 
gu ES Problema A.18 
A.19. Determinar os momentos de inércia ly e Iy e o 
0,5 pol produto de inércia 7,y da área retangular. Os eixos x' e y” 


jma dl passam pelo centróide C. Usar as equações da Seção A.4. 
po! 


0,5 pol 
Problemas A.13/A.14 


A.15. Determinar a localização (x, y) do centróide C da 
área da seção transversal, bem como os momentos de inércia 
Iy e 1, em relação aos eixos x' e y', que têm sua origem no 
centróide C. 


*A.16. Determinar a localização (x, y) do centróide C da 
área da seção transversal, bem como o produto de inércia apol 


Ley em relação aos eixos x' e y'. Problema A.19 





624 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


*A.20. Determinar a localização (x, y) do centróide C da 
área da seção transversal da cantoneira; em seguida, calcular 
o produto de inércia Iv, Usar as equações da Seção A.4. 


A.21. Determinar a localização (x,y) do centróide C da 
área da seção transversal da cantoneira; em seguida calcular 
os momentos principais de inércia e a orientação dos eixos 
principais de inércia em relação aos eixos x e y. 








Problemas A.20/A.21 


A.22. Determinar os momentos de inércia 1, cl, co 
produto de inércia 1, da área semicircular. 





Problema A.22 


A.23. Determinar os momentos principais de inércia e a 
orientação dos eixos de inércia principais da área da seção 
transversal em relação ao conjunto de eixos principais, que 
têm origem no centróide C. Usar as equações desenvolvidas 
na Seção A.4. 


*A,24. Resolver o Problema A.23 usando o círculo de 
Mohr. 









16,11 mm 


50 mm 
16,11 mm 


10 mm 





eai cecal 


Problemas A.23/A.24 


A.25. Determinar os momentos principais de inércia e a 
orientação dos eixos principais de inércia da área da seção 
transversal, os quais têm origem no centróide C. Usar as 
equações desenvolvidas na Seção A.4. 


A.26. Resolver o Problema A.25 usando o círculo de 
Mohr. 


| 
"025 pol 


=r 


2 pol si 





Problemas A.25/A.26 


Sa ai cin aaa RE ip aa 





B PROPRIEDADES (GEOMÉTRICAS 
DE PERFIS ESTRUTURAIS 





Abas Largas ou Perfis em W Unidades FPS (Pés-Libras-Segundo) 


Espessura 
Designação Área Altura da alma Espessura 





talma faba 





A d 
pol x Ibipé 


W24 x 104 
W24 x 94 
W24 x 84 
W24 x 76 
W24 x 68 
W24 x 62 
W24 x 55 


W18 x 65 
W18 x 60 
W18 x 55 
W18 x 50 
W18 X 46 
W18 x 40 
W18 x 35 


W16 x 57 
W16 x 50 
W16 x 45 
W16 x 36 
W16 x 31 
W16 x 26 


W14 x 53 
W14 x 43 
W14 x 38 
W14 x 34 
W14 x 30 
W14 x 26 
W14 x 22 
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baba 


Abas Largas ou Perfis em W Unidades FPS (Pés-Libras-Segundo) 





E Espessura 
Designação Area da alma Largura | Espessura 


A falma baba taba 


pol X Ib/pé pol? pol pol 





W12 x 87 25,6 0,515 12,125 
W12 x 50 14,7 0,370 8,080 
W12 X 45 13,2 0,335 8,045 
W12 x 26 7,65 0,230 6,490 
W12 X 22 6,48 0,260 4,030 
W12 x 16 471 0,220 3,990 
W12 x 14 4,16 0,200 3,970 


W10 x 100 29,4 0,680 10,340 
W10 x 54 15,8 0,370 10,030 
W10 x 45 13,3 0,350 8,020 
W10 x 39 11,5 0,315 7,985 
W10 x 30 8,84 0,300 5,810 
W10 x 19 5,62 0,250 4,020 
W10 X 15 441 0,230 4,000 
W10 x 12 3,54 0,190 3,960 


W8 x 67 19,7 0,570 8,280 
WB X 58 171 0,510 8,220 
W8 X 48 14,1 0,400 8,110 
W8 x 40 7! 0,360 8,070 
W8 x 31 9,13 0,285 7.995 
W8 x 24 7,08 0,245 6,495 
W8 x 15 4,44 0,245 4,015 


W6 x 25 7,34 0,320 6,080 
W6 x 20 5,87 0,260 6,020 
W6 x 16 4,74 0,260 4,030 
W6 x 15 443 0,230 5,990 
W6 x 12 3,55 0,230 4,000 
W6X9 2,68 0,170 3.940 
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Perfil em C Padrão Americano Unidades FPS (Pés-Libras-Segundo) 


T 





Espessura 
Designação | Area Altura da alma Te | a 
A d —] Daba taba 


pol x Ibipé | po | pal to 


C15 x 50 14,7 15,00 Na E 
C15 x 40 11,8 15,00 0,520 
C15 x 33,9 9,96 15,00 0,400 








C12 x 30 8,82 | 1200 | 0,510 
C12 x25 7,35 | 1200 | 0,387 
C12 x 20,7 609 | 1200 | 0,282 


C10 x 30 8,82 10,00 0,673 
C10 x25 7,35 10,00 0,526 
C10 x 20 5,88 10,00 0,379 


C10 x 15,3 4,49 10,00 0,240 


C9 x 20 5,88 900 | 0,448 
C9 x15 4,41 900 | 0,285 
C9x134 | 3,94 9,00 | 0,233 





C8 x 1875 | 5,51 8,00 | 0,487 
C8 x 13,75 | 4,04 8,00 | 0,303 
C8 X 11,5 3,38 800 | 0,220 


C7 X 14,75 | 4,33 700 | 0,419 
C7 X 12,25 | 3,60 700 | 0,314 
C7x 98 287 700 | 0,210 


C6 x 13 3,83 600 | 0,437 
C6 x 10,5 3,09 600 | 0314 
Cóx 82 2,40 600 | 0,200 


CSX 9 2,64 5,00 0,325 
C5x 6,7 1,97 5,00 0,190 


C4x 725 | 2,13 400 | 0,321 
C4X 54 1,59 400 | 0,184 


C3x 6 1,76 3,00 0,356 
C3x 5 1,47 3,00 0,258 
C3x 41 1,21 3,00 0,170 
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Cantoneiras de Abas Iguais Unidades FPS (Pés-Libras-Segundo) 


Tamanho e 


Lsx8x1 
Lex8x% 
L8 x8 x1 


| 6x6x1 
L6x6x3 
L 6x 6x1 
L6x6x% 


L5x5x% 
L5x5x 
L5x5x% 


L 4x 4x % 
L4x4x 4 
L4x4x% 


Lax4gxy 





LI x IA x y 
3% x 3% x % 
Lay x 3% x 14 
L3x3x% 


L3x3x% 
L3 x3 x1 


Lan x 2m xy 
L21 x 2% x % 
[214 x 2 x 14 


L2x2x% 
L2x2x⁄ 
L2x2x% 
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aba > 


“— kalma 


aba 


Abas Largas ou Perfis em W Unidades SI 


Espessura 
Designação Área Altura da alma | Largura 
A d talma baba 


W610 x 155 
W610 x 140 
W610 x 125 
W610 x 113 
W610 x 101 
W610 x 92 

W610 x 82 


W460 x 97 
W460 x 89 
W460 x 82 
W460 x 74 
W460 X 68 
W460 x 60 
W460 x 52 





W410 x 85 
W410 x 74 
W410 x 67 
W410 x 53 
W410 x 46 
W410 x 39 





W360 x 79 
W360 x 64 
W360 x 57 
W360 x 51 
W360 x 45 
W360 x 39 
W360 x 33 
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laba y 


laima 


baba 


Abas Largas ou Perfis em W Unidades SI 


Espessura i 
Designação Área Altura | da alma Largura | Espessura 
A d baba laba I S r I Ss r 
318 


W310 x 129 

W310 X 74 310 
W310 x 67 306 
W310 x 39 310 
W310 x 33 313 
W310 x 24 305 
W310 x 21 303 








W250 x 149 
W250 x 80 
W250 x 67 
W250 x 58 
W250 x 45 
W250 x 28 


W250 x 22 
W250 x 18 


W200 x 100 
W200 x 86 
W200 x 71 
W200 x 59 
W200 x 46 
W200 x 36 
W200 x 22 


W150 x 37 
W150 x 30 
W150 x 22 
W150 x 24 
W150 x 18 
W150 x 14 








Perfil em C Padrão Americano 


Espessura 


da alma |Largur 


Designação 


mm X kg/m | mm? mm 


C380 x 74 
C380 x 60 
C380 x 50 


C310 x 45 
C310 x 37 
C310 x 31 


C250 x 45 
C250 x 37 
C250 x 30 
C250 x 23 


C230 x 30 
C230 x 22 
C230 x 20 


C200 x 28 
C200 x 20 
C200 x 17 


C180 x 22 
C180 x 18 
C180 x 15 


C150 x 19 
C150 x 16 
C150 x 12 


C130 x 13 
C130 x 10 


C100 x 11 
C100 x 8 


C75x9 
C75 x7 
C75 x 6 


ea 
A 


r 
9.480 
7.610 
6.430 


5.690 
4.740 
3.930 


5.690 
4.740 
3.790 
2.900 


3.790 
2.850 
2.540 


3.550 
2.610 
2.180 


2.790 
2.320 
1.850 


2.470 
1.990 
1.550 


1.700 
1.270 


1370 
1030 


1,140 
948 
781 
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Unidades SF 


baba 





168 
145 
131 





882 
761 
688 


442 
393 
352 


338 
299 
258 
221 


221 
185 


108 mm“ 


134 
113 
102 


71,0 
62,9 
57.2 


61,9 
s23 
44,4 
38,5 


40,5 
33,6 
32,0 


35,6 
28,3 
25,9 


26,9 
23,4 
20,6 


22,3 
18,8 
16,3 


15,0 
12,5 


11,4 
9,32 


891 
7,64 
6,57 
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Cantoneiras de Abas Iguais Unidades SI 


Área 
T E EE E AEA 
L 203 x 203 X 25.4 75,9 9.680 36,9 258 61,7 60,1 36,9 258 61,7 Ea 39,6 


| 203 x 203 x 19,0 57,9 7.380 28,9 199 62,6 57,8 28,9 199 62,6 | 578 40,1 
L 203 x 203 x 12,7 39,3 5.000 20,2 137 63,6 55,5 20,2 137 63,6 | 55,5 40,4 


L 152 x 152 x 25,4 55,7 7.100 14,6 139 45,3 47,2 14,6 139 453 | 472 29,7 
L- 152 x 152 x 19,0 42,7 5.440 11,6 108 46,2 45,0 11,6 108 46,2 | 450 29,7 
L- 152 x 152 x 12,7 29,2 3.710 8,22 75,1 47,1 42,7 8,22 $ 47,1 | 42,7 30,0 
L 152 x 152 x 9,5 22,2 2.810 6,35 57,4 47,5 41,5 6,35 R 47,5 | 41,5 30,2 


L 127x127x190 | 351 4.480 6,54 73,9 382 | 387 6,54 i 382 | 387 | 248 
L127 x 127 x 12,7 24,1 3.060 4,68 51,7 39,1 | 36,4 4,68 39,1 | 364 | 250 
L 127 x 127 x 9,5 18,3 2.330 3,64 39,7 39,5 | 353 3,64 ; 39,5 | 353 | 251 





L102 x 102 x 19,0 | 275 | 3.510 3,23 46,4 30,3 | 324 3,23 : 30,3 | 324 | 198 
[102 x 102 x 127 190 | 2420 2,34 32,6 31,1 | 302 2,34 : 31,1 | 302 | 199 
L102 x 102 x 9,5 146 | 1.840 1,84 25,3 31,6 | 290 1,84 : 316 | 290 | 200 
L 102 x 102 X 6,4 98 | 1250 1,28 173 20 | 279 1,28 ; 3220 | 27,9 | 202 


L89 x 89 x 127 16,5 2.100 1,52 24,5 26,9 26,9 1,52 É 26,9 | 26,9 17,3 
L89 x 89 x 9,5 12,6 1.600 1,20 19,0 27,4 25,8 1,20 ; 274 | 258 17,4 
L-89 x 89 X 6,4 8,6 1.090 0,840 13,0 27,8 24,6 0,840 ; 278 | 246 17,6 


| 76x 76 x 12,7 14,0 1.770 0,915 17,5 22,7 23,6 0,915 ; 227 | 236 4,8 
L 76x 76 x 9,5 10,7 1.360 0,726 13.6 23,1 229 0,726 5 231 | 225 4,9 
L 76 x 76 x 6,4 T2 927 0,514 9,39 23,5 21,3 0,514 ; 23,5 | 213 5,0 


L64 x 64 x 12,7 11,5 $ 0,524 12,1 19,0 20,6 0,524 } 19,0 | 20,6 12,4 
L64 x 64 x 9,5 8,8 E 0,420 9,46 19,4 19,5 0,420 , 19,4 19,5 12,4 
L64x6 X 6,4 61 0,300 6,59 19,8 18,2 0,300 É 19,8 18,3 12,5 





L51x51X9,5 7,0 0,202 se | 15,2 | 162 0,202 ; 152 | 162 9,88 
L51x51x64 47 0,146 409 | 156 | 151 0,146 j 15,5 | 151 9,93 
L51 x51 X 3,2 25 0,080 216 | 160 | 139 0,080 ; 160 | 139 | 1041 








INCLINAÇÕES E 
DESLOCAMENTOS DE VIGAS 








Inclinações e Deslocamentos de Vigas Simplesmente Apoiadas 


5 PL? 
Vmáx = 48EI a der 








* (312 - 422) 


0sxs L2 
—Pab(L + b) 
6EIL 


_ Pab(L+a) 
o 6EIL 





— Mox 


= zp Sha + 2) 








v= = œ — 2Lx2 + L’) 


AEI 


—5wL4 
= v= 


E 2 3 
so TÓBEI AN (16x? — 24Lx? + 91º) 


00sx L2 


x=. 


Wi (8x3 — 24Lx2 


x wL’ EWE 
Vmax = —0,006563- p7 V = 384E1 
+17L?%x — L’) 


em x = 0,4598L Ll=x<L 


L4 
Vmáx = -0,006520 v= 


3 E ri TE Saare (3x! — 10L2x2 + 7º) 


em x = 0,5193 
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Inclinações e Deslocamentos de Vigas em Balanço 


v 


— Px? 


“= BEI 


ĠL-x) 0sxs L2 


—PL? 


v= IET (x -3L) LRsxsL 





Wo 2 
v= AE E 4Lx + 6L?) 











2 
ZW Ra 372 
24EI (x2 — 2Lx + 512) 
0=x= L2 


=H 
= T92EI (4x — L/2) 


—wox2 


— 120EIL 








v (1072 — 1012x + 5Lx2 — x?) 











D REVISÃO DOS FUNDAMENTOS 
DE ENGENHARIA 





Composto por problemas, este Apêndice pode ser utilizado para rever os 
fundamentos de engenharia na preparação para exames de verificação da qua- 
lidade de ensino de cursos de engenharia ou possíveis exames de certificação 
profissional para engenheiros. 

Antes de você resolver qualquer um dos problemas, sugerimos que revise 
as seções indicadas de cada capítulo, a fim de se familiarizar com as definições 
em negrito, e também os exemplos dessas seções. Os problemas a seguir estão 
ordenados na mesma segiiência dos tópicos de cada capítulo e, no fim, são 
fornecidas soluções parciais. 
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Capítulo 1 — Revisar Todas as Seções 


Dl Determinar o momento interno resultante no 
ponto F do elemento da estrutura. 


600 Ib 











Problema D.1 


D.2 A viga é apoiada por um pino em 4 e um elo BC. 
Determinar o cisalhamento interno resultante no 
ponto D. 


D.3 A viga é apoiada por um pino em A e um elo BC. 
Determinar a tensão de cisalhamento média no pino 
em B supondo que ele tenha diâmetro de 20 mm e 
esteja sob cisalhamento duplo. 


D.4 A viga é apoiada por um pino em A e um elo BC. 
Determinar a tensão de cisalhamento média no pino 
em A supondo que ele tenha diâmetro de 20 mm e 
esteja sob cisalhamento simples. 











Problemas D.2/D.3/D.4 


D.5 Quantos componentes independentes de tensão 
há em três dimensões? 


D.6 As barras da treliça têm área da seção transversal 
de 2 pol?. Determinar a tensão normal média no 
elemento CB. 





|- 4 pés E 


Problema D.6 





D.7 A estrutura suporta a carga mostrada. O pino em 
A tem diâmetro de 0,25 pol. Supondo que esteja sujeito 
a cisalhamento duplo, determinar a tensão de cisalha- 
mento média nele desenvolvida. 








Problema D.7 


D.8 A viga uniforme é apoiada por duas hastes AB e 
CD com área da seção transversal de 10 mm? e 15 
mm?, respectivamente. Determinar a intensidade w da 
carga distribuída de modo que a tensão normal média 
em cada haste não exceda 300 kPa. 








Problema D.8 


D.9 O parafuso é usado para suportar a carga de 3 
kip. Determinar seu diâmetro d com aproximação de 
4 pol. A tensão normal admissível para o parafuso é 
Cadm = 24 ksi. 


d 
> 3 kip 


Problema D.9 
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D.10 As duas hastes suportam a força vertical P = 30 
kN. Determinar o diâmetro da haste AB supondo que 
o esforço de tração admissível para o material seja 
Cadm = 150 MPa. 


D.11 As hastes AB e AC têm diâmetros de 15 mm e 
12 mm, respectivamente. Determinar a maior força 
vertical P que pode ser aplicada. O esforço de tração 
admissível para as hastes é Cadm = 150 MPa. 





Problemas D.10/D.11 


D.12 A tensão de apoio admissível para o material 
sob os apoios A e B é cadm = 500 psi. Determinar a 
carga distribuída uniforme máxima w que pode ser 
aplicada à viga. As chapas de apoio em 4 e B têm 
seção transversal quadrada de 3 pol x 3 pole 2 pol 
X 2 pol, respectivamente. 









E 6 pés — A. 4 pés | 


Problema D.12 
Capítulo 2 — Revisar Todas as Seções 


D.13 Uma tira de borracha tem comprimento sem 
deformação de 9 pol. Se for esticada ao redor de um 
poste com diâmetro de 3 pol, qual será a tensão normal 
média nela desenvolvida? 


D.14 A haste maciça é suportada por um pino em A 
e pelos arames BC e DE. Se a tensão normal máxima 
admissível em cada arame é adm = 0,003, qual o 
deslocamento vertical máximo da carga P? 





ai 2m to 1,5 m —l 1,5 m — 





Problema D.14 


D.15 A carga P provoca uma deformação normal de 
0,0045 pol/pol no cabo AB. Determinar o ângulo da 
rotação da viga maciça devida à carga, supondo que 
ela esteja inicialmente horizontal antes do carrega- 
mento. 











Problema D.15 


D.16 A peça quadrada do material deforma-se até 
assumir a posição tracejada. Determinar a deformação 
por cisalhamento no canto C. 


7 0,02 mm 


i 
LT c 
0,01 mm `- — |— 


30 mm 











J- 


0,02 mm 





Problema D.16 
Capítulo 3 — Revisar as Seções 3.1-3.7 
D.17 Definir material homogêneo. 


D.18 Indicar no diagrama tensão-deformação os 
pontos que representam o limite de proporcionalidade 
e a tensão de ruptura. 





Problema D.18 
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D.19 Definir o módulo de elasticidade E. 


D.20 Na temperatura ambiente, o aço doce é um 
material dúctil. Verdadeiro ou falso? 


D.21 Naengenharia, a tensão e a deformação são cal- 
culadas usando-se a área da seção transversal e o com- 
primento reais do corpo-de-prova. Verdadeiro ou falso? 


D.22 Se uma haste for submetida a carga axial, ha- 
verá deformação do material somente na direção da 
carga. Verdadeiro ou falso? 


D.23 Uma haste de 100 mm de comprimento tem 
diâmetro de 15 mm. Se lhe for aplicada uma carga axial 
de tração de 100 kN, qual será a mudança em seu 
comprimento? E = 200 GPa. 


D.24 Uma barra tem comprimento de 8 pol e área 
da seção transversal de 12 pol?. Determinar o módulo 
de elasticidade do material supondo que, quando 
submetido a uma carga axial de tração de 10 kip, ele 
se alonga 0,003 pol. O material tem comportamento 
linear-elástico. 


D.25 Uma haste de latão com 10 mm de diâmetro 
tem um módulo de elasticidade E = 100 GPa. Se tiver 
4 m de comprimento e for submetida a uma carga axial 
de tração de 6 kN, qual será seu alongamento? 


D.26 Uma haste com 100 mm de comprimento tem 
diâmetro de 15 mm. Se lhe for aplicada uma carga axial 
de tração de 10 kN, qual será a mudança em seu 
diâmetro? E = 70 GPa e v = 0,35. 


Capítulo 4 — Revisar as Seções 4.1-4.6 


D.27 O que diz o princípio de Saint-Venant? 
D.28 Quais são as duas condições para que o prin- 
cípio da superposição seja válido? 


D.29 Determinar o deslocamento da extremidade A 
em relação à extremidade € do eixo. A área da seção 
transversal é 0,5 po? e E = 29(10º) ksi. 


2kip oip 
e e — 
A | B a 
er pés de 6 pés- + 
Problema D.29 


D.30 Determinar o deslocamento da extremidade A 
em relação à extremidade C do eixo. Os diâmetros de 
cada segmento estão indicados na figura. E = 200 GPa. 


50 mm 


20 mm 20kN 30mm 
j] 










12 kN 





0,3 m 





Problema D.30 


D.31 Determinar o ângulo de inclinação da viga ma- 
ciça quando está sujeita a uma carga de 5 kip. Antes 
do carregamento ela estava na horizontal. Cada haste 
tem diâmetro de 0,5 pol e E = 29(10°) ksi. 











- 6 pés - 4 
Problema D.31 


D.32 A barra uniforme está submetida à carga de 6 kip. 
Determinar as reações horizontais nos apoios 4 e B. 











— 2 pés 


Problema D.32 


D.33 O cilindro é feito de aço e tem núcleo de alu- 
mínio. Se suas extremidades estiverem submetidas a 
uma força axial de 300 kN, qual será a tensão normal 
média no aço? O cilindro tem diâmetro externo de 100 
mm e diâmetro interno de 80 mm. Eaço = 200 GPa e 
Ea = 731 GPa. 


P = 300 kN 


Problems D.33 


D.34 A coluna de concreto reforçada por seis barras 
de aço está sujeita a uma força axial de 20 kip. De- 
terminar a força suportada pelo concreto. Cada barra 
tem diâmetro de 0,75 pol. Ee = 4,20(10º) ksi e Laço = 
29(10º) ksi. 


Apêndice D 











Problema D.34 


D.35 Duas barras, cada qual feita de um material 
diferente, estão acopladas e colocadas entre duas 
paredes quando a temperatura é Tı = 15º C. Deter- 
minar a força exercida nos apoios (rígidos) quando a 
temperatura torna-se T5 = 25º C. As propriedades do 
material e a área da seção transversal de cada barra 
são dadas na figura. 


Aço Latão 
Enco = 200 GPa Esjatão = 100 GPa 


aço 
aço = 12(1076)/°C Cljarão = 2110 9PC 


Auço = 175 mm? Ajatão = 300 mm? 









E 400mm —— — li 200 mm — 


Problema D.35 


D.36 A haste de alumínio tem diâmetro de 0,5 pol e 
está presa a apoios rígidos em A e B quando T; = 80° 
F. Se a temperatura tornar-se T = 100° Fe a força 
axial P = 1200 lb for aplicada ao colar rígido como 
mostrado, quais serão as reações em 4 e B? aa = 
12,8(10-6)/°F e Eq = 10,6(10º) psi. 














tm - 4 

A P c B 
| 

—6 pol i é 8 pol J 


Problema D.36 


D.37 A haste de alumínio tem diâmetro de 0,5 pol e 
está presa a apoios rígidos em A e B quando T; = 80° 
F. Determinar a força P que deve ser aplicada ao colar 
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rígido de modo que, quando T, = 50° F, a reação em 
B seja nula. œa = 12,8(109)/ºF, Ear = 10,6(10º) ksi. 





[épo — 8 pol | 


Problema D.37 


Capítulo 5 — Revisar as Seções 5.1-5.5 


D.38. A fórmula da torção, r= Tc/J, pode ser usada 
se a seção transversal não é circular? 


D.39. O eixo maciço de 0,75 pol de diâmetro é usado 
para transmitir os torques mostrados. Determinar a 
tensão de cisalhamento absoluta máxima nele desen- 
volvida. 


D 


€ 
B L 
4 p- 40 Ib-pés 
e sos — lb-pés 
q 1b-pés 
30 Ibpés 
Problema D.39 
D.40 O eixo maciço de 1,5 pol de diâmetro é usado 


para transmitir os torques mostrados. Determinar a 
tensão de cisalhamento desenvolvida em seu ponto B. 


di 
A - 60 Ib-pés 
PE ii 
Ge. Ib-pés 


20 Ib-pés 


Problema D.40 


D.41 O eixo maciço é usado para transmitir os 
torques mostrados. Determinar a tensão de cisalha- 
mento máxima absoluta nele desenvolvida. 





Problema D.41 
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D.42 O eixo está sujeito aos torques mostrados. 
Determinar o ângulo de torção da extremidade A em 
relação à extremidade B. O eixo tem diâmetro de 1,5 
pol. G = 11(10º) ksi. 


300 Ib-pés 
300 lbpés ZX 






200 lb-pés 





Problema D.42 


D.43 Determinar o ângulo de torção na extremidade 
A de um eixo com 1 pol de diâmetro submetido à carga 
de torção mostrada. G = 11(10°) ksi. 


300 Ib-pés D 





Problema D.43 


D.44 O eixo consiste em uma seção maciça AB com 
diâmetro de 30 mm e um tubo BD com diâmetro 
interno de 25 mm e diâmetro externo de 50 mm. 
Determinar o ângulo de torção em sua extremidade A 
quando ele está sujeito à carga de torção mostrada. 
G = 75 GPa. 


D 
50 Nem 
ONA A aN 
40 Nem 8 ' Ea 300 mm idos 






r >e 
S 200 mm 
a 


] no 300 mm” 


Problema D.44 


D.45 Um motor transmite 200 hp a um eixo de aço 
tubular e tem diâmetro externo de 1,75 pol. Se estiver 
girando a 150 rad/s, qual o maior diâmetro interno 
(com aproximação de 4 pol) que ele pode ter, supondo 
que a tensão de cisalhamento admissível para o ma- 
terial seja Tadam = 20 ksi? 


D.46 Um motor transmite 300 hp a um eixo de aço 
tubular e tem diâmetro externo de 2,5 pol e diâmetro 
interno de 2 pol. Determinar a menor velocidade 
angular a que ele pode girar se a tensão de cisalha- 
mento admissível para o material é Tagm = 20 ksi. 


D.47 O cixo é feito de um tubo de aço com núcleo 
de latão. Se estiver engastado em um apoio rígido, 


qual ângulo de torção ocorrerá em sua extremidade? 
Gaço = 75 GPa e Grauão = 37 GPa. 






950 N-m 


Problema D.47 


D.48 Determinar a tensão de cisalhamento absoluta 
máxima no eixo. Considerar JG constante. 






50 mm 


Problema D.48 


Capítulo 6 — Revisar as Seções 6.1-6.5 


D.49 Determinar o momento interno da viga em 
função de x, onde 2m <x=3m. 


_4kNm + 






2kN-m 





Problema D.49 


D.50 Determinar o momento interno da viga em 
função de x, onde 0 = x = 3 m. 


2 kN/m 





Problema D.50 


D.51 Determinar o momento máximo na viga. 


1,2 kip | 
C 


3 pés J -3 pés- - J 
Problema D.51 
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D.52 Determinar o momento fletor absoluto máxi- D.58 Determinar o momento M que deve ser 
mo na viga. aplicado à viga a fim de criar um esforço de com- 
pressão de 10 ksi no ponto D. 








16kN 
Problema D.52 


D.53 Determinar o momento máximo na viga. 





3 kN 
2 KN/m_ Problema D.58 


D.59 Determinar a tensão de flexão máxima na viga. 








- 3 agita 
Problema D.53 SI 
D.54 Determinar o momento máximo na viga. O kN 
800 N pam pe 


|. 





200 Nm q 




















+| 
"20 mm 
Problema D.59 
am | | | D.60 Determinar a carga máxima P que pode ser 
—4m m 2m—+—2m— aplicada à viga, cujo material tem tensão de flexão 
Problema D.54 admissível Czam = 12 MPa. 
D.55 Determinar o momento fletor absoluto má- + 20mm 
ximo na viga. 150 mm [omm 
L JLE 
H4 F >20 mm 
P 100 mm 
A a B 
+ 2m — 2m | 
Problema D.60 


Problema D.55 
D.61 Determinar a tensão máxima na seção trans- 


D.56 Determinar a tensão de flexão máxima em C versal da viga. 


na haste de 50 mm de diâmetro. Há um mancal em A. 


400 N/m 











Problema D.56 





D.57 Qual é a deformação da viga no eixo neutro? Problema D.61 
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Capítulo 7 — Revisar as Seções 7.1-7.4 


D.62 Determinar a tensão de cisalhamento máxima 
na viga. 





| 150mm 7 


Problema D,62 


D.63 A viga tem seção transversal retangular e está 
submetida a um cisalhamento V = 2 kip. Determinar 
a tensão de cisalhamento máxima nela desenvolvida. 





Ea 


Problema D.63 


D.64 Determinar a tensão de cisalhamento máxima 
absoluta no eixo, cujo diâmetro é de 60 mm. Os apoios 
em 4 e B são mancais. 


2KN/m 











Problema D.64 


D.65 Determinar a tensão de cisalhamento no ponto 
A da viga, localizado no topo da alma. 


=V =4 kip 


A qui bd 


“q pol 
Problema D.65 


D.66 A viga compõe-se de duas tábuas pregadas nas 
partes superior e inferior com pregos espaçados por 2 
pol. Se uma força de cisalhamento interna V = 150 lb 
for aplicada às tábuas, qual a força de cisalhamento 
que cada prego suportará? 





Ed pol — 


Problema D.66 


D.67 A viga compõe-se de quatro tábuas pregadas 
nas partes superior e inferior por duas filas de pre- 
gos, distantes 4 pol uns dos outros. Se for aplicada 
uma força interna de cisalhamento V = 400 lb às 
tábuas, qual a força de cisalhamento que cada prego 
suportará? 





Problema D.67 


Capítulo 8 — Revisar Todas as Seções 


D.68 Um tanque cilíndrico está submetido a uma 
pressão interna de 80 psi. Se seu diâmetro interno for 
30 pol, qual a tensão normal máxima no material? 


D.69 Um tanque esférico pressurizado de aço tem 
0,25 pol de espessura. Se estiver sujeito a uma pressão 
interna p = 150 psi, qual diâmetro interno ele deverá 
ter para que a tensão normal máxima não exceda 
10 ksi? 


D.70 Determinar a grandeza da carga P que provo- 
cará uma tensão normal máxima omáx = 30 ksi no elo 
ao longo da seção a-a. 
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D.74 O cilindro maciço está sujeito ao carregamento 
mostrado. Determinar os componentes de tensão no 
ponto B. 


[os poi 
2 poi t 





Problema D.70 


D.71 Determinar a tensão normal máxima na parte 
horizontal do suporte, o qual tem espessura de 1 pol 
e largura de 0,75 pol. 


700 lb 700 lb 





Problema D.74 


Capítulo 9 — Revisar as Seções 9.1-9.3 


0,75 pol D.75 Quando o estado de tensão é representado pela 
Problema D.71 tensão principal, nenhuma tensão de cisalhamento 


; Zum atua sobre o elemento. Verdadeiro ou falso? 
D.72 Determinar a carga máxima P que pode ser 


aplicada na haste de modo que a tensão normal nela D.76 O estado de tensão em um ponto é mostrado 
desenvolvida não exceda omáx = 30 MPa. no elemento. Determinar a tensão principal máxima. 


P n 
6 ksi 


ae 
—e — 20 mm 


4 ksi 
8 ksi 
Problema D.72 
D.73 A viga tem seção transversal retangular e está Problema D.76 
sujeita ao carregamento mostrado. Determinar os D.77 O estado de tensão em um ponto é mostrado 
componentes de tensão dy, oy € Ty no ponto B. no elemento. Determinar a tensão de cisalhamento 


máxima no plano. 





Problema D.73 Problema D.77 
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D.78 O estado de tensão em um ponto é mostrado 
no elemento. Determinar a tensão de cisalhamento 
máxima no plano. 


30 MPa 


50 MPa 


| 


Problema D,78 


D.79 A viga está sujeita a carga na extremidade. De- 
terminar a tensão principal máxima no ponto B. 






30 mm 


Problema D.79 


D.80 A viga está sujeita ao carregamento mostrado. 


Determinar a tensão principal no ponto C. 


75 mm | 
tc 
75 mm | 


f -j 


| % 150 mm 








e 3m $ 3m -| 





Problema D.80 


Capítulo 12 — Revisar as Seções 12.1, 12.2 e 12-5 


D.81 A viga está submetida ao carregamento mos- 
trado. Determinar a equação da curva elástica. 
Considerar E! constante. 


2 kip/pé 











— 3 pés - 


Problema D.81 


D.82 A viga está sujeita ao carregamento mostrado. 
Determinar a equação da curva elástica. Considerar 
EI constante. 








Problema D.82 


D.83 Determinar o deslocamento do ponto € na viga 
mostrada. Usar o método da superposição e considerar 
EI constante. 


8 kip 











f- 3 pés ly 3 pés 





Problema D.83 


D.84 Determinar a inclinação no ponto A da viga 
mostrada. Usar o método da superposição e considerar 
El constante. 


20 kN-m 








Probiema D.84 


Capítulo 13 — Revisar as Seções 13.1-13.3 


D.85 A carga crítica é a carga axial máxima que uma 
coluna pode suportar quando está na iminência de 
flambagem. Essa carga representa um caso de 
equilíbrio neutro. Verdadeiro ou falso? 


D.86 Uma haste com 50 pol de comprimento é feita 
de uma barra de aço com 1 pol de diâmetro. Deter- 
minar a carga crítica de flambagem supondo que as 
extremidades estejam engastadas. E = 29(103) ksi e 
ag = 36 ksi. 


D.87 Uma coluna retangular de madeira com 12 pés 
tem as dimensões mostradas. Determinar a carga crí- 
tica supondo que as extremidades estejam presas por 
pino. E = 1,6 (10º) ksi. Não ocorre escoamento. 
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4 pol 


4 


poi 








Problema D.87 


SOLUÇÕES E RESPOSTAS PARCIAIS 


D.1 Toda a estrutura: 

ZM» = 0,4, = 800 lb 

CD é um elemento de duas forças 

Elemento AE: 

2Me = 0; Fep = 600 lb 

Segmento ACF. 

EMe = 0; Mp = 600 lb - pés Resposta 
D.2 BC é um elemento de duas forças. 

Viga AB: 

2MB = 0,4, = 6kN 

Segmento AD: 

2F,=0,V=2kN Resposta 
D.3 BC é um elemento de duas forças. 

Viga AB: 

EMA = 0; Tgc = 4 kN 

Pino B: 


_ Teol 42 = 
TB = D = 7(0,02)2 = 6,37 MPa 


Resposta 
D.4 BC é um elemento de duas forças. 

Viga AB: 

ZMA =: 0; Tec =4kN 

XF, = 0, As = 3,464 kN 

ZF,=0;4, = 6kN 

Fa = V(3,4 64)? + (6)? = 6,928 kN 


Fa 6928 


TAS 4 = 00) = 22.1 MPa Resposta 


DS 6:04 Oy, Oz, To Ty Tex Resposta 


D.6 Junta C: 
+2F, = 0; Tea = 10 kip 
Tes 10 
(Pi 


=> =5ksi 


z 2 Resposta 


D.88 Um tubo de aço está engastado nas duas extre- 
midades. Se tiver 5 m de comprimento, diâmetro 
externo de 50 mm e espessura de 10 mm, qual carga 
axial máxima P poderá suportar sem fletir-se. Eaço = 
200 GPa e cg = 250 MPa. 


D.89 Um tubo de aço é suportado por pino nas duas 
extremidades. Supondo que tenha 6 pés de compri- 
mento e diâmetro externo de 2 pol, determinar sua 
menor espessura de modo que possa suportar uma 
carga axial P = 40 kip sem fletir-se. Eaço = 29(10º) ksi 
e cg = 36 ksi. 


D.90 Determinar o menor diâmetro, com aproxi- 
mação de 4 pol, de uma haste de aço maciça com 40 
pol de comprimento para que suporte uma carga axial 
de P =3 kip sem fletir-se. As extremidades estão presas 
por pino. Laço = 29(10º) ksi e ox = 36 ksi. 


D.7 Toda a estrutura: 
ZF, = 0; A, = 600 lb 
Mp = 0; Ax = 800 lb 
Fa = V (600)? + (800)? = 1.000 Ib 
Fa!2 1.000/2 








TAS A z (025) = 10,2 ksi Resposta 
D.8 Viga: 
2MA == 0; Tcp =2w 
ZF, = 0; Tag =w 
Haste AB: 
P w 
= —; 300(10) = — w = 3 MN/ 
T= (10°) 10º * m 
Haste CD: 
P 2w 
o = —; 300(10) = <5 w = 2,25 MNm Resposta 
A 15 
P 3 
D9 o= p” = ad ; d = 0,3989 pol 


Usar d = 0,5 pol Resposta 
DO Junta A: 
2F, = 0; Fag = 50 kN 


Epian a 2 V 
as 150(10º) = Ea ;d=20,6mm Resposta 


D.lt Junta A: 
ZF, = 0; Fas = 1,667P 
SF = 0; Fac = 1,333 P 


Haste AB: 
OP aea LOP 
g= A 150(10 ) = z (0,015)2º P= 15,9 kN 
Haste AC: 
P 1,333 P 


pa 150(10%) = = (0,012 (0,012: P = 12,7 KN Resposta 


D.12 Viga: 
2M,=0,B,=1,8w 
2ZF,=0;4,=4,2w 
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D.13 


D.14 


D.15 


D.16 


D.17 


D.18 


D.19 
D.20 
D21 


D.22 


D.23 


D.24 


D.25 
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Em A: 
o = E; 500 = O) w=107kipipé Resposta 
Em B: 
E £, 500 Ol w= 1,11 kip/pé 
l r z) ? - 0,0472 polipol Resposta 


(ôpE)máx = Emáx IDE = 0,003(3) = 0,009 m 

Por proporção de A, 

ôpc = 0,009 (3) = 0,0036 m 

(ôBC)máx = €máx LBc = 0,003(1) = 0,003 m < 0,0036 m 


Usar ô8c = 0,003 m. Por proporção de A, 


õp = 0,003 C) = 0,00525 m = 5,25 mm Resposta 








laB =W (4)? + (3) =5 pés 

l'ag = 5 + 5(0,0045) = 5,0225 pés 
O ângulo BCA era inicialmente 8 = 90º. De acordo 
com a lei do cosseno, o novo ângulo BCA (0°) é 
5,0225 = V (32 + (4)? — 2(3)(4) cos 6 
9 = 90,538º 

Desse modo: 

ÃO! = 90,538º — 90º = 0,538º 





Resposta 








/BCD=/BAD=tg ! 25 = 89,962° 
Yo = (90° — 89,962°) E = 0,666(1073) rad 
180° R f 

esposta 

O material tem propriedades uniformes em toda a 

extensão. Resposta 

O limite de proporcionalidade é A. Resposta 

O esforço de ruptura é D, Resposta 

A inclinação inicial do diagrama o— e, Resposta 

Verdadeiro. Resposta 

Falso. Usar a área da seção transversal e o com- 


primento iniciais. Resposta 


Falso. Também há deformação nas direções perpen- 
diculares devido ao efeito de Poisson. 











Resposta 
ps tai. 
E AE 
PL 3 
5 = eL = L = _100(10*)(0,100) L 0,283 mm 
AE 4 (0,015)? 200(10°) 
N E aE Resposta 
€T EAE 
PL (10.000)(8) 
= == ; 0,003 $ 
TE a 12E 
E = 2,22(10º) psi Raposa 
good 
E AE 


D.26 


D.27 


D.28 


D.29 


D.30 


D.31 


D.32 


D.33 








PL 6(103) 4 
ô= EL JE 7 (0,012 100(10º) = 3,06 mm 
Resposta 
Po 1010) S 
o= a7 Z00157 = 56,59 MPa 
o 56,59(109) 
sL LA 1073 
Elong E 7010% 0,808( ) 


Elat = —Véong = —0,35(0,808(1073)) = —0,283(1073) 


ôd = eja(15 mm) = —4,24 mm Resposta 


As distribuições de tensão tendem ao ajustamento nas 
seções mais afastadas da carga. Resposta 


1) Material linear-elástico. 


2) Sem grandes deformações. Resposta 


—2(X(12) 
0,5(29(10º)) 


4(6)(12) 


PL 
de= 4E O 0,5(29(10°)) 


AE 
= 0,0166 pol 





itesposia 


PL 


3 
pe 12(103)0,5) 


z (0,02)? 200(10º) 











27(10%)(0,3) 
“= (0,05) 200(10º) 








0,116 mm Respesta 
Viga AB: 

XM = 0; Fgp = 2 kip 

25, = 0; Fac = 3 kip 

PE, 3(8)(12) 
AE Z(0,5229(10º) 








84 = 0,0506 pol | 


PL 
AE 


2(3)(12) 
z (0,52 29(10º) 





ôg = 0,01264 pol | 


0,0506 — 0,01264 
10(12) 


- DO 84 ôn 
Tas 

= 0,000315 rad = 0,0181° 

Equilíbrio: 

Fa + Fg=6 








lag 


Resposta 


Compatibilidade: 

Fa (1) _ Fs 2) 
AE AE 

Fa = 4 kip, Fg = 2 kip 





ôcra = ôc/B; 


Resposta 


Equilíbrio: 
Paço + Pas = 300 (103) 
Compatibilidade: 
Pal 
E (0,12 — 4 (0,08)?] 200(10º) 





ôaço = dal; 


Pat 
[3 (0,08)?] 73,1 (10º) 





D.34 


D.35 


D.36 


D.37 


D.38 


D.39 
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Paço = 181,8 kN 
Pa = 118 kN 


Paço 


181,8 
Jaço — A 


[5 (0.1 = 4 0087] 








= 64,3 MPa 
Resposta 


Equilíbrio: 
Pe + Paço = 20 
Compatibilidade: 
aa P. (2) 
cu [Em (62 — 6(3)(0,75)°] 4,20(10°) 





s Pa o (2) 
“6 (0,75) 29 (103) 


P.=172kip 
Paço = 284 kip 


Resposta 


Biemp = Eo4TL 

carga = 

Compatibilidade: demp + carga = O 

12(10-9)(25 — 15) (0,4) + 21(107)(25 — 15)(0,2) + 
=H(0,4) H0,2) 


175(1076)(200(10°)) ` 300(10-9)(100(10)) ~ 0 

F = 4,97 kN Resposta 
Equilíbrio: 

Fa E Fg = 1.200 

Compatibilidade: 


Remover apoio em B. Requer: 
êg = (5/4) temp + (3/4) carga =0 
PL 
aATL +) 4670 
12,8(10"9)(100 — 80)(14) + 
1.200(6) Fpg(14) 
= (0,5)? 10,6 (106) — 4 (0,5)? 10,6 (106) 





=0 


Fp = 1,05 kip 
F4 = 153 Ib 


Resposta 


Resposta 


Equilíbrio: 

F “A + F, B= P 

Visto que Fg = 0, F4 =P 
Compatibilidade: 

Remover apoio em B. Requer: 
ôg = (85/4)temp + (ô5/A)carga =0 


P(6) 


12,8 (1076) (50 — 80) (14) + = (0,5) 10,6 (105 — 0 


P = 1,86 kip Resposta 
Não. Ela é válida apenas para seções transversais circu- 
lares. As seções não circulares sofrem distorção. 
Resposia 
Tmáx = Tcp = 40 lb - pés 
Te  40(12)(0,375) 
Tmáx = 7 To 2 (0,375) 





= 5,79 ksi Resposta 


D.40 


D.41 


D,42 


D.43 


D.44 


D.45 


D.46 


Equilíbrio do segmento AB: 
Tg =30lb- pés 
Te 30(12)(0,75) 


T=7 z (0,15) 





= 543 psi 


Resposta 


Segmento AB: 
_ Te _ 5S(10)(0,05) 
Tmax jo 2005 





= 25,5 MPa 


Segmento BC: 
Te 10(10)(0,1) 
Tmáx J z (0,1)! 








6,37 MPa 


—400(12)(2)(12) 
(0,15) 11(109) 





TL 
pAg = pa TG É 


— 200(12)(3)(12) ga 
z (0,75)! (0) `` 


300(12)(2)(12) 
7 (0,75)! 11(109) 





= —0,0211 rad = 0,0211, no sentido horário quando 
visto a partir de A. 

S TL — 600(12)(3)(12) 
Pa JG 20,5110) 


200(12)(2)(12) _ _100(12)(3)(12) 
z (0,5) 11(10°)  # (0,5)? 11 (10°) 


Resposta 











= 0,253, no sentido anti-horário quando visto a partir 
de A. 











Feesposta 
TL 40(0,3) 
t= È 56" FODIS ISTO) 
E 20(0,2) 
z [(0,025)! — (0,0125)*] 75(10º) 
30(0,3) 





 [(0,025)? — (0,0125)º] 75(10”) 


= 1,90 (102), no sentido anti-horário quando visto 
de A para D. 


Fesposta 


550 pés * 1b/s 
P = 200 hp E = = 110.000 pés - Ibis 
P ; 
= À = HDAC = 733,33 Ib + pés = 8.800 Ib - pol 
w 


8.800 (0,875) 
Z [(0,875)1 — 7] 





Tadm 7 ne 20(10º) = 


ri = 0,764 pol 
di = 1,53 pol. Usar d; = 1,625 pol = 15 pol Resposta 





550 pés > Ib/s 
P = 300 hp amo] = 165.000 pés - Ibis 
L P _ 165.000 
=P 1656 


o (12)(1.25) 


onae a 
E O T = 


w = 54,7 rad/s 
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D.47 


D.48 


D.49 


D.50 


D.51 


D.52 


D.53 


D.54 


D.55 


D.56 
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Equilíbrio: 
Taço + Tratão = 950 
Compatibilidade: paço = Piatão; 
Tuço (0,6) = Tião (0,6) 
z [(0,03)! — (0,015)*]75 (10°) (0,015)! 37(10º) 





Tiao = 30,25 Nem 
Taço = 9198 Nem 
E © 30,25(0,6) 
P= Paio z (0,015) 37(10º) 





= 0,00617 rad 
Resposta 


Equilíbrio: 
Ta + Te = 600 
Compatibilidade: 
Te (1) 

JG 
Ta =200N-m 
Te=400N:m 

Te _ 400(0,025) 

máx 72 (0,025) 


Ta (2) 
JG 











ôp/c = ÔB/A; 





= 16,3 MPa Resposta 


Ay =5,5 kN 

Usar seção de comprimento x. 
L+2M=0,-55x+40)x-D+M=0 
M=8-25x Resposta 


Ay =3 kN 
Usar seção de comprimento x. 


Intensidade de w = Es em x. 


L+2ZM=0;—3x + 1 (5º) -M=0 
E 3 BAND 
M =3x -> 
* 9 
B, = 2,6 kip 
Ay = 4,6 kip 
Traçar diagrama M 
M max = 7,80 kip - pés (em C) 











Resposta 


Resposta 


Traçar diagrama M 

Mmáx = 20 kN -m (em C) Resposta 
Ay = 2,33 kN 

B, = 6,617 kN 

Traçar diagrama M 

Mmáx = 11 KN : m (em C) Resposta 
A, = B, = 800 N 

Traçar diagrama M 


Mmáx = 1.600 N : m (dentro de CD) Resposta 


Mmáx = 8 (4) = 32 kip - pés 
Me 32123) : 
32 ksi 
I (eo? 
Ay = B, = 1.000 N 
Máx = 1.250 N - m 
Me 1.250(0,025) 
To Ts) 











T Resposta 





Omáx = = 102 MPa Resposta 


D.57 


D.58 


D.59 


D.60 


D.61 


D.62 


D.63 


D.64 


D.65 











e=0 Resposta 
=MP oo? M0) 
TO = Aa- TOA 
M = 145,8 kip : pol = 12,2 kip - pés Resposta 
Da parte inferior da seção transversal: 
EYA — 40(80)(20) + 95(30)(100 
Ed (80)(20) + 95(30)( ) L 75,870 mm 


SA 80(20) + 30(100) 
E L (20)(80)º + 20(80)(75,870 — 40)? 


+ 5 (100)(30} + 100(30)(95 — 75,870)? = 4,235(10-6) m 


Me  10(108)(0,075870) 


Oma E 4235(106) = 179 MPa 


Resposta 
A, = P/2 
Mmáx = P/2 (2) = P (em C) 
1 3 l 3 
= — + Rita 
I 12 (0,02)(0,150)* + 2 Er (0,1)(0,02) 
+ (0,1)(0,02)(0,085)? 


= 34,66 (1076) m4 
= Mc, 12 (109) = —P (0,095) | 








E TA 34,66 (1079) 
P = 4,38 kN Resposta 
A tensão máxima ocorre em D ou A. 
( ) (50 cos 30º) 12 (3) 
Omáx 
bi 5 (4) (6) 
312 (2 
t (30. sen 30°12 (2) = 40,4 psi Resposta 





t OUY 
Q é a metade superior ou inferior da seção trans- 
versal. 


-YQ 20(10°)} [(0,05)(0,1)(0,15)] 


Tméx = Tr [E (0,150)0,27](0,15) ~ | MPa 


Resposta 





1= + (4) — 7 (BGY = 11,5 pol 
Q é a metade superior ou inferior da seção trans- 
versal. 
Q =(1) (2) (3) ~ (0,75) (1,5) (2) = 3,75 in? 
vo 28:75) 


= = 0,652 ksi 


MS (1) Resposta 


Tmáx 7 


A, = 4,5 KN, B, = 1,5 kN 
Vináx = 4,5 kN (em 4) 
Q é a metade superior ou inferior da seção trans- 


versal. 
4,5(10°) [( “ST z m (0,03)?] 





v 
Tmáx > ve E E m (0,03)*] (0,06) 
= 2,12 MPa Resposta 


Da parte inferior: 


-_ ZğA 361) + 6,5(1)(8) 
PESA  6(1)+1(8) 





= 5 pol 


D.66 


D.67 


Apêndice D REVISÃO DOS FUNDAMENTOS DE ENGENHARIA 








1 vi 
T= AXO? +66 - 3} + (AP + 


8(1) (6,5 — 5)? = 60,67 pol? 
VQ _ 4008 (1)(6,5 — 5)] 
PE O 60,67 (1) 





= 791 psi 


1 Resposta 
I= 1 (6)(4) = 32 pol? 


6 
ai E = a IOI L 5625 Tv/pol 


F = qs = (56,25 Ib/pol) (2 pol) = 112,5 lb Resposta 





l, PETE 3 8667 ind 
I= -5 (06 - 5 (OA = 86,67 in 

vo AESA) 
E 86,67 


Para um prego: 
q = 69,23/2 = 34,62 Ib/pol 


= 69,23 Ib/pol 





F = qs = 34,62 Ib/pol (4 pol) = 138 lb Resposta 
80(15 
D.68 c= e = o = 4.000 psi = 4 ksi Resposta 
Or 
N pE: == 

D.69 o= FI 10 (10º) = 5 (0,25) 

r = 33,3 pol 

d = 66,7 pol Resposta 
D.70 Na seção que passa pelo eixo do centróide: 


D.71 


D.72 


D.73 


N=P 








V=0 
M=(Q+1P=3P 
P c 
=> 4 A 
Sa Ta 
P (GP) 
30 Era 
0,5) 7 (0,5)(2) 
P = 3 kip Resposta 


Na seção que passa pelo centro do suporte no eixo 
do centróide: 








N = 700 lb 
V=0 
M = 700(3 + 0,375) = 2.362,5 Ib - pol 
P Me 700 2.362,5(0,375) 
o = 
A T OS i 0075] 
= 26,1 ksi Resposta 
Na seção transversal: 
N = P, M =P (0,01) 
P, Mc 
Umáx = A + Ka 
P (0,01)(0,01) 
> ————— E ) > 
30009) = 700) © Tr 001) 
P = 1,88 kN Resposta 


Na seção que passa por B: 
N = 500 lb, V = 400 Ib 
M = 400 (10) = 4.000 Ib - pol 
Carga axial: 
P 500 


Oy = A: = 40) = 41,667 psi (T) 


D.74 


D.75 
D.76 


D.77 


D.78 


D.79 


D.80 
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Carga de cisalhamento: 
„_ -Y2 — 4,560] 
> K [(3)(4)] 3 


Momento fletor: 
My 4.000(1) 


Ox 


I EOD 





37,5 psi 





250 psi (C) 


Assim: 

ox = 41,667 — 250 = 208 psi (C) 
g=0 

Tay = 37,5 psi 


Resposta 
Resposta 
Resposta 


Na seção B: 
N,=500N,V, = 400 N, M, = 400 (0,1) = 40 N -m 
M, = 500 (0,05) = 25 N : m, T; = 30 N: m 
Carga axial: 

P 500 
az= A ~ m (0,05) 
Carga de cisalhamento: 
Tzy = O visto que, em B, Q = 0, 
Momento em torno do eixo x: 


Mc _ 40(0,05) 
7 ~ 00y T 4074 kPa (C) 


= 63,66 kPa (C) 








o, = 


Momento em torno do eixo y: 
o; = O visto que B está no eixo neutro. 





Torque: 
_ Te 30005) _ 
a 75 Z (0,05) — 153 kPa 
Assim 
o =0 Resposta 
o, = Resposta 
o, = —63,66 — 407,4 = —471 kPa Resposta 
Ty =0 Resposta 
Ty =0 Resposta 
Tax = —153 kPa Resposta 
Verdadeiro. Resposta 
ox = 4 ksi, gy = —6 ksi, xy = —8 ksi 
Aplicar a Equação 9.5, o; = 8,43 ksi, o, = —10,4 ksi 
Resposta 

ax = 200 psi, o, = —150 psi, 7xy = 100 psi 
Aplicar a Equação 9.7, Tmáx = 202 psi 

no plano Resposta 











ox = —50 MPa, o, = —30 MPa, 7x, = O 
Aplicar a Equação 9.7, Tmáx = 10 MPa 
no plano 
Na seção transversal que passa por B; 
N=4kN,V=2kNM=2(2)=4kN:m 
P Me 410) — 4(10)(0,03) 

a EA 0,03(0,06) 5(0,03)(0,06) 

= 224 MPa (T) 


Observe que Tg = O, uma vez que O = 0. 
Então: 

cy = 224 MPa 

o = 0 


A,=B,=12kN 


Resposta 
Resposta 
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D.81 


D.82 


D.84 
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Segmento AC: 

Vc=0,Mç=-24kN:m 

Tc = O (visto que Vc=0) 

ac = Ô (visto que C está no eixo neutro) 























q=0=0 Resposta 
Ay = 3 kip 
Usar a seção de comprimento x. 
L+ EM = 0; 3x +2 (Z) + M 0 
M=3x—x 

BÉM aa ug 
EI dx = 3x X 
Integrar duas vezes e usar: 
v=0emx=0,v=0emx=3m 

1 

ge (= x! + 0,5 x — 2,257) Resposta 
Ay=15kip 


Ma = 100 kip - pés 
Usar a seção de comprimento x. 


Intensidade de w = (io) em x. 
L+2M -0; 


15x + 100 + (5º) E (Jel +M=0 


M = 15x — 0,05 x? — 100 


dw A 
EI dr? 15x — 0,05 x 


Integrar duas vezes e usar: 
v = 0 em x = 0, dv/dx = 0em x = 0 


-L osp- 5 50x2 
A (2,5xº — 0,0025 x° — 50 x?) 





100 











Resposta 


Pelo Apêndice C, considerar as cargas distribuída e 
concentrada separadamente. 














 SwL£ PI 
C 768EI 4EI 
SOO , 8 (6O? _ 52875 kip - pés? j 
768 EI AS EI EI ogai 
posta 


Pelo Apêndice C, considerar a carga distribuída e o 
momento separadamente. 














g, = WoL? | ML 
A 4SEI 6EI 
4B 20(3) 124kN-m 
E a } 6 & EI 2 Resposta 





D.85 Verdadeiro. Resposta 
agr PO (0) G 05) 
D.86. P = (KI? = [0,5 (50) = 22,5 kip 
Resposta 
T= = = 05 = 28,6 ksi < øg OK Resposta 
REL PIO) k D] 
D.87 P= KL? = u azap = 2,03 kip 
Resposta 


D.88 


D.89 


D.90 


A = m((0,0252 — (0,015)2) = 1,257 (1073) m? 


I= Ł q ((0,025)* — (0,015)?) = 267,04 (10-9) mt 











p m? EI q? (200 (109))(267,04)(1079) 
(KLÈ [0,5(5)}? 
= 84,3 kN Resposta 
P 84,3 (10º) 
c= A = 1257 (1073) = 67,1 MPa < 250 MPa OK 
2 2910F (1º — 14º) 
m2 EI 7 á 2 
= = 2 
P (KL) 40 1 (6)(12)] 
r2 = 0,528 pol 
P 40 





o=- 7 m [07 (0,528)2] 7 176 Ksi < 36 ksi OK 
Assim, f = 1 — 0,528 = 0,472 pol Resposta 


T? 29(10º) (5 1º) 


m2EI 
P =- 3= 2 
(KD? [1 (40)] 
r = 0,382 pol 
P 3 R y 
==> = 6,53 ksi < 
o A m (0,382) j si < 36 ksi OK 
d = 2r = 0,765 


Usar d = = pol (0,8125 pol) Resposta 








RESPOSTAS 


Capítulo à 


11. 
1.2. 


1,5. 


1.10. 
1.11. 


1.13. 


117. 


1.18. 


1.19. 
1.21. 


To = 150 Ib - pés, Tę = 500 Ib * pés 

N, = 773 N, V, = 20,7 N, 

M, = —0,555N * m, 

Ma = —0,555 N ' m 

Nc = 0, Vc = 3,50 kip, 

Mc = —47,5 kip - pés, 

Np = 0, Vp = 0,240 kip, Mp = —0,360 kip - pés 
Ne = 0, Me = 11,2 kip - pés 

Ne = 0, Vg = 0,450 kip, Mg = —0,675 kip - pés, 
Np = 0, Vp = 0,930 kip, Mp = 11,0 kip - pés 
Np = 0,703 kN, Vp = 0,3125 KN, 

Mp = 0,3125 kN -m 

N, = 0, Va = 450 1b, 

M, = —1.125 lb : pés = —1,125 kip - pés, 
Ng = 0, Vp = 850 lb, 

Mp = —6.325 lb - pés = —6,325 kip - pés, 

Ve = 0, Ne 1.200 Ib 1,20 kip, 

Me = —8.125 Ib + = —8,125 kip - pés 

Nc = —45,0 kip, Vo = 0, Mc = 9,00 kip - pés 
Ng = 0, Vg = 288 lb, 

Mpg = —1.152 lb - pés = —1,15 kip * pés 

Vp = 17,33 N, Np = 10N, 

Mp = 1,60N -m, 

Ng = —0,4 kip, Vg = 0,960 kip, 

Mp = -3,12 kip - pés 

Ne = —0.4 kip, Ve = 1,08 kip, 

Mc = —6,18 kip - pés, 

Np = 0, Vp = 1,45 kip, Mp = —15,7 kip 

P = 0,5333 kN = 0,533 kN, Nc = —2,00 KN, 
Vo = —0,533 kN, Mc = 0,400 kN -m 

Np = 18 kN, Vp = 90 KN, 

Mp = 21,6 kN - m, 

Ne = 0, Vg = 90 KN, Mg = 18 kN -m 

No = —18,2 N, Vo = 10,5 N, Me = —946N:m 
Ne = 0, Vg = 120 N, Mg = 48,0 N em, 
V=0, N =139kN,M =0 

Np = 0, Vp = 0,750 kip, Mp = 13,5 kip ' pés, 
Ng = 0, Vg = —9,00 kip, Mg = —24,0 kip : pés 
N-a = -2.338 lb = —2,34 kip, 

Via = —900 Ib = —0,900 kip, 

M-a = 3.600 lb * pés = 3,60 kip + pés 











1.25. 


1.26. 


1.27. 


1.29. 


V, 4 = 2.475 lb = 2,475 kip, 

N,- = 389,7 Ib = 0,390 kip, 

Mp- = 3.600 lb * pés = 3,60 kip - pés 
(Ve); = —250N, (No), = 0, (Ve) = —240N, 


(Mo) = —108N - m, 
(To), = 0, (Mc); = —138N em 


(Np): = 0, (Vp), = 154 N, 
(Vo) = -171 N, (To) = 0, 
(Mp), = -94,3 N ` m, (Mp), = —149N : m 
(Va) = 0, (Vo, = 7,20 kip, (Na); = 3,30 kip, 
(Ma): = —993 kip * pés, (Ma), = 9,75 kip - pés, 
(Ta): = 46,8 kip - pés 
Va = 0,785 wr, 
No = 0, Ta = 0,0783 w r?°, Mp = —0,293 wr’ 
N, = Pcos 0, V4 = Psen 0, M4 = Pr(1 — cos 9) 
o = 1,82 MPa 
Pam = 6240 lb = 6,24 kip 
a = 15,4 psi 
G máx = 357 psi 
0 = 47,4°, Fag = 34,66 lb, Fac = 44,37 lb, 
aac = 353 psi, Can = 177 psi 
op = 151 kPa, oç = 32,5 kPa, op = 25,5 kPa 
F = 36 kN, d = 110 mm 
Tméd = 119 kPa 
(Tp)méa = 6.053 psi = 6,05 ksi 
(Tome = 6.621 psi = 6,62 ksi, 
(Teméa = 6.217 psi = 6,22 ksi 
(rp)méea = 13,2 ksi, (Te)mea = 12,4 ksi 
x = 4 pol, y = 4pol,o = 9,26 psi 
x = 0,4 m, ø = 306 MPa 
Ta = Ô, (Tg)mea = 11,0 ksi 
cp = 133 MPa (C), cr = 70,7 MPa (T) 
Ta-a = 90,0 kPa, Toa = 52,0 kPa 
3,71 ksi 
1,59 ksi 
Tméd = 16 psi 
Pla P 
Fo q Sen O, Tméd = z4 028 
22,9 ksi 
P = 6,82 kip 





w 
o= A (2a — x°) 


2 


o= (Za — x) 


-0 
2aA 
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1.65. 
1.66. 
1.67. 


1.69. 
1.70. 
1.71, 
1.73, 
1.74. 
1.75. 


1.77. 
1.78. 


1.79. 


1.81. 
1.82. 
1.83. 
1.85. 
1.86. 
1.87. 
1.89. 
1.90. 
1.91. 


1.93. 
1.94, 


1.95. 


1.97. 


1.98. 


1.99, 
1.101. 


1.102. 


1.103. 
1.105. 
1.106. 
1.107. 
1.109. 
1.110. 
1.111. 
1.113. 


1.114. 
1.115. 


o = (47,5 — 20,0x) MPa 

oc = 102 psi 

Tag = 417 psi (C), age = 469psi (T), 
Tac = 833 psi (T) 

Tag = 16,7 MPa, cgc = 8,64 MPa 

Ta = 324 MPa, F, = 165 kN, 74 = 324 MPa 
3,70 kN 

o = 72,2 kPa 

o = 49,5 kPa 

o = (238 — 22,6z) kPa 

h=2 2 pol 

P = 90 KN, A = 6,19 (107°?)m?, Pr = 155 KN 


d = Š pol, h = Š pol 


8 
a = 0,253 pol 
P = 19,8 kip 


P = 55,0 KN (Controles!) 

da = 0,441 pol, dy = 0,794 pol 

Asc = 0,577 pol’, dy = 0,743 pol, dy = 0,525 pol 
P = 0,491 kip (Controles!) 

da = 0,155 pol, da = 0,162 pol 


= 1,74 pol 
dı = 44,6 mm, 
d, = 26,4 mm, 

= 15,8 mm 


w = 0,452 kip/pés (Controles), w = 0,576 kip/pé 
t = 0,1667 m = 167 mm 

b = 33,3 mm 

da = 0,00611 m, = 6,11 mm 

de = 0,0154 m, = 15,4 mm 


1 1 1 1 
= pol x 3 = pol -pol x 4> 
Placa de 3 3 pol x 3 z Pol, placa de 4 3 pol x 4 3 pol 


t = 0,001778 m = 1,78 mm, 

d, = 0,01185 m = 11,9 mm, 

d, = 0,004120 m = 4,12 mm 

w = 5,33 kip/pol, w, = 8,00 kip/pol, d = 0,714 pol 
Fy; = 20,0 kN, Fyr = Fac = F = 15,0 kN, 

dgr = deg = 11,3 mm 

Np = -2,16 kip, Vp = 0, Mp = 2,16 kip - pés, 

Ve = 0,540 kip, Ng = 4,32 kip, Mp = 2,16 kip - pés 
F.S. = 2,71, F.S. = 1,53 

d = 0,620 pol, Pas = 7,25 kip 

t = 0,800 pol, Ps, = 24,0 kip, w = 2,50 pol 

o = 267 kPa 

oc = 215 kPa, ¢ = 192 kPa, ø = 170 kPa 

Tmed = 61,3 MPa 

Tméd = 79,6 MPa 

o = yL?/8s 


1 
=S 2 pol 
Tméd = 267 psi 


Capítulo 2 


21. 
22, 


Emsa = 0,250 pol/pol 
g = 0,885 pol/pol 


2.3. 


2.5. 
2.6. 
2.7. 
29. 
2.10. 
2.11. 
2.13. 
2.14. 
2.15. 


2.17. 


2.18. 
2.19. 


2.21. 


2.22. 
2.23. 


2.25. 
2.26. 
2.27. 


2.29. 


2.30. 


(EaD)mea = 0,250(107°) pol/pol, 

(EBE)méa = 2,87(107°) pol/pol, 

(ecr)mea = 5,49(107°) pol/pol 

âp = 11,2 mm 

(Eméa)aprox = 1,50 8, (Emsa)apror = 52,4(10-3) m/m 
Esp = 6,50 (107°) mm/mm 

Eag = 0,152 pol/pol, eac = 0,0274 pol/pol 

ean = 16,8(10) m/m 


ki 
SER 
Yxy = — 0,0200 rad 
Yey = — 7,27 (107°) rad 


er = —1,25 (107?) pol/pol, e, = 2,50 (1073) pol/pol, 
ex = ey = 0,627 (10) pol/pol 

(Ya)xy = 0,0116 rad = 11,6(10"?) rad, 

(va = —0,0116 rad = —11,6(102) rad 

(voe = —11,6(107) rad, (Yp), = 11,6(1072) rad 
eac = 1,60(10™°) mm/mm, 

epa = 12,8(10°?) mm/mm 

zac = 0,01665 mm/mm = 16,7(10°) mm/mm, 
esp = 0,01134 mm/mm = 11,3(107°) mm/mm 
(vo) = 5,24(107°) rad 

ess = 1,61 (10) mm/mm 

eco = 126 (107) mm/mm 

esp = 0,0381 mm/mm = 38,1(10*) mm 

(Yc)xy = —0,137 rad, (Yp):y = 0,137 rad 

Ay = 2,03 mm 


À = feas= 1,69 pol 


vasen uacos8 
SUTE E oN 








Capítulo 3 


3.1. 


3.2. 


3.3. 
3.5. 


3.10. 


3.11. 


3.13. 
3.14. 
3.15. 


3.17. 
3.18. 


Eaprox = 3,275 (10%) ksi 
pol -lb 


E = 553(10º) ksi, u, = 9,96 a 
pol 





(14, aprox = 85,0 “po. 


(Eaprox = 229 GPa, (0, Japrox = 528 MPa, 

(O p)aprox = 479 MPa 

(Unaprox = 117 MJ/m’ 

Quantidade de recuperação elástica = 0,00350 pol, 
Alongamento permanente = 0,1565 pol 

(gem = 180 EDP 
Esprox = 173 GPa, 
Tıp = 260 MPa, o, = 400 MPa, u, = 195 kJ/m?, 
Recuperação elástica = 0,00208 mm/mm, 
Conjunto permanente = 0,0729 mm/mm 

50,0123 pol 

AP = 50,05 kip 

copolímero 

E = 28,6(10°) ksi 

A = 0,209 poF, P = 1,62 kip 

das = 3,54 mm, dac = 3,23 mm, Lan = 750,49 mm 





, u, = 20 pol » Ib/poľ? 


3.19, 


3.21. 
3.22. 
3.23. 
3.25. 
3.26. 
3.27. 
3.29. 


3.30. 
3.31. 


3.33. 


3.34. 
3.35. 
3.37. 


3.38. 
3.39, 


3.41. 


Epe = 0,417(107°pol/pol, w = 14,5 1b, 
eco = 0,250 (107°) pol/pol 
T = 4,50 kN 
P = 15,0 kip 
Apc = 0,8 po, Aga = 0,2 poÊ, P = 3,02 kN 
8 = 8,33 mm 
d = 1,5034 pol 
Sc = —0,0173 mm, d = 20,00162 mm 
e, = —0,0150 pol/pol, e, = 0,00540 pol/pol, 
Yxy = —0,00524 rad 
C = 50,0377 mm, d = 12,99608 mm 
E = 32,5(10º) ksi, P = 2,45 kip 
P to 
RAGE 
e = 0,000999 pol/pol, Se a porca está desaparafusada, a 
carga é nula, Assim, a deformação é s = 0 
ôn = 3,02 mm 
P = 2051b 
£p = 0,00227 mm/mm, e; = 0,000884 mm/mm 
Espros = 32,0(10°) ksi, 
(@,)apeox = 55,4 ksi, oy = 110 ksi, 0, = 93,1 ksi 
P = 11,3 KN (Controles!), P = 238,8 kN 


Capítulo 4 


41. 
4.2. 
4.3. 
4.5. 
46. 
4.7. 
49, 
4.10. 
411. 
4.13. 
4.14. 
4.15. 


4.17. 
4.18. 
4.19. 
4.21. 


4.22, 
4.23. 
4.25. 
4.26. 
4.27. 
4.29, 


4.30. 
4.31. 


4.33. 


4.34. 


ô4 = —3,64 (10) mm 

84 = —0,0603 pol 

P, = 707 kip, P, = 141 kip 

84/c = 0,0298 pol 

ôs = —0,00632 pol, 8, = 0,0670 pol 
P, = 16,4 kip, P, = 35,3 kip 

8c = 0,00843 pol, 8s = 0,00169 pol, 8, = 0,0333 pol 
dc, = 0,150 mm 

P = 13,3 KN 

a = 0,00341°, 8 = 0,0295° 

ôs = 0,0311 pol 


P = 15,4 kip 

9,69 kN 

ôr = 0,0113 pol 

0,00878º 

x = 4,24 pés, w = 1,02 kip/pé 
P = 6,80 kip 

P = 11,8 kip 


P = 300 kip, 8 = 12,9 pés 
F = 12,0 KN, 84;s = —0,864 mm 
F = 17,0 KN, 84; = —1,03 mm 








8 = ôw + ôp 
PL YWlAn+n) yr 
Er l 6Eln — n)  3En(n-r) 
2,37 mm 
A = 0,0128 pol 
0,511P 
5= : 
THE 
1? 
p= E 


“6 


4,35, 


4.37. 
4.38. 
4.39, 
4.41, 
4.42. 
4.43. 
4.44. 


4.45. 
4.46. 
447, 
4.49. 


4.50, 
4.51. 


4.53. 
4.54. 
4.55, 
4.57. 
4.58. 
4.59. 
4.61. 


4.62. 


4.63. 


4.65. 
4.66. 
4.67. 


4.69. 


4.70. 
4.71. 
4.73. 
4.74. 
4.75. 
4.77. 
4.78. 
4.79. 
4.81. 
4.82. 
4.83. 
4.85. 
4.86. 
4.87. 
4.89. 


Respostas 653 


Faço = 1,66 ksi, Feon = 0,240 ksi, ô = 0,0055 pol 
Aram 18,2 poÉ, 8 = 0,00545 pol 

Ta = 27,5 MPa, Cao = 79,9 MPa 

d = 2,39 pol 

Cao = 65,9 MPa, Seon = 8,24 MPa 

d = 36,3 mm 

Fo = 1/3 P, F4 = 2/3 P 


P, = 35,61 KN, P, = 14,4 KN 

Tac = 0,170 kip, Tas = 1,33 kip 

op = 13,4 MPa, Cgc = 9,55 MPa 
9 = 63,7 (109) rad 

Fac = PIN, 

Fap = Fap = 465 N 

ca = 189 MPa, o = 21,4 MPa 


P = 1,16 kN 
a = 0,120 mm 
7P P RE 











TAB DA acp 
ôg = 0,00257 pol 
Fep = 0,211 kip, Fer = 1,26 kip 
ôa = 2,27 mm 
AE AGE. 
F= Do PR= ace 
24E, + AGE; 2A,E, + AE; 


4 E, 
A= E, A, 





d = 4,90 m 

s = 0,133(107?) pol 
Fo = 16,9 KN, 

F, = 16,9 KN 

F, = 25,6 KN, 

Fn = 48.836,5 N 
ô4 = 4,42 mm 

F, = 4,09 kip, Fa = 2,91 kip 
F, = 14,0 kN 

F = 4,20 kN 

F = 116 kip 


8 = 0,348 pol, F = 19,5 kip 

F = 2,54 kip, F = 2,54 kip 

F = 1,68 kip 

F = 7,66 kip 

Emax = 8,80(1079) pol/pol, Emm = — 4,40(107*) pol/pol 
o = 5,74 ksi 

T, = 116°F, ca = 11,6 ksi 

ca = 25,4 ksi, La = 8,00462 pol 

o = 19,1 ksi 

oa = 2,85 ksi, cc = 4,30 ksi 
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4.90. Fac = 10,0 lb, Fap = 136 1b 
4.91, o, = 40,1 MPa, o, = 29,5 MPa 


4.93. T, = 244º 5.27. 


AE 
494. F= T, Swe) 


5.26. d= > pol 
27º 

n= — 
Rd? 


5 
5.29. d;= lz pol 


5.30. Tma = 3,44 MPa 
3 
531. d, = 2 pol 


495. P=5,05kN (Controles) 
4.97, Omix = 34,8ksi (Controles!) 
4.98. omni = 88,3 MPa (Controles!) 
499. P=109kN (Controles!) S33 Tmi = 6018 = O ksi 


4.101. P = 77.142,86 N = 77,1 KN, ô = 0,429 mm 5.34. c = (2,98 x) mm 














4.102. P = 15 kip, K = 1,60 5.35. T = 670 N - m, Ti = 6,66 MPa 
4.103. Ta = 36.0 ksi, aa = 19,3 ksi ss B a 
PE To gro qr 
4.105. 8 = 0,432 pol 2T 
4.106. a) ôp = 0,375 pol b) 5, = 6,40 pol O fallax) rat 
qse A) rox 
4.107. a) P = 10,9 kN, b) P = 33,0 kN L 
PLE o IPL 
4.109. 6 = a mirall — x) + rexP 
4110. w = 21,9 kN/m, 8c = 4,24 mm 5.38. í = 0,174 pol 
4.11. a) w = 18,7 kN/m, b) w = 21,9 kN/m 5.39, í = 0,104 pol 
T 
4.113, T, = 244°C 5.41. (Tmea)mas = 7—77 
2ar;h 
4.114. F = 602kN aa Ea do cao 
4115. 0 der — das 3EL(T, — Ti) (a — œ) 5.42. Tmi = 44, E 
AR 2d d(SE, + E) 5.43. aumento na tensão de flexão = 6,67% 
4.117. 5a; = —0,0278 pol aumento em & = 6,67% 
4118. 5p=117mm 545. paja = 0,578º 
4.119. ôn/4= 0,0918 mm 5.46. pap = 0,638º 
Capítulo 5 deito Pag = 0129 
5.1. a) T = 7,95 kip - pol, b) T’ = 6,38 kip - pol 5.49. dep = 2,728 
52 ar = 0,707 r, b) 7’ = 0,7077 Bl Fuja = 64.0. MPa 


5.3. Tmas = 6,62 ksi 
5.5. Tc = 37,7 MPa, tp = 75,5 MPa 


5.6. Tas = 7,82ksi, Tac = 2,36 ksi 
5.7. T, =215N-m 
(Tmáxcn = 4,00 MPa, (Tmáx)pe = 2,58 MPa 


1 
5.51. d= 17 pol 


5.53. t = 0,00753 m = 7,53 mm 
5.54. œ = 131 rad/s 
5.55, Tmax = 65,2 MPa, cyr = 11,4º 


abs 


5.9. (Tac)mix = 5,07 ksi, (Tpe)máx = 3,62 ksi 5.57. $c = 0,113° 
5.10. (Ter)más = 0, (Tco)max = 2,17 ksi 5.58. de= 1,53° 
5.11. d=2Ypal 5.59, du = 1,78° 


513, 74 = 1,72 ksi, 75 = 3,02 ksi 


5.6L = 270° 
5.14. Tmax = 3,59 ksi da 








ns 5.62. Qac SAS 
E 5.63. (Tac) = 10,2 ksi, (Taa)mix = 1,86 ksi, do = 2,66° 
5.17. d = 0,03441 m = 34,4 mm dia 
5.18. 74 = 6,88MPa,7; = 10,3 MPa SC 
5.19, máx = 49,7 MPa 5.66. da = 1,59º 

abs 

ThE? 

5.21.  Tmáx = 90,7 MPa, na região 0,3 m > x > 0,4 5.67. ¢ġ= F 

abs 6 m cG 


5.69. T, = 3,18 MPa, 7; = 1,59 MPa, paa = 0,730° 
5.70. $4 = | 0,432° | 


57L. = ar 
5,25. Tmix = 856 psi ci 1271'G 


5.22. d=338mm 
1 
523. d= 17 pol 





5.74. 


5.75. 
5.77. 
5.78. 
5.79. 
5.81. 


5.82. 
5.83. 
5.85. 
5.86. 
5.87. 


5.89. 


5.90. 
5.91. 
5.93. 


5.94. 
5.95. 


5.97. 

5.98. 

5.99, 
5.101. 
5.102. 
5.103. 
5.105. 
5.106. 
5.107. 
5.109. 
5.110. 
5.111. 
5.113. 
5.114. 
5.115. 
5.117. 
5.118. 
5.119. 


5.121. 
5.122. 


5.123. 
5.125. 
5.126. 


E e 
4r hGLr 


(TAc)máz = 14,3 MPa, (res)máx = 9,55 MPa 
F=234lb 

Tmóx = 389 psi 

Tp = 385N :- m, Ta = 1ISNem 

Taa = 3,67 ksi 


abs 
T, = 19,4 lb : pés, Tg = 481 lb - pés 
T = 1,29 kip - pés 
Ta = 222N - m, Ta = 55,6 N -m 
de = 1,66° 
$c = 0,002019 rad = 0,116º, 
(Tago)mix nc = 394,63 psi = 395 psi (Máx), 
(Yaço)máx = 34,3(1079) rad, (Natao)máx = 96,1 psi (Máx), 
(Matão )máx = 17,2(1079) rad 


T =7,74N - m, Tmáx = 37,2 MPa < Ty 
Tmáx = 24,6 MPa, Pac = —0,04894 rad = | 2,80° | 
(Tec)máx = 0,955 MPa, (T nc)más = 1,59 MPa, 
&mjc = —0,001123 rad = | 0,0643º | 

(Tras = 308 MPa 

a = 20,2 mm, 

dan = —0,1472. rad = | 844º | 

Tp = 321b - pés, Ty = 48 lb - pés, ġc = 0,0925º 
T=0,0820N-m,& = 25,5 rad 

a = 0,0289 m = 28,9 mm 

Tméa = 3,35 ksi 

T = 3.360 N : m = 3,36 kN » m, ọ = 11,6° 
Tméa = 1,19 MPa 

b = 0,803 poł 

(Tméa)a = 9,62 MPa 

Fator de aumento = 2,85 

(Tméa)a = 357 kPa 

a = 12,7 mm 

(Tmáx)s = 50,6 MPa (Máx) 

Tmáx = 3,98 MPa 

r = 0,075 pol 

T=816N-m 

r = 0,15 pol 

pr = 1,16 pol 

T = 32,46 kip - pol. = 2,71 kip > pés, 

Tp = 33,51 kip - pol = 2,79 kip ' pés 

Tp = 0,565N - m 

T, = 1.256,64 N - m = 1,26 kN «m, $ = 3,58° 
$ = 4,86º 

pe = 0,01298 m = 13,0 mm 

T = 3,27 KN - m, $ = 68,8° 

T, = 6,98 KN m, &, = 9,11º 


5.127. 


5.129. 
5.130. 
5.131. 
5.133. 
5.134. 
5.135. 
5.137. 
5.138. 
5.140. 
5141. 


RESPOSTAS 


T = 20,8 kN : m, 

+ = 34,4°, $, = 12,2° 

T, = 9,15 MPa emp =c 

T = 243 KN : m, ġ, = 7,61º 

T =3,27KN © m, ġ = 34,4° 

t = 1,60 mm 

w = 99,6 rad/s 

F = 26,2 N, p = 1,86° 

Tuáx = 82,0 MPa 

P = 1,10 KW, Tma = 825 kPa 

T = 71,5 N ° m, Tmix = 23,3 MPa 
(Tméd)máx = 2,03 MPa, & = 0,258º 


Capítulo 6 


6.1. 
6.2. 
6.3. 
65. 
6.6. 
6.7. 
6.9. 
6.10. 


6.11, 
6.13. 
6.14. 
6.15. 
6.17. 
6.18. 


6.19. 
6.21. 


6.22. 


6.23. 
6.25. 
6.26. 
6.27. 
6.29, 
6.30. 


6.31. 


6.33. 





























x = 0,257, V = —24, M = -60 
x =187,V = —400, M = -7.200 
x=175,V = —124, M = —194 
x=17,V = —60, M = —60 

V = 15,6 N, M = (15,6x + 100) N -m 
x = 0,27, V = —4,33, M = —0,866 











x=04V=-LM=-04 
P = 8091b,C, = 1.501 lb, C, = 404 lb, 




















x=8;V 701, M = —5.604 
x=3",V 2.000, M = —6.000 
x=65,V = —800, M 4.800 


x=8,V = —6.400,M = 2.560 
V=0,M=m(L- x) 

x=2,V = 1.000, M = 2.400 

0x <6, V = 30- 2x, M x? + 30x 
6 < x=10,V = 8, M = 8x — 120 
x=1,V =0,M = 2,50 

0 < x < 8, V = {7,60 — 0,800x} kip, 

M = {—0,400x?+7,60x — 44,8} kip - pés, 8< x = 16, 
V = 1,20 kip, M = {1,20x — 19,2} kip - pés 
0< x <4, V = — 250lb, M = {—250x} Ib pés, 
4 < x < 10, V = {1.050 - 150x} lb, 

M = 475224 1.050x — 4.000} Ib- pés; 10 < x < 14, 
V = 250 lb, 

M = {250x — 3.500} 1b - pés 

T = 120 kip ' pol 

x = 2,54, V = 0, M = 346 

A, = 9,375 kip, My = 18,6 kip : pés, A, = 0 

x = L/2, V = 0, M = Bw L?/216 

x=6 ,V = -2,M = -12 

x = L/2,V = 0, M = wl?/12 

v= TeL — 4x), 











216; 








Wo 24 2 
M = (IDP + 18Lx — TL), 


AL x2, M 


w = 40,0 Ib/pés 








Wo 3 
4 TAÇA x) 
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6.34, 


6.35. 
6.37. 


6.38. 


6.39. 
6.41, 
6.42. 


6.43. 
6.45. 
6.46. 
6.47. 
6.49. 


6.50. 
6.51. 


6.53. 
6.54. 


6.55. 
6.57, 
6.58. 


6.59. 
6.61. 
6.62. 
6.63. 
6.65. 
6.66. 
6.67. 
6.69. 
6.70. 
6.71. 


6.73, 
6.74, 
6,75, 


6.77. 
6.78, 
6.79. 
6.81. 
6.82. 
6.83. 


6.85. 
6.86. 
6.87. 
6.89, 
6.90. 
6.91, 
6.93. 


6.94. 
6.95. 


w = 1,2 kN/m 
x=3 ,V = 20, M = —60 
a = 0,207L 





a() = 84,6% 

M = 36,5 KN ` m, dma = 40,0 MPa 
(mao: = 2,40 ksi, (O maáx)e = 4,80 ksi 

Tmáx = 74,7 MPa, % de eficácia = 53,0% 
M = 129,2 kip * pol = 10,8 kip - pés 

F = 3.296,5 Ib = 3,30 kip 

F = 5.494,19 lb = 5,49 kip 

Tg = 3,61 MPa, oç = 1,55 MPa 

Tmáx = 86,5 psi 


F = 846 lb 
ca = 6,81 MPa, og = 1,01 MPa, 
oc = 4,14 MPa 


Fr, = 0, Fp, = 1,50 KN 

Omáx = 15,4 ksi 

op = 5,00 ksi (Máx), F4 = 17,7 kip, Fp = 13,7 kip 
a4 = 214 psi, og = 33,0 psi, ec = 115 psi 


(a) O máx = 95,0 MPa, Por comparação, a seção (b) terá o 
menor esforço de flexão, % de eficiência = 38,4% 


O mix = 244 MPa 

O máx = 7,59 ksi 

O máx = 15,1 ksi 

O máx = 12,2 ksi 

a = 66,9 mm 

a = 3,19 pol 

T máx = 6,26 MPa 

b = 1,23 pol, h = 2b = 2,47 pol 
d; = 2,56 pol 

O máx = 181 MPa 

P = 1,67 kN 

T máx = 9,00 MPa 

o = 13,6 ksi 

a = 160 mm 

P = 7,29 kip (Controles), P = 9.042 1b = 9,04 kip 
P = 5,97 kip (Controles) 


d = 199 mm 

T máx = 2,70 ksi 

a = 0, Omár = aka 
» “máx 2 bd? 


d, = 188 mm, d; = 0.8d, = 151 mm 
Cmás 7 45,1 ksi 

Emáx = 0,711(10) mm/mm 

d = 863 mm 

CT máx = 6,94 MPa 

Omix = 25,8 ksi 


y = 0,04625 m, 
= 9,90885(1076) m‘, w = 2,61 kN/m 
b = 4,02 pol 


O máx = 2,18 ksi 


6.97. 


6.98. 
6.99, 
6.101. 


6.102. 
6.103. 


6.105. 
6.106. 
6.107. 
6.109, 


6.110. 


6.111. 
6.113, 
6.114. 


6.115. 
6.117. 
6.118. 
6.119. 
6.121. 
6.122. 


6.123. 
6.125. 
6.126. 


6.127. 


6.129. 
6.130. 
6.131. 
6.133. 
6.134. 


6.135. 
6.137. 


6.138. 


6.139. 
6.141. 
6.142. 


6.143. 


ga = —119 kPa, o; = 446 kPa, 

cp = —446 kPa, cg = 119 kPa 

y = 4,83 pol, M = 75,7 kip * pés(Controles!) 
y = 4,83 pol, o 4 = 2,35 ksi (C), o; = 2,62 ksi 
Z = 36,6 mm, o, = 4,38 MPa, op = —1,13 MPa, 
op = —1,977 MPa, o; = 5,23 MPa 
P = 142 kN 

o, = 7,60 MPa (T) (Máx), 

og = 7,60 MPa(C) (Máx) 

Onix = 66,8 ksi 

O máx = 161 MPa 











d = 28,9 mm 
d = 62,9 mm 
Md, + MA, My, + MI, 
a=0,b 3 c= > 
IL — Ik DE =I 
MI, + Myl Myl, + Md, 
O; = 3 t z z 
LL — I DE — He 


ca = 293 kPa (C) 
ca = 326 kPa (T) 
h = 41,3 mm, 
M = 6,60 KN « m (Controles!), M = 29,2 KN. 
M = 6,41 KN - m (Controles!), M = 28,4 KN © m 
M = 128 kN : m (Controles) 
M = 12,4 KN - m (Controles!) 
M = 19,9 kN - m (Controles!) 
M = 16,4 kip - pés (Controles!) 
(T máxlaço = 15,0 ksi, 
(O mér)w = 0,578 ksi, (P B)aço = 12,0 ksi 
M = 11,7 kip - pés (Controles!) 
M = 97,5 kip > pés (Controles) 
(T más)aço = 9,42 MPa, (O máxaão = 6,63 MPa, 
Tago = 1,86 MPa, Pizo = 0,937 MPa 
y = 0,08355 m, Zen, = 57,62060(1076) mí, 
M = 58,8 KN - m (Controles!) 
M = 1,14 kip - pés (Controles) 
€, = 3,82 MPa (T), o; = 9,73 MPa (C) 
Tc = 2,66 MPa (T) 
P = 3,09 N (Controles!) 
ca = 144 psi (T), os = 106 psi (C), 
oc = 6,11 psi (C) 
os = 26,2 MPa (C) (Máx) 
o = Mr a) = My 
AI r I 
o, = 0,892 MP a (T), os = 0,447 MPa (C), 


Não! Trata-se de uma conseqüência do princípio de 


Saint-Venant. 

M = 14,0kN - m (Controles!) 
T máx = 54,4 MPa 

O máx = 384 MPa 
M=91N:m 


6.145. nix = 12,5 ksi 

6.146. Smax = 80,6 MPa 

6.147. M = 347 lb » pés 

6.149. Snax = 13,8 ksi 

6.150. r = 8,0 mm 

6.151. My = 14,3 kN : m, Mp = 25,6 KN ' m 
6.153. k = 1,27 

6.154.  T'op = 67,1 MPa 

6.155. K = 1,57 


6.157. My = 330 kip - pés, Mp = 585 kip - pés 


6.158. Z = 195 poľ, k = 1,78 
6.159. Mp = 172 kip - pés 


6.161. My = 312,5 kN - m, Mp = 437,5 KN m 


6.162. Z = 2,75@°,k = 1,71 


6.163. My = 38,7 kip > pés, Mp = 66,0 kip : pés 


6.165. Z = 0,0976bh?, k = 2,34 

6.166. My = 3,07 kN © m, Mp = 7,19 kN © m 
6.167. a) P = 25,0 KN, b) P = 37,5 kN 
6.169. P = 1001b 


6.170. a) M = 35,0 kip * pés, b) M = 59,8 kip - pés 


nbh? 
22n + 1) mi 
6173. Top = 25,1 ksi, y = 2,356 pol 
6.174. X=S4,V=117M=467 


617. M= 


2 
6175. Z= z k = 2,00 


6.177. (Tmax) = 3,43 MPa (T), (Omi) = 1,62 MPa (C) 


6.178. Omix = 6,44 ksi 
6.179. x= 0,2, V = 217, M = 433 





6M 
6.181. o = —z {cos 0 + sen 0), 0 = 45°, a = —45º 
a 


6.182. a) Za = 208 MPa (©), 
b) 7 = 2,08 MPa (C) 

6.183. a) ma = 0,410 MPa 
b) Tmáx = 0,410 MPa 


Capítulo 7 
71. T4 = 74,7 MPa 
7.2. Tg = 98,7 MPa 
73. Tmax = 0,499 ksi, 
(Tan)r = 0,166 ksi, (Tag)w = 0,498 ksi 
7.5.  Qmáx = 88,23 pol”, 
Tmáx = 276 psi, tensão de cisalhamento 
76. V; = 3,05 kip 
77. Ta = 441 MPa 
7.9. V = 9,96 kip 
710. V = 32,1 kip 
TAL. Tmi = 4,48 ksi 
713. Tmáx = 190 kN 
7.14. Tmix = 3,16 MPa, 
(Tudo = 1,87 MPa, (74) = 1,24 MPa 
4V 


715. Tm = 34 


7.17. 
7.18. 
7.19. 
7.21. 
7.22. 
7.23. 
7.25. 
7.26. 
7.33. 
7.34. 
7.35. 
7.37. 
7.38. 
7.39, 
7.41. 
7.42. 
7.43. 
7.45. 
7.46. 
7.47. 
7.51. 
7.53. 
7.54. 
7.55. 
7.57. 
7.58. 
7.59. 
7.61. 


7.62, 


7.63. 


7.65. 
7.66. 


7.67. 


7.69. 


7.70. 


7.71. 
7,73. 


7.74. 


7.75. 
7.77. 
7.78. 
7.79. 
7.81 


7.82. 
7.83. 


RESPOSTAS 


P = 80,1 kip 
Tmáx = 99,8 psi 
Tmax = 14,7 MPa 
w = 5,69 kip/pés 
w = 13,3 kip/pés, T más = 625 psi 
Ta = 35,7 psi 
F, = 5121b 
Tmáx = 280 psi 
F=675lb 
F = 531 KN 
Tg = 646 psi, T4 = 592 psi 
s = 8,66 pol, s' = 1,21 pol 
V = 34,5 kip 
P = 238 N 
w = 354 Ib/pés 
= 141 Ib/pol 
Toreso = 159 MPa 
T = 144MPa 
V = 499 kN 
s = 13,8 pol 
qa= 196 lb/pol, qs = 452 Ib/pol, qmix= 641 1b/pol 
qa = 13,0 kN/m, qg = 9,44 kN/m 
qe = 38,6 kN/m 
ds = 12,6 kN/m, qua, = 22,5 KN/m 
ga = 0, qg = 417 lb/pol 
Gimáx = 106 kN/m 





qa = 79,5 KN/m 
e = 1,07 pol 
kå 
e ( + a» 
tas 3b? 
2(d + 3b) 

e=0 

3(b3 — bt) 


€T h+ blb, + b) 
b(6h, h? + 3bh? — 8h?) 
© (h+2hŬ + 6b 








15 
==d 
*=38 
"a 
ETA 
ca 
= r 
T 
e=2r 





Tmáx = 928 psi 

V = 4,10 kip 

V = 749 lb 

ga = 0, qg = 1,21 kN/m, qc = 3,78 KN/m 
TA = 1,99 MPa, 75 = 1,65 MPa 

Ta = 160 psi, Te = 0 

Tp = 213 psi 
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Capítulo 8 


8.1. 
8.2. 
8.3. 
8.5. 
8.6. 
8.7. 
8.9. 
8.10. 


t = 18,75 mm 

o, = 600 psi, o, = 0 

o, = 600 psi, o, = 300 psi 
T=182kip-pés,P = 18,1 kip, F = 9,05 kip 
T, = 2,69 ksi 

p = 25 psi, ê = 0,00140 pol 


s = 33,3 pol 
T, = 128°F, c = 12,1 ksi, p = 252 psi 
Eln- n) 


2 
rm r3 
+ 








et Gaeta 
a) o, = 127 MPa, b) o, = 63,3 MPa, 

e) (Tméa)e = 258 MPa 

0 = 54,7° 

Tmax = 44,0 ksi (T) 

2,13 ksi (T), 1,07 ksi (C) 

Ta = 0,533 ksi (T), o; = 1,07 ksi (C), 

T4 = 0,600 ksi, Tg = 0 

w = 79,7 mm 

Tmax = 26,7 MPa (C), omin = 13,3 MPa (T) 
Tmax = 53,3 MPa (C), min = 40,0 MPa (T) 
d = 13,1 mm 

ga = 0,318 MPa, 74 = 0,735 MPa 

os = —21,7 MPa, Tg = 0 

(Te)máx = 11,0 MPa, (0) = 8,33 MPa 
T = 2,16 kip 

T = 2,16 kip 


Gp = 235,1 psf (C), Uma vez que o; está em 
compressão, a chaminé é segura. 


ca = 25,0 psi (C), op = 75,0 psi (C) 

Ta = 25,0 psi (C), ca = 75,0 psi (C), 

oc = 25,0 psi (C}, op = 25,0 psi (T) 

8 = 0,286° 

cp = —88,0 MPa, Tp = 0 

or = 57,8 MPa, Te = 864 kPa 

aA 

os = 0,522 MPa (C), Tg = 0 

Ponto A: o4 = 107 MPa, 74 = 15,3 MPa, 

Ponto B: op = 0, ra = 14,8 MPa 

Ponto C: cc = 107 MPa (C), te = 15,3 MPa, 
Ponto D: cp = 0, Tp = 15,8 MPa 

gp = 81,3 MPa (C), (Tx) = 2,36 MPa, (T.)p = 0 
oc = 103 MPa (C), (Toc = 3,54 MPa, (rue = O 
Ponto D: (op), = —178 psi, (Tp)yx = (To) = 0, 
Ponto E: (rg), = 9,78 psi, (Tea = (Te): = 0 
o4 = 4.37 MPa (C), o; = 0,318 MPa (C), 74 = 0, 
Tp = 0,477 MPa 

g4 = 10,1 ksi (T), ca = 10,3 ksi (C), t4 = Tp = 0 
o; = 1,01 MPa (C), op = 27,7 MPa (C), 

Tg = 1,96 MPa, Tp = 0 


op = 21,4 ksi (C), og = 10,8 ksi (C), Tp = Tg = 0 
ca = 6,61 ksi (T), (ru)s = 1,39 ksi, (ro)a = O 
Ca = 5,76 ksi (C), (Tx,)a = 1,36 ksi, (Tx:)s = O 


T4 = 360 kPa (T), (Tua = 39,1 kPa, (roJa = 0 


8.58. 
8.59. 
8.61. 


8.62. 
8.63. 
8.65. 


8.66. 


8.67. 


8.69. 
8.70. 
8.71. 


8.73. 
8.74. 
8.75. 


8.77, 


Te = 360 kPa (C), (tejo = —9,05 kPa, (tuo = O 
6e, + 18e, < 5a 

ca = 9,88 kPa (T), og = 49,4 kPa (C), 

Te = 128 KPa (C), op = 69,1 kPa (C) 

(Ti)max = 49,0 ksi (T), (0 máx = 40,8 ksi (C) 
(Coma = 28,8 ksi (T), (0 )mix = 24,0 ksi (C) 
(Oomáx = 15,5 ksi (T), (0 máx = 9,31 ksi (C) 





133P P 
O máx — TE (C), Omin — 3a D 
0,368P 0,0796P 
Tmáx 7 E: = "Omi 2 a 


p = 133,3 kPa, P = 848 N 

p = 3,60 MPa, n = 113 parafusos 

c; = 50,0 MPa, o, = 25,0 MPa, F, = 133 kN 
O máx = 26,7 ksi 

ac = 11,6 ksi, re = 0, €p = —23,2 ksi, Tp = 0 
or = 6,40 MPa (C), rp = 0 

g4 = 5,89 ksi (C), ag = 1,68 ksi (T), 

T4 = 0,7g = 0,397 ksi 


Capítulo 9 


9.2. 
9.3. 
9.5. 
9.6. 
9.7. 
9.9. 
9.10. 


9.11. 
9,13. 


9,14. 


9.15. 
9.18. 
9.19. 
9.21. 


9,22. 
9.23. 


9.25. 


9.26. 


9,27. 


Oy = —4,05 ksi, Ty = —0,404 ksi 
gy = —4,05 Ksi, Ty = —0,404 ksi 
T, = —2,71 ksi, Tyy = 4,17 ksi 
Ow = —388 psi, Tyy = 455 psi 
Gy = —388 psi, Ty, = 455 psi 
«= 329 psi, Ty = —28,9 psi, Tyy = —69,9 psi 
a) c; = 10,1 ksi, ø, = —4,07 ksi, 
0, = —40,9º,0,, = 49,1° 
b) Tmáx = 7,07 ksi 


no plano 

0, = 4,07° e —85,9°, méa = 3,00 ksi 
gy = —199 ksi, Tey = 7,70 ksi, cy = 9,89 ksi 
a) g, = 64,1 ksi, @} = —14,1 ksi 

8p = —64,9°, 0,2 = 25,1º 
Do = 39,1 ksi 

Oméd = 25,0 ksi, 8, = —19,9º e 70,1° 
a) 04 = 474 psi, 0, = —1.034 psi, 

p = —55,9°, 0,2 = 34,1º, 
b) Tmas = 754 psi 8, = —10,9° e 79,19, 


no plano 
O méd = —280 psi 
o; = 40,0 psi, o, = —40,0 psi 
g, = 33,0 MPa, o, = 137 MPa, 7,, = —30 MPa 
Ta = —1,96 ksi, o, = 80,1 ksi, o, = 19,9 ksi 
gy = 0,507 MPa, 
Tey = 0,958 MPa 
q; = 2,29 MPa, 0, = —7,20 kPa 
Tı = 0,0, = —192 MPa, o, = 24,0 MPa, 


T, = —24,0 MPa, 8, = —45,0º,8, = 450º 
Tmáx = 5 kPa, F méa = O 
no plano 


o, = 152 MPa, o, = 0,0, = 0,229 MPa, 
o, = —196 MPa, 9, = 88,0º,0,, = 1,96º 
cı = 0,0, = —87,1 MPao, = 93,9 MPa, 
Ta =0,Tmix = 43,6 MPa, tmáx = 47,0 MPa 


no plano no plano 


9,29. 


9.30. 


9.31. 


9,33, 
9.34. 
9.35. 


9,37. 


9,38. 


9.39. 


9.41. 


9,42. 
9.43. 
9,45. 


9.46. 


9.49. 
9,50. 


9.51. 
9,53. 


9.54. 


9.55. 


9,57. 


9.58. 


9.59, 
9.61. 
9.62. 


9.63. 


9.65. 


a; = 0, o} = —118 psi, 
o, = 95,6 psi, 02 = O, Tmáx = 58,9 psi e 47,8 psi 


no plano 
150 MPa, 0, = — 1,52 MPa, s; = 1,60 MPa, 
o, = —143 MPa 


Es d -F+ Jr + e) 
g. qd? EF 
— ir 

o=- E rafe E) 
md? d? 
r 2 | 64T? 
T máx Sead E, 

no plano — ad? Fot d? 


M = 8,73 kip - pol 
gı = 4,33 MPa, o = — 13,0 MPa 
T; = 0, o2 = —TAMPa, Tm = 38,7 MPa 


q 


no plano 
a, = 54,6 MPa, o = —59,8 MPa, Tma = 57,2 MPa 
no plano 
a, = 1,06 ksi, 04 = —0,850 ksi, Tmax = 0,957 ksi 
no plano 


c = 0,0, = —0,814 ksi, 
Tmáx = 0,407 ksi 
no plano 
c = 0,0» = 29,5 MPa, 0, = 0,541 MPa, 
o, = —1,04 MPa, 8, = —54,2º,0,, = 35,8° 
o, = 5,50 MPa, o, = — 0,611 MPa 
o, = 1,29 MPa, o, = —1,29 MPa 
o, = 382 psi, 0, = —471 psi, Tmax = 427 psi 
no plano 
Para o ponto A: 0, = 61,7 psi, o} = 0. 
Para o ponto B:0, = 0,05 = —46,3 psi 
oe = —4,05 ksi, tyy = —0,404 ksi 
oy = 2,71 ksi, Tyy = 4,17 ksi 
Ty = —388 psi, Ty = 455 psi 
med = 3,00 ksi, 
a) o, = 10,1 ksi, 0, = —4,07 ksi, 9,, = 40,9° 


b) Tmax = -7,07 ksi, 0; = 4,07º 
no plano 

ce = —199ksi Tuy = 7,70 ksi, 

Ty = 9,89 ksi 

O méd — 25,0 ksi, 


a) o, = 64,1 ksi, o, = —14,1 ksi, 0p, = 64,9º 
b) Tmáx = —39,1 ksi, 6, = 19,9º 

no plano 
T méa = —280 psi, 
a) o, = 474 psi, 0, = —1034 psi, 0p, = 55,9° 
b) Tmáxr = —754 psi, 9, = 10,9° 


no plano 
O méd = 3,50 MPa, Tmáx = 0,500 MPa 


no plano 

—56,3 ksi, o = 56,3 ksi, Ty = 32,5 ksi 

ow = 736 MPa, o, = —156 MPa, Try = 188 MPa 
ow = —421 MPa, Ty, = —354 MPa, 

gy = 421 MPa 

a) a; = 12,3 ksi, 0, =—173 ksi, 6, = 16,3º 

b) Tmax = 14,8 Ksi, Ones = —2,5 Ksi, 8, = 28,7º 


no plano 
Smed = 7,50 ksi, 
a) a; = 16,5 ksi, 0, = —1,51 ksi, 0p, = 16,8° 
b) Tmax = —9.01 ksi, 9, = 28,2° 


no plano 


a 
ke 
Il 


9.66. 


9.67. 


9.70. 
9.71. 
9.73. 


9,74. 


9.75. 
9.77. 
9.78. 
9.79. 
9.81. 
9.82. 


9.83. 
9.85. 


9.86. 


9.87. 


9.89. 


9.90. 
9.91. 


9,93. 


9.94. 


9.95. 


9.97. 


Respostas 659 


a) Sms = 100 psi, R = 700 psi 

b) Fma = — 1,00 ksi, R = 1,00 ksi 

€) mig = 0, R = 20,0 MPa 

g, = 33,0 MPa, g, = 137 MPa, 

Tyy = —30,0 MPa 

o, = 1,50 ksi, 0, = —0,0235 ksi 

04 = 0,0723 ksi, 0 = —0,683 ksi 

o, = 0, o, = —87,1 MPa, Tabs = 43,6 MPa, 


8, = 450º, 0, = 93.9 MPa, 
0, = 0 MPa, Nipiamo= 47,0 MPa, 


0, = 450º 

o = 415ksi,02=0, ER 
0,=450º,0,=0, 

oa = 3,95 ksi, toplan = 1,975 ksi, 0, = 45,0º 

G méa = 4,80 ksi 

c, = 4,00 ksi, o, = —0,0317 ksi 

o, = 0,711 ksi, o3 = —0,445 ksi 

01 = 4,71 ksi, c, = —0,0262 ksi 

Ty = —12,5 kPa, Tyy = 21,7 kPa 

o, = 141 MPa, o, = 9,05 MPa, Tmax = 66,0 MPa 


no plano 


cw = 500 MPa, tyy = 167 MPa 


= 2,075 ksi, 


a) Cmax = 6 Ksi, Oin = Tmin — 0 

b) d mix = 50 MPa, Cin = O, Tmn = —40 MPa 
O Tmax = 600 psi, Cin = 200 psi, mín = 100 psi 
d) O mix = 0, Gini 7 ksi, om = —9Esi 

€) Omáx 7 Ci = Tmin > —30 MPa 








Para o Plano x.y: Tmáx = 4 KSi, Omes = 11 ksi 
no plano 


Para o Plano x-z: Tmáx = 2 Ksi, S méa Z 13 ksi 
no plano 


Para o Plano y.z: Tmáx = 2 ksi, méa = 9 ksi 
no plano 


Onax = 7,00 ksi, Cin = 5,00 ksi, 
Tmin = —5,00 ksi, Tmax = 6,00 ksi 


abs 
Para o plano x.y: Tmax = 6,0 ksi, Omég = —2,0 ksi 
Para o Plano x.z: Tmáx = 3,0 ksi, méa = 7,0 ksi 


Para o Plano y.z: Tmáx = 9,0 ksi, Oméa = 1,0 ksi 


o, = 0 = 03 = P 
Taar = 0,615 kPa, im = 0, Cmn = —4,62 MPa, 
Tais = 2,31 MPa 
abs 
Tna = 48,8 ksi, Oin = 0, 
Omn = 2544 ksi, Ta = 37.1 ksi, 0, = 9,22° 
bs 


T máx = 34,7 Ksi, Cin = O 


Cain = —34.7 ksi, rua = 34,7 ksi 


abs 


a, = 233 psi, o2 = —774 psi, Tmáx = 503 psi 


no plano 

Tma — 62,5 ksi, 

a) 01 = 153 ksi, o2 = —277ksi,0, = 23,1° 
b) Tmax = 90,2 ksi, 0, = 21,9º 


no plano 
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9.98. 


9.99, 
9.101. 
9.102. 


9.103. 


CT máx = 153 ksi, Cim = 0, 
Omin = —27,7 ksi, tm = 90,2 ksi 


abs 
M = 81,8 lb - pés, T = 231 lb - pés 
Te = 0,611 ksi, Tey = 7,88 ksi, o, = —3,39 ksi 
C méd = O, Tmáx = 5,00 kPa 


no plano 


o = —22,9 kPa, tyy = —13,2 kPa 


Capítulo 10 


10.2. 


10.3. 
10.5. 
10.6. 


10.7. 


10.10. 


10.13. 


10.14. 


10.15. 


10.17. 


10.18. 


10.19. 


10,21. 


10.22. 


II 


ex = —309(10), e, 
Ye = —423(109) 
€x = —116(10"9), e, = 466(109, yyy = 393(1079) 
ev = 64910 9, Yey = —85.1(1079), e» = 201(109) 
a) & = 368(109), e, = 182(10), 

0,,— —52,8º,0,, = 37,2º 
b) Yma = 187(109,0,= —7,76°, e 82,2°, 


no plano 
emea = 275(1079) 

a) & = 1039(1079), e, = 291(1079), 
81 = 30,2º, 8,5 = 120º 

b) Ymse = 748(109), emeu = 665(1079), 


no 


=541(10"9), 


0, = —14,8º e 75,2º, Yyy = 748(10) 
a) e, = 385(109), e, = 195(1079) 

0, = 54,2º,0,0 = — 358º 
b) Ymax = 190 (1079, 


no plano 
0. = 9,22%,-80,8º, enga = 290( 1079) 

a) e; = 138(10 9),e, = —198(109), 
9, = 133º,0,, = —767º 

b) Ymse = 335(109), emea = —30,0(1079), 


no plano 

b; É 39,8º e 130º, ypy = 417(10 9) 
ex = —116(109), yyy = —393(1079), 
e, = 466(1079) 
ex = 466(10),e, = —116(1079) 
Yxy = —393(1079) 
ex = 649(10), Yey = —85,1(10) 
ey = 201(10 6) 
Emsa = 275(1076), e; = 368(10), e; = 182(1079), 
Bm = 52,89, Ymar T 7187010), 
8, = 7,76º 
Emea = 665(10"9), e, = 1.039(10 9), e, = 291(109), 
0p, = 30,2º, Pás = 748(1076), 
0, = 14,8° 
Eméa = 290(1076), e, = 385(109), 
& = 195(1076), 8, = 54,2° 
Ym = 19010), 0, = 9,22° 


no plano 


Ymåx z =1.015(109), 


no plano 


Eim = O, Emin = —598(10"9), ymax = 1.015(1079) 


Emáx = 418(109), 


f = —6 
Ym mo = 168(1079), msx = 289(1076), 
Eim = 121(109), emin = O, ymáx = 289(1076) 

abs 


10.23. 


10.25. 


10.26. 


10.27. 


10.29. 


10.30. 


10.31. 
10.35. 
10.37. 
10.38. 
10.39. 
10.41. 


10.42. 
10.43. 
10.45. 
10.46. 
10.47. 
10.49. 
10.50. 
10.51. 


10.53. 


10.54. 


10.57. 
10.59. 


10.61. 
10.62. 
10.63. 
10.65. 


10.66. 
10.67. 


10.69. 
10.70. 
10.71. 
10.73. 
10.74. 
10.75. 
10.77. 
10.78. 
10.79. 
10.81. 


Yatt no T 740(1079), Emax = 0, im = —65,1(1076), 


Emin = —805(1079), Yrs = 80S(1078) 
= 465(1079), emas = 870(1076), 


“Ymãx 
no plan 


Ein = 405(1079), Emin = 0, ymáx = 870(107$) 
Ymi = —320(109), emas = O, em = —140(1079), 


no plano 
Emin = —460(10"9), ymáx = 460(1079) 
a) e = 773(10'9), e, = 76,8(107°), 
b) Ynt no = 696(107%) e) ymés = TI3(1078) 
a) e; = 192(10), s, = —152(1079), 
b,c) Yna = 344(107*) 
a) e, = 1.434(10), e, = —304(109), 
b) Ymir O = 1.738(1079), Emsa = 565(1079) 
£1 = 1.046(1079), e2 = —306(1079), 0, = 15,4º 
k = 7,78(10°) ksi 
Vpve = 0,614 
Emix = 30,5(10), em = Emin = —10,7(1079) 
p = 0,967 ksi, Yass no = 1,30(10)) 
Emáx = 0,755(107°), 
Em = 0,621(10), Emin = —131(10) 
E, = 769 ksi, e = 0,254(10 ?) 
E = 17,4 GPa, 8d = 12,65(109) mm 
v = 0,309, E = 28,1(10°) ksi 
p = 3,43 MPa, Tmt ano =0, Tmáx = 85,7 MPa 
o, = 8,37 ksi, 0, = 6,26 ksi 
Emir = 289(1079), em = O, Emin = —289(1079) 
Ad = 0,800 mm, cap = 315 MPa 
p = 0,432 ksi, 
Ymás = 0,294(107?), Ymáx = 0,587(10) 


no plano 


Ex = £& = 0, T = 41,3N'm 





1-2 2 
ôV = 7E (2PL + wL’) 
k=135 

= ZL - v), êd = 2,72 = Za -») 
E 2E v), =2, mm, & = 5; v), 
ôL = 1,60 mm 


T = a, = —70,0 ksi, c, = -55,2 ksi 
Ex = £ = 0, £, = 5,44(107°) 

AT = 67,7ºF 
di+os-co,+3m,=o 
Sim. 

Sim. 

o, = 11,6 ksi 

o, = 38,9 ksi 

o, = 23,9 MPa 

F.S. = 1,59 

F.S. = 1,80 

d = 2,03 pol 

a = 1,78 pol 

F.S. = 5,38 

o, = 19,7 ksi 

a) 7 = 32,5 ksi, b) 7 = 37,5 ksi 


Respostas 661 


= 21472 
10.82. M, = VM’ +T iads ni 
10.83. o, = 94,3 ksi L 


134. A viga tem f i-elípti 
10.85. a) 0, = 924 MPa (Controles!), b) o; = 1.067 MPa 11.34. A viga tem forma semi-clíptica 





3PL 
10.86. d = 0,942 pol 11.35. o = , A tensão de flexão independente de x. Por 
OE 2byf? 
10.87. d = 0,988 pol 0º isso, a tensão é constante ao longo da viga 
E SPL 
10.89. d = 0,833 pol 11.37. Onix — mr? 


10.90. d = 0,794 pol 


X 
10.91. a) t (c lesh, b) 2t 11.38. d= i7 pol 
e a = —g, (Controles! ), = — Ce 
Ty bb P= g 11.39. d = 36 mm 
10.93. o, = 32,0 ksi 


1 
41. d= 13 pol 
10.94. d = 1,68 pol 11.41. 2 p 


10.95. O material não falhará, de acordo com a teoria da 11.42. d= 1 pol 
energia de distorção máxima. 8 
10.97. Não. 11.43. d= E pol 
10.98. a) e; = 482(10 9), e = 168(109), 1.45. d=20mm 
b) Yo T 313(10 *) e) Yax = 482(1078) 11.46. d= 21mm 
10.101. a) e = 441(109), e2 = —641(109), QUAD T ON oti, d = 22 fam 


11.49. d = 21 mm 


5 pod asno 
11.50. s$ g Pol, s z Pol s 2 4 pol 


9, = —248º,0,, = 652º 
b) más o T 1,08(107°), 8, = 20,2 e —69,8º, | 
Ensa = —100(1079) De [=| 
10.102. Ab = 12(10)pol, Ab = —1,2(10"pol 
10.103. k, = 3,33 ksi, k, = 5,13(10°)ksi 
10.105. ema = 83,3(109), 
a) £ = 880109, e, = —713(107°), 6p, = 54,8º 


E —6 Ro o 
b) yms, = —1593(1079), 8s 9,78 Capítulo 12 


12.1. o = 100 MPa 
12.2. o = 582 MPa 














11.53. W10 x 12 
11.54. W10 X 12 
11.55. Cri = WL/4bhã 


Capítulo 11 
11.1. h=6pol 


























ER 
3 3. e 
112. h= 47 pol 123. v = a O T 
11.3. b = 3,40 pol v = 2L — x3 — (2L? + @°)x + 021] 
11.5. W12 X 16 
Pa(a — L) Px 
11.6. W12 x 26 = | = Dt 4 
117. Sim. 125. 0a =— zpr +45 ggr t la o Db 
11.9. h=5}pol Pa 
v 3x(x— L) + a 
11.10. h=4Jpol a = EIl ( ) + a’), 
1111. 0,394 pol Unix E Pa iga — 31?) 
11.13. Não, a viga se rompe devido ao critério da tensão de ia I 
flexão 126. v= mer + 12), 
11.14. W24 x 62 PR 
11.15. A seção W12 x 14 não suporta com segurança O v = ———(— 423 + 12x, — 31), US Er 
carregamento devido à tensão de flexão, =E F SEI 
11.17. 11,4 mm 127. v= gE” — x], 
1118. 130mm D : Edo É 
1119. P = 12,5 kip, Taes = 466 psi pan bean t (720b + Ei Ab + ab’) 
= Pab 
11.21. b = 4,00 pol 129. 0, = = 
11.22. b = 5,00 pol s 
ivice 15 pol w= Tua x? + 3a(a + bx, — a°(2a + 3b)], 
1125. 4,25 pol Pax Pab? 
i v = zpr (7X + b), vc = 
11.26. W12 x 22 2EI Ê 8EI 
1127. 0,595 pol Ma SM 
o 3PL 12.10. 04 2EI Vmáx BEI 
29. Onix oz MoL ML? 
a 8bhj 1211. p = 336 pés, Omi = Ué — — - 
= EI 2EI 
11.30. w x 
L o E -ML _ -Mx M? 
13L San = a DA Oria p OT Er T RE] 
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ML V3ML? 
1214. Omi = 3 pp Uni = ET 
MaL Mox MoL? 
12.15. |On EP? 2E” LD), Unix REI 
Barh 3 PL ma -PI 
PRI 8 EI? C 6EI 
12.18. v= SURI 
FAES 48EI 
12.19. 04 = 0,0611 rad, v4 = —3,52 pol 
EE RE 
122. ve == JEL 
2? ES 
1222 ia ra vaan E 
1223. Umas SPL 
EC 2 
12.25. v= Fl-ozsx' + 


0,208 <x — 1,55>º + 0,25 <x — 1,5>º + 
4,625 <x — 4,5>? + 25,1x — 36,4] kN © m? 
12.26. Vmax = 6,83 mm 








i; 
1227. 0s = 0,0313 rad, v = z (500º — 50 <x — 0,2>º 
= 50 <x — 0,5>? — 15,0x} N - mê 
. 2X +3 <x — a>? 
12.29. v= perto Ng 
—2<x— 24>? + 
3 <x — 3a> ? + 15a°x — 139%), 
o —13Pé 
MU DET 


3Pa? Pa? 
12.30. 0, = 





AEP “hu = 5E7 








1 
12.31. 4,10% ++ 
3 v Eri 10x 0,125x 


0,125 <x — 4>*-833<x—7>º —279x} KN - m? 

dv 1 
= ——[2,25x? — + <x- 5>? + 

dx =gIl x? — 0,5x) + 5,25 <x — 5 

0,5 <x — 5>? — 3125] kN + m?, 

v o,s» 0,125xº + 1,75 <x — 5>? 

+ 0,125 <x — 5>* — 3,125x] KN > mº 

















1 
12.34. v gq 0,5x! — 5 <x — 35º 








— 378x} kN © m? 
da ch “378kN mm? 359 kN -m? 
en A ETP INET Er °’ 
_ _8IAKN: m? 
a El 
1237. 0, = -UÈ g, = WÈ 
So SA 16E ® — 48ET' 
- — +2 <x- a>! — 
v= apr E 2x*+2 <x-a 9a'x) 


1 

38. v=[-0,00556xº 

12.38. v EI. x 

+ 12,9 <x — 9>? + 0,00556 <x — 9>º 


— 256x + 2.637] kip » pés? 








1 dra Bs xt 
H + 
12.39. v EI 31,5% 3* 12 
L <x- 3>! — E <x — 4,5>°]kN - m? 
12 3 Í j 


8» = —0,705°, va = —517 mm 
302 kip * pé 3.110 kip * pé 
Er ° ™ EI 











12.41. 0, 


12.42, 


12.43. 


12.45. 


12.46. 


12.47. 


12.49. 


12.50. 


12.51. 


12.53. 


12.54. 
12.55. 


12.57. 
12.58. 


12.59. 


12.61. 


12.62. 


12.63. 


12.65. 


12.66. 


12.67. 


12.69. 


12.70. 


12.71, 


12.73. 


12.74. 
12.75. 
12.77. 


12.78. 
12.79. 


12.81. 


12.82. 


12.83. 


12.85. 
12.86. 


12.87. 


12.89. 










































































3.937,5 50625 
8 „c= 
S EI? © EI 
ML ML VIM? 
ba MALE , 8c Da s máx — 
24EI EI 216EI 
gas 3Pa? = APê 
Po EI? C 3EI 
5Pa? 25Pa? 
de = äg = 
2EI 6EI 
cad 5Moa _ Ma 
A EDOC 4EI 
= SPL? = 3PL? 
mó A6EpOM 16E 
3 
=. 
“16 
84 8 16 40 
A 
c= Epa EPITETO EI 
3 SPL? , PL 7PL? IPL 
“O ser 2EPOA 16E1°°” 48EI 
a = 0,152L 
A máx = 8,16 mm 
_ Pa 
máx 48EI 
Ap = 4,98 mm 
TP —  9Pa? 
=L Ae 
®s = 4er ^c 5 4er 
; M(b? + 3ab? — 29º) Moa b(b — a) 
É 6El(a +b} "CS 3EMa+b) 
p= 3Pa? = 13P@ 
PO 4EI' CC 12EI 
ps EO 
CJA T EI 
P 
pon 
4 
Pa? 
An 
2 12EI 
is 9Pa? 1929? 


4EJ' CE DREI 
Amáx = 2,12 pol 
a a 
+ 
EP wa), Ac = ET 


05 = 04 = 0,175º 
wa Aiwa! 
EI?” 24EI 
A4 = 0,933 pol 
Ac = 0,895 pol 
A4 = 0,781 pol 
W16 x 50 
F = 0,349 N, a = 0,800 mm 
a“(3b + a) 
4 3E 


1 L 
= H 
ARE (x 351) 


1 1 
= Ed (pr SÊ = 
Apr PL 1261 * o) 


72 p 26 
EP“ EI 
(A de = 0,0737 pol, (A da = 0,230 pol 


PL/2 3 
(Aa = ET a 5) 


de = 





(64P + 7wa) 





Og = 





Aa = 




































































PL 3P 5P 
Ax = 0, Ma 3 , Áy 2º By 3 
3wL SwL wE? 
BS ao g a a 
C, =0, A, = 12,0 KN, B,= 40,0 kN, C, = 12,0 kN 
A 0C wL B 4woL A wL 
E I DE RE EAE 
dg e wL ` 2m L m wl? 
a E 
PORS 3A,EwlÃ 
“SAE + 3EhÃo) 
Pab? Pab 
M, = EA » Mp = T? 
a = 0414L 
F 3M z 3Mo 5 3M, r 
S do Rs 
wL? wE? 
MES en VAT g 
M, =- m 
Ma = 3° BT q 
SwL? 1lwL? 
Ma = 92º Me = 197 


Ma = 0,639 kip - pol, Mp = 1,76 kip + pol 
d = 0,708 pol 

A, = 0, B, = 35,0 kip, A, = 15,0 kip, 
M, = 40,0 kip - pés 








3wAE L$ 
Tac = 3 
SELL, + ABL) 
2P P 
C =0 B= 
A, = 215kN 
SwL 3wL 
A,=0,B,= à Cs 3 
dus 5wkL' 
Po  4(6EI + kL’) 
B, = 634 lb, A, = 243 Ib, C, = 76,8 1b 
Ro 3kwIL* 


"O QM4EI + SkL 
pe (SEI) a Ay (==) 
wo Wo 


1 3 
eaea n <x —- 12>? 
v Erl 30x* + 46,25 <x — 12 


11,7 <x — 24>º + 38.700x 
g = 0,0100 rad, vc = 0,200 pol 
8; = 0,0100 rad, Ac = 0,200 pol 
B, = 138 N, A, = 81,3 N, C, = 18,8 N 








412.560] 

















Capítulo 13 


13.2. 
13.3. 


Pa? Pa? 
fs = Er ôe T EI 
za 
16 
H wL? 3w wE? a ME 
Pago apr TA agr 0 
5kL 
P. = 
Cr 4 
d= à pol 


P, = 35,1 kip 


13.5. 

13.6. 

13,7, 

13,9, 
13.10. 
13.11. 
13,13, 
13.14. 
13.15. 
13.17. 
13.18. 
13.19. 
13.21. 
13.22. 
13.23. 


13.25. 


13.26. 
13.27. 
13.29. 
13.30. 
13.31. 
13.33. 
13.34. 
13.35, 
13.37. 
13.38. 


13.39. 
13.41. 


13.45. 


13.46. 
13.47. 
13.49. 


13.50. 
13.51. 


13.53. 
13.54. 


13.55. 
13.57. 
13.58. 
13.59. 
13.61. 
13.62. 
13.63. 
13.65. 
13.66. 


RESPOSTAS 


Pa = 46,4 kN 
P, = 70,4 kip 
P, = 1,30 MN 
Pa = 325 kN 
d = 1,81 pol 
Pa = 2,92 kip 
Pa = 5,97 kip 
F.S. = 2,19 
P = 475 kip 
P = 83,6 lb 
P, = 28,4 kip 
P. = 58,0 kip 
P = 4,23 kip 
P = 579 kip (Controles) 
d= 1Ž pol 
P = 4,57 kip 
P = 29,9 kN 
P = 207lb (Controles) 
P=242kip 
Não, AB romperá. 
F.S. = 2,12 
P = 63,6 kip 
W = 5,24 kN, d = 1,64m 
F.S. = 1,24 
w = 18,3 Ib/pés 

e MEI 

ar 


aee at E PE 

DA Pê EI 2) SEI 
wEI [PL 

Mpix = P [sec( EI z) L 


Vmáx = 0,387 pol 

T msx = 4,57 ksi 

O máx = 6,24 ksi 

P’ = 97,4 kip 

P = 139 kip, a coluna suportaria 











p 
2,29 (E vezes mais carga se o carregamento P 
atuasse concentricamente. 


P = 6,75 KN 
P = 20,1 kN 

L = 1,71 m (Controles!) 

F.S. = 1,12 

Sim. 

Práx = 343 kip (Controles!) 

P = 113 kip (Controles) 

P' = 390 kip, P = 139 kip (Controles) 
Piim = 7,89 kN (Controles) 

Tmax = 178 MPa, Umax = 10,8 mm 

E, = 14,6(10º) ksi 
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13.67. 
13.69. 
13,71, 
13.73. 
13.74. 
13.75. 
13.77. 
13.78. 
13.79, 
13.81. 
13.82. 
13.83. 
13.85. 
13.86. 
13.87. 


13.89. 
13.90. 
13.91. 
13.93. 
13.94. 


13.95. 


13,97. 

13.98. 

13.99, 
13.101. 
13.102. 
13.103. 
13.105. 
13.106. 
13.107. 
13,109. 
13.110. 
13.111. 


13.113. 
13.114. 
13.115. 


13.117. 
13.118. 
13.119. 
13.121. 
13.122. 
13.123. 
13.125. 
13.126. 
13.127. 


P. = 157 kN 
P, = 39,2 KN 
L = 18,0 pés 
Adequado. 
Não adequado. 
W8 x 48 

L = 6,86 pés 
L=33,9pés 
Adequado 
W8 x 24 

L = 18,9 pés 
L = 10,9 pés 
L = 1,92 pé 

L = 3,84 pés 
L = 6,07 pés 
d = 1,42 pol 
d = 1,00 pol 
Pam = 129 kip 
Pam = 109 kip 
d = 1,30 pol 
a= 5 pol 

P = 38,4 kip 
P = 68,3 kip 
L = 5,03 pés 
P = 29,6 kip 
P = 1,48 kip 
P = 0,967 kip 


Não adequado. 
Não adequado. 


P = 8,83 kip 
P = 15,0 kip 
P = 33,1 kip 
P = 57, kip 
Sim. 

Não. 

P = 703 lb 

P = 341 1b 
Pam = 57,6 kip 
a = 103 mm 


M = 442 KN -m 
M = 60,5 kN m 
w = 1,17 kN/m 
Adequado. 
Adequado, 

t = 5,92 mm 


Capítulo 14 


14.1. 


14.3. 
14.5. 


14.6. 


14.7. 


14.9. 


2 














Ue Try Txy 
Es no N + VEM TA 
v 26 (7% o, — Wo Oy) + 2G 
Oy 
Zica 
Ty 
a) U; = 4,31 kip * pol, b) U, = 4,31 kip * pol 
_ ML 
PF 24EI 
ML 
` 2EI 
wL’ wPLS 
a) U = JEP PU EI 


14.10. 
14.11. 
14.13. 


14.14. 
14.15. 


14.17. 


14.18. 


14.21. 


14.22. 


14.23. 


14.25. 
14.26. 


14.27. 


14.29. 


14.30, 


14.31. 


14.33. 
14.34. 
14.35. 
14.37. 
14.38. 
14.39. 
14.41. 
14.42. 
14.43. 
14.45. 
14.46. 
14.47. 
14.49, 
14.50. 
14.51. 
14.53, 
14.54. 
14.55. 
14.57. 
14.58. 
14.59. 
14.61. 
14.62. 
14.63. 
14.65. 
14.66. 
14.67. 
14.69, 
14.70. 
14.71. 
14.73. 
14.74, 
14.75. 





iz wL’ 
i 945EI 
U, = 496] 
(Ua = 0,477 (107°) J, (0), = 0,0171 J 


(Usp = 1,00 J, (U) = 0,400 J 
U, = 45,5 pés - 1b 


























war? 
U = 
504E1I 
A 
ar 
3,50PL 
Po AE 
3,50PL 
(Ap) = AE 
À PL (E coso | 5Lsen?o | 18sen?o 
P 151) AE Er GA 
Ap = 1,82 pol 
Oe = 1,93º 
_ 3PL 
— 10b4G 
4Moa 
Ba= 
3EI 
37 Pr 
A = RT 
= 64nPR? 
~ dG 
U; = 267 pés -Ib 
d = 5,35 pol 
O nás = 359 MPa 
v = 0,499m/s 
L = 850 mm 


Sim, G máx excedeu 175 MPa. 
T mix = 3,06 ksi 
O máx = 414 MPa 


h = 95,6 mm 
n = 115, omás = 17,7 ksi 
h = 11,6 pés 


Tmax = 4,55 ksi < 0, Ac = 0,799 pol 


Cmáx = 5,88 ksi 
h = 3,73 pol 


Tmáx = 2,34 Ksi, (A p) máx = 0,370 pol 


h = 4,20 pés 

Gmáx = 35,2 ksi 

(A Amós = 15,4 pol 

Anis = 5,45 pol, oma = 33,1 ksi 
n=178 

ás, = 11,3 mm 

(Ask = 0,699(107°) pol 
(Am), = 0,0931(107°) pol 
Às, = 0,0132 pol 

(Ada = 0,234 mm 

(Ap), = 1,16 mm 

(A 4)» = 0,0199 pol 

= 6,23 mm 

Ay, = 3,79 mm 

(Ap), = 4,12 mm 

(As) = 0,0124 pol 
(A), = 0,00966 pol 

(Ac) = 0,163 pol 





14.77, 


14,78. 


14.79. 


14.81. 
14.82. 
14.83. 
14.85. 
14.86. 
14.87. 
14.89. 


14.90. 
14.91, 
14.93. 
14.94. 
14.95. 


14.97, 
14.98. 


14.99, 
14.101. 
14.102. 
14.103. 


14.105. 


14.106. 


14.107. 


14.109. 


14.110. 


14.111. 


14.113. 
14.114. 
14.115. 
14.117. 
14.118. 
14.119. 
14.121. 
14.122. 
14.123. 
14.125. 
14.126. 
14.127. 
14.129. 


14.130. 


14.131. 


14.133. 
14.134. 








_ BPa 
€ EI 
-SPa 
EP 6ET 
Pa 
de= 2EI 
84 = 0,0126 rad 
Ac = 4,13 mm 


ðc = 0,0185 rad 
8c = 0,0174 rad 
85 = 0,0216 rad 





Ap = 1,80 mm 
95 = 1,20(107°) rad 
65wa 
B 48EI 
Ac = 0,122 pol 
Ac = 40,9 mm 


84 = 0,00298 rad 
85 = 0,00595 rad 
c = 5,89(107°) rad 


A, = 27,4m, 84 = 5,75(107°) rad 

















yS 5Moa? 
© 6EI 
Ap = 43,5 mm 
84 = 0,00529 rad 
Ac = 17,9 mm 
Sul! 
Ac, = BEI 
wi! 
As. 4ET 
* 640.000 1b - pés? N 
E EI » Àc, 
SwL! 
(Ac Er SEI 
wL* 
(Ash = 4EI 
Pê 
— 2EI 


(åp) = 11,3 mm 
(Aps), = 0,699(107°) pol 
0,0931(107º) pol 

(A 5)» = 0,0132 pol 
(Ad = 0,234 mm 
(Ap), = 1,16 mm 
(A 4); = 0,0199 pol 
(A a)» = 6,23 mm 
(A so = 3,79 mm 
(Ap) = 4,12 mm 
(å a)» = 0,0124 pol 
(Ag), = 0,00966 pol 
(Ac) = 0,163 pol 





BPL 

€ 24EI 
5Pæ 
Ac = “SEI 


8c = 0,0185 rad 
9; = 0,00120 rad 


EI 























RESPOSTAS 
14.135. 04 = 0,00298 rad 
14.137. 0, = 0,00529 rad 
14.138. A4 =27,4m, 84 = 5,75(10 °) rad 
5M? 
14.139. Ac = ar 
14.141. Aç = 17,9 mm 
14.142. Ap= mi 
4EI 
640(10º) 1b - pés” 1.228.800 Ib - pé? 
14.143. (Ac) = Er (Ach F - 
swL* 
14145. (Ac) = RET 
mis. a, = EE 
2EI 
14147. A= Mik 
RRE CA DEN 
5Mga? 
14.149. A15 Er 
14150. ^4 = La 
EMO CA C BEI 
14.151. 6c = 0,0337 rad 
14.153. As = 2,95 mm 
14.154. As, = 2,95 mm 
2,3 
14155. U= E ASm-8) 
14.157. Oni = 6,20 ksi 
Apêndice A 
A.1. 267pol 
A.2. L, = 415 pol, 7, = 411 pol 
A.3. 2,19 pol, 83,7 pol 
A.5. y= 4,14 pol, Iy = 35,5 pol, T, = 18,4 pol‘ 
A.6. 34,0 mm, Ip = 231(109) mmí, 7, = 3,09(109) mm 
A.T. y= 1,00 pol, x = 1,50 pol, 1 = 4,00 pol, 
1, = 8,50 polí 
A.9. y= 36,4 mm, x = 111 mnm, I, = 19,5(10) mm, 
I, = 115(10%) mm? 
A.10. y= 36,4mm, x = 111 mm, 1, =—26,1(106) mm* 
All. y= 19,8 mm, 7 = 100 mm, Iy = 1,58(106) mm, 
1, = 18,4(106) mm‘ 
A.13. T,= 248 pol, 1, = 25,7 pol 
A.14. T = 56,25 polt 
A.15. y= 433 pol, x = 5,67 pol, 1 = 492 pol, 
I, = 172 po 
A.17. 1y = 23,23 pol 
A.18. Iy = 7,13(106) mm‘, I, = 3,53(109) mm’, 
Ley = 3,12(109) mm‘ 
A.19. Ip = 653 pol, 1, = 25,3 pol”, Ivy = —34,6 pol 
A.21. y= 1,00 pol, X= 1,50 pol, Imáx = 10,0 pol”, 
Imm = 2,50 pol”, 0,, = 63,4º, 6,2 = —26,6º 
A.22. Ip = 16110) mm, 1, = 16,1(109) mm‘, Tyy = 0 
A 23. Las = 30810) mm”, Inn = 85,3(10°) mm‘, 
8p, = 45,0º,8,,= —45,0º 
A.25. Inóx = 5,09 pol”, Imin = 0,428 pol, 0, = 224º, 
0, = —67,6º 
A.26. Inóx = 5,09 pol”, Ein = 0,428 pol, 0, = 22,4º 
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Aço, 17-18,67 
Acoplamentos de cisalhamento simples, 24 
Alongamento longitudinal, 80-81 
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Ângulo de torção, 153-166 
convenção de sinais, 155-156 
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áreas compostas, 612 
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de um acoplamento submetido a 
cisalhamento, 37 
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125 
Elastoplástico, material, 125 
Elemento de tração, área da seção 
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Equilíbrio: 
de forças, 3 
estável, 511 
instável, 511 
neutro, 512, 514, 516 
tensão de cisalhamento média, 25-26 
tensão normal média, 18-19 
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forças externas, 2 
força de corpo, 2 
forças de superfície, 2 
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Esforço de cisalhamento médio em um tubo de parede 
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Relações de Propriedades do Material 

Coeficiente de Poisson 
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Lei de Hooke Generalizada 
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Métodos de Energia 
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Propriedades Geométricas dos 
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